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科学 , 特别 是 自然 科学 , 最 重要 的 目标 之 一 ， 就 是 追 
寻 科 学 本 身 的 原动力 ， 或 日 追寻 其 第 一 推动 。 同 时 ,科学 
的 这 种 追求 精神 本 身 ， 又 成 为 社会 发 展 和 人 类 进步 的 一 
种 最 基本 的 推动 。 

科学 总 是 寻求 发 现 和 了 解 客 观 世 界 的 新 现象 ,研究 
和 掌 气 新 规律 ,总 是 在 不 尹 地 追求 真理 。 和 村 学 是 认真 的 、 
严谨 的 、 实 事 求 荐 的 ,同时 ,科学 又 是 创造 的 。 笠 学 的 最 基 
本 态度 之 一 就 是 疑问 ,科学 的 最 基本 精神 之 一 就 是 批判 。 

的 确 ， 科 学 活动 ,特别 是 自然 科学 活动 , 比较 起 其 他 
的 人 类 活动 来 , 其 最 基 平 的 特征 就 是 不 断 进 步 。 哪 怕 在 其 
他 方面 个 frit? BLS HR fe HE a Be NS TR 
难 的 进步 。 这 表明 , 自然 科学 活动 中 包含 着 人 类 的 最 进步 
因素 。 


《第 一 推动 y AH 





正 是 在 这 个 意义 上 , 科学 此 称 为 人 类 进步 的 “第 一 推 
ay”, 

科学 教育 , 特别 是 自然 科学 的 教育 ,是 提高 人 们 素质 
的 重要 因素 ,是 现代 教育 的 一 个 核心 。 科 学 教育 天 仅 重信 
获得 生活 和 工作 所 需 的 知识 和 技能 。 更 重要 的 是 使 人 获 
RFRA SHH APR URE EA eS fo 
培养 , 使 人 获得 非 生 物 本 能 的 智慧 ， 获 得 非 与 生 人 惧 来 的 灵 
魂 。 可 以 这 样 说 , 没有 科学 的 “教育 ”、 只 是 培养 信仰 市 
不 是 教育 。 没 有 受过 科学 教育 的 人 ， 只 能 称 为 受过 训练 ， 
而 非 爱 过 教育 。 

正 是 在 这 个 意义 上 ， 私 学 堪 禾 为 使 人 进化 为 现代 人 
的 “第 一 推动 ”。 

近 百 年 来 ， 无 教 仁 人 智 士 意识 到 ,强国 富民 再造 中 国 
REAP SRA, MARMARA Kote TOR É 
的 奋斗 , 中国 的 科学 先贤 们 代 代 相传 , 不遗余力 地 为 中 国 
的 进步 献身 干 科 学 启蒙 运动 ,， 以 图 完成 国人 的 强国 焚 。 然 
而 应 该 说 , 这 个 目标 远 未 达到 .。 今 日 的 中 国 需要 新 的 科学 
BR. 需要 现代 科学 教育 。 只 有 全 社会 的 人 具备 较 高 的 科 
党 素质 , 以 科学 的 精神 和 思想 、 科 学 的 态度 和 方法 作为 探 
讨 和 解决 吉 类 问题 的 共同 基础 和 进发 点 ， 社 会 才能 更 好 
地 向 前 发 展 和 讲 步 。 因此 ,中 国 的 进步 离 不 开 科 学 , oF 
REA. 

正 是 在 这 个 意义 上 ,似乎 可 以 说 ,科学 已 被 公认 是 中 
国 进步 所 必 不 可 少 的 推动 。 

然而 , 这 并 不 意味 着 , 科学 的 精神 也 同样 地 被 公认 和 
He, BR, 科学 已 渗 进 到 社会 的 各 个 领域 和 层面 。 科 学 
的 价值 和 地 位 也 更 高 了 。 但 是 , HAWE, 在 一 定 的 范围 
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A, RA HR, AMR BAK “Se A, R 
停留 在 对 科学 所 带 来 的 后 果 的 接 有 党 和 和 承认， 而 不 是 对 科 
学 的 原型 力 ， 科 学 的 精神 的 接受 和 承认 。 此 种 现象 的 存在 
也 是 不 能 急 视 的 。 

科学 的 精神 之 一 , 是 它 自 身 就 是 自身 的 “第 一 推动 ”。 
也 就 是 说 ， 科 学 活 型 在 原则 上 是 不 隶属 于 服务 于 神学 的 ， 
不 隶属 于 服务 于 儒学 的 ， 科 学 活动 在 原则 上 也 不 如 属于 
服务 二 任何 哲学 。 科 学 是 超越 宗教 差别 的 ， me RRS Hl 
的 ,超越 党 派 差 别 的 ,超越 文化 的 地 域 差 别 的 ， 科 学 是 
适 的 、 独 立 的 ， 它 自身 就 是 自身 的 主 宁 。 

湖南 科学 技术 出 版 社 精 庭 了 一 批 关 于 科学 思想 和 科 
学 精神 的 世界 名 著 , 请 有 关 学 者 译 成 中 文 出 版 , 其 目的 就 
是 为 了 传播 科学 的 精神 ,科学 的 思想 , 特别 是 自然 科学 的 
精神 和 思想 , AW REE SHER. Rae RAR. 对 
全 民 进 行 新 的 科学 启蒙 和 科学 教育 的 作用 ， 为 中 司 的 进 
步 作 一 点 推动 。 从 书 定名 为 《第 一 推动 》 当然 并 和 非 说 其 
中 每 一 册 都 基 第 一 推动 , PENS. BOER MH 
的 科学 的 内 容 、 观 点、 思想 和 精神 ,都 会 使 你 或 多 或 少 地 
更 接近 第 一 推动 ， 或 多 或 少 地 发 现 ， 自身 如 何 成 为 自身 的 
EF., 
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人 类 对 于 宇宙 以 及 数学 地 位 的 认识 已 被 连作 出 了 根 
本 性 的 改变 ， 本 书 要 讨论 的 正 是 这 一 点 。 现 在 我 们 知道 
数学 已 不 再 受到 普 廊 但 重 和 景仰 。 数 学 曾经 被 认为 是 精 
确 论证 的 顶峰 ,真理 的 化 身 ， 是 关于 宇宙 设计 的 真理 。 那 
么 ， 人 类 是 如 何 认 识 到 这 种 观点 是 错误 的 , 我 们 现在 的 观 
点 又 是 什么 ,这 正 是 本 书 的 主题 。 引 论 中 将 简要 陈述 这 些 
主题 ， 部 分 材料 可 由 详尽 的 数学 史 略 拾 一 二 。 伍 是 ， 对 于 
LARS RH. 一 种 直接 的 、 非 专业 性 的 探讨 更 便于 接受 
和 理解 。 

许多 数学 家 可 能 更 愿意 把 对 数学 当前 地 位 的 揭示 控 
制 在 数学 圈 里 ， 公 开 上 曝光 这 些 困 难 也 许 会 出 现 不 好 的 效 
KR, RAR HMR, BR, SMe SWAN LARS 
认识 到 他 们 所 掌握 的 工具 的 为 量 ， 认 识 到 推理 的 能 力 及 
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HERE, 这 远 比 盲目 相信 有 益 得 多 , 后 者 很 可 能 导致 错 
溪 的 恩 想 甚至 毁灭 。 
以 下 为 致谢 部 分 ， 从 略 》 
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1980 年 上 月 


at 论 1 





a] OB 


车 想 预见 数学 的 未 来 ,正确 的 兴 法 是 研究 它 的 历史 和 现 
状 。 


战争 、 饥 荒 和 瘟疫 能 引起 悲剧 ， 然 而 ， 大 类 思想 的 局 限 性 也 
能 引起 智力 悲剧 。 本 书 论 及 的 不 幸 事 件 降 临 在 人 类 最 为 卓著 且 无 
与 伦比 的 成 就 ， 对 人 类 的 理性 精神 具有 最 持久 和 最 琛 刻 的 影响 
一 一 数学 的 头 上 。 

换血 话说， 这 本 书 在 非 专 业 层 次 上 探讨 数学 苯 严 的 兴衰 。 看 
到 数学 现在 的 宏大 规模 ,日 益 增 多 甚至 呈 繁 荣 之 势 的 数学 活动 ,每 
年 发 表 的 数 以 千 计 的 研究 论文 ， 对 计算 机 兴趣 的 迅猛 飞涨 ， 以 及 
尤其 是 在 社会 科学 和 生物 科学 中 对 定量 关系 的 广泛 研究 ， 数 学 的 
衰落 何 从 谈 起 ? 悲剧 存在 于 何 处 ? 要 回答 这 些 问题 ， 我 们 必须 首 
先 考 虑 是 什么 为 数学 赢得 了 巨大 的 声望 和 荣誉 。 

作为 一 个 独立 知识 体系 的 数学 起 源 于 十 希腊， 自 它 省 生 之 日 
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起 的 两 干 多 第 来 ， 数 学 家 们 AERE, MAR, X 
于 数 和 几何 图 形 的 庞大 理论 体系 为 数学 湿 供 了 -个 看 来 似乎 水 无 
休止 的 确定 性 前 景 . 

在 数学 以 外 的 领域 ， 数 学 裕 念 及 其 推论 为 重大 的 科学 理论 提 
供 精髓 。 尽 管 通过 数学 和 科学 的 合作 才 获 得 的 知识 用 着 了 自然 定 
律 ， 但 它们 看 来 似乎 与 绝对 的 数学 真理 一 样 绝 对 可 信 ， 固 为 天 文 
学 、 力 学 、 光 学 、 空 气动 力学 中 的 数学 所 做 的 预测 与 观察 利 实验 
相当 野人 台 。 因 些 ， 数 学 能 牢固 把 握 宇 宙 的 所 作 所 为 ， 能 瓦解 辫 秘 
并 代 之 以 规律 和 秩序 。 人 类 得 以 趾 高 气 杨 地 俯 战 他 启用 的 志 界 , 吹 
吐 自 己 已 经 掌握 了 宇宙 的 许多 九 密 《实际 上 是 一 系列 数学 定理 )。 
拉 普 拉 斯 的话 概括 了 数学 家 们 一 直 在 不 懈 地 子 求 真理 的 信念 。 他 
说 ， 牛 顿 是 最 幸运 的 人 ， 国 为 只 有 一 个 宇宙 ， 和 而 他 已 发 现 了 它 的 
规律 。 

数学 依赖 于 一 种 特殊 的 方法 去 达到 它 惊 人 而 有 力 的 结果 ， 即 
从 不 证 自明 的 公理 出 发 进行 演绎 推理 。 它 的 实质 是 , BOER, 
则 可 以 保证 由 它 演绎 出 的 结论 为 真 。 通 过 应 用 这 些 看 起 来 清晰 、 正 
确 、 完 美的 逻辑 ， 数 学 罕 们 得 出 显然 是 姓 良 置疑、 无 可 辩驳 的 结 
论 。 数 学 的 这 套 方法 今天 仍然 沿用 ,任何 时 候 ， 谁 想 找 一 个 推理 
的 必然 性 和 准确 性 的 例子 ， 一 定 会 想到 数学 。 

这 种 数学 方法 所 取得 的 成 功 吸 引 了 最 伟大 的 智者 ， 数 学 己 显 
示 了 人 类 理性 的 能 力 、 根 源 和 力量。 所 以 他 们 狂 测 ， 为 什么 不 能 
把 这 种 方法 用 到 由 权威 . 风 浴 ,习惯 控制 的 领域 , 比如 在 哲学 、 神 
茸 、 伦 理学 、 美 学 长 社会 科学 中 去 寻求 真理 呢 ? 人 类 的 推理 能 力 ， 
在 数学 及 自然 科学 中 ， 是 如 此 的 卓有成效 ， 肯 定 也 将 成 为 上 述 其 
他 领域 思想 和 行为 的 主 室 , 为 其 获得 真理 的 美和 美的 真理 。 因此 ， 
在 称 作 理 性 时 民 的 启蒙 时 代 ， 数 学 方法 其 至 加 上 一 些 数学 概念 种 
定理 ， 用 到 了 人 文 事务 中 。 

洞察 力 最 丰富 的 来 源 是 后 者 。13 世纪 初 的 创造 ,包括 令 人 奇 
怪 的 见 种 玫 何 学 和 代数 学 ， 追 使 数学 家 们 极 不 情愿 地 勉强 承认 绝 
对 意义 上 的 数学 以 及 科学 中 的 数学 真理 并 不 都 是 真理 。 例 如， 他 
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们 发 现 几 种 不 同 的 几何 学 同等 地 与 空间 经 验 相 吻合 ， 它 们 可 能 都 
不 是 真理 。 显 然 ， 自 然 界 的 数学 设计 并 不 是 固有 的 。 或 者 如 果 是 
的 话 ， 人 类 的 数学 都 未 必 蚌 那个 设计 的 最 好 诠释 。 开 启 真 理 的 钥 
BRAT, 这 一 事实 是 降临 到 数学 头 上 的 第 -PFEF 

新 的 几何 学 和 代数 学 的 诞生 使 数学 家 们 蕊 受到 另 一 个 宇 包 的 
寺 动 。 寻 求 真理 的 信念 使 数学 家 们 如 醉 如 痴 ， 总 是 迫不及待 地 用 
严密 论证 去 追求 那些 虚无 标注 的 真理 认识 到 数学 并 不 是 真理 的 
化 身 动 播 了 他 们 产生 于 数学 的 那 份 自 信 ， 他 们 开始 重新 检验 他 们 
的 创造 。 他 们 失望 地 发 现 数学 中 的 逻辑 形容 枯 杭 ， 颂 不 轨 财 。 

事实 上 , 数学 已 经 不 合 逻 辑 地 发 展 。 其 不 仅 包括 错误 的 证 明 ， 
推理 的 漏 润 ， 还 有 稍 加 注意 就 能 避免 的 蔬 误 。 这 样 的 大 错 比比 皆 
是 。 这 种 不 合 逻辑 的 发 展 还 涉及 对 概念 的 不 充分 理解 ， 无 法 真正 
认识 逻辑 所 需要 的 原理 , 以 及 证 明 的 不 够 严密 , 就 是 说 , 直觉 、 实 
证 及 借助 于 几何 图 形 的 证 明 取 代 了 逻辑 论证 ， 

不 过 ， 数 学 仍然 是 一 种 对 宇和 窗 的 有效 描述 ， 而 且 在 许多 人 心 
里 ,特别 是 在 柏拉图 主义 考 看 来 ， 数 学 自身 当然 还 是 一 个 颇具 魅 
力 的 知识 体系 ， 一 个 因 具 真实 性 而 受到 青睐 的 部 分 。 因 此 ， 数 学 
家 们 决定 弥补 丢失 了 的 逻辑 结构 , 重建 有 缺陷 的 部 分 . 在 19 世纪 
上 半 叶 ， 数 学 的 严谨 化 运动 格外 引 人 注 目 。 

到 1900 F, 数学 家 确信 他 们 已 实现 了 自己 的 目标 。 尽管 他 们 
不 得 不 满足 于 数学 仅 能 作为 字 罕 的 一 个 近似 描述 的 观点 ， 许 多 人 
其 至 放弃 了 宇宙 的 数学 化 设计 这 一 信念 ， 但 他 们 的 确 庆幸 他 们 重 
建 了 数学 的 逻辑 结构 。 然 而 , 他 们 还 没 来 得 及 炫 粹 自封 的 成 功 , 在 
BEARS TRAIT AS. RPE FT BAR. ae 
HRV JS KT Be BR Sw. 

当时 那些 领头 的 数学 家 几乎 立刻 就 投身 于 解决 这 些 了 矛盾 ， 结 
果 他 们 构想 、 阐 述 甚 至 推出 了 四 种 不 同 的 数学 结构 ， 每 一 种 都 有 
众多 的 追随 者 。 那 些 基 础 的 学 派 不 仅 努 力 解决 已 有 的 逆 盾 而 且 力 
争 避 免 新 的 矛盾 出 现 ， 就 是 说 ， 建 立 数学 的 相 容 性 。 在 这 些 基 础 
研究 中 又 出 现 了 其 他 的 问题 ， 某 些 公理 和 演绎 轻 辑 推理 的 可 接受 
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性 也 成 为 几 个 学 派 采 取 不 同 立场 的 重要 原因 。 
到 1930 年 , 数学 家 已 满足 于 接受 几 种 数学 基础 的 一 两 个 , 并 
且 宣 称 自 己 的 数学 证 明 至 少 和 这 些 学 派 的 原则 相符 。 但 是 ， 灾 难 
再 次 降临 ,形式 是 长. 可 德尔 的 一 篇 著名 论文 。 哥 德尔 证 明了 那 所 
个 学 派 所 接受 的 逻辑 原理 无 法 证 明 数 学 的 一 致 性 。 这 还 不 包括 论 
XEHE- NECK. Icha. BRR. HOR 
TARI BE LY EE A AR ARE TE A, MEREM 
引起 一 场 巨 变 。 随后 的 发 展 带 来 了 更 大 的 麻烦 。 例如， 就 连 过 上 法 
极度 推崇 的 、 定 认为 是 精密 科学 方法 的 全 理化 一 一 演绎 方法 看 来 
也 是 有 缺 移 的 。 这 些 新 的 发 展 给 数学 增加 了 多 种 可 能 的 结 柠 ， 园 
时 也 把 数学 家 分 成 了 更 多 的 相 异 群体 。 
数学 的 当前 困境 是 有 许多 种 数学 而 不 是 只 有 一 种， 而 且 由 于 
种 种 原因 每 一 种 都 无 法 使 对 立 学 派 满意 。 显然, 普遍 接受 的 概念 、 
正确 无 误 的 推理 体系 一 一 1800 年 时 的 尊贵 数学 和 那 时 人 的 自豪 
一 一 现在 都 成 了 痴心 妄想 .与 未 来 数学 相关 的 不 确定 性 和 可 疑 , 取 
代 了 过 法 的 确定 性 和 自满 。 关 于 “最 确定 的 ”科学 的 世 础 意见 不 
一 致 不 仅 让 人 人 吃 凉 , WA, 温和 一 点 说 ,是 让 人 塌 妈 。 目 前 的 数 
学 或 是 故 作 深沉 ， 或 是 对 广泛 承认 的 真理 ， 所 请 完美 无 缺 的 逻辑 
BY TH RF 
有 的 数学 家 认为 ;关于 接受 什么 作为 真正 数学 的 不 同 观 点 ,有 
一 天 会 统一 起 来 。 这 些 人 中 比较 有 各 的 是 一 群 屠 名 为 布尔 巴 基 的 
法 国 领 头 数学 家 : 
长 期 以 来 ， 对 数学 原理 的 重要 修正 几乎 无 一 不 
在 不 确定 性 时 期 之 后 ， 而 不 确定 性 确实 使 矛盾 出 现 
THE- EPR ee ZABE 25 个 世纪 之 久 
的 这 段 时 期 ， 数 学 家 们 一 直 在 改正 他 们 的 错误 ， 并 
且 看 到 了 这 门 科 学 后 后 向 某 ， 而 不 是 粘 轴 衰败 。 这 
使 他 们 有 权力 对 未 来 充满 希望 。 
然而 , 更 多 的 数学 家 并 不 乐观 。 本 世纪 最 伟大 的 数学 家 之 一 ， 
H. BKE 1944 ERE: 
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数学 的 终极 基础 和 终极 意义 尚未 解决 ， 我 们 不 
知道 沿 着 什么 方向 可 以 找到 最 终 答 案 ， 或 者 黄 至 于 
是 否 有 希望 得 到 一 个 最 终 的 、 客 天 的 管 案 。“ 数 党 
化 ?很 可 能 是 人 类 原始 创造 力 的 一 项 创 遭 性 活动 ,类 
似 于 语言 或 音乐 ， 其 历史 观点 否认 完全 客观 的 合理 
性 。 
用 哥 德 的 话说 : 一 站 科学 的 历史 就 是 这 门 科学 本 壬 。 
对 于 正确 的 数学 是 什么 所 存在 的 分 歧 以 及 不 同 基础 的 多 样 性 
不 仅 严 重 影响 数学 本 身 ， ARRAS AEA AAS. R 
们 将 看 到 ， 最 先进 的 自然 科学 理论 〈 即 这 种 理论 的 结论 可 以 在 感 
觉 上 或 实体 上 体现 出 来 .例如 假设 我 们 一 点 也 不 懂 电 磁 波 是 什么 ， 
但 我 们 却 能 昕 到 收音 机 中 传 出 的 声音 )， 全 都 是 数学 化 的 。 因 此 ， 
没有 内 自 对 数学 基础 下 过 功夫 ， 而 又 不 打算 花费 数 年 时 间 研 究 不 
完美 和 的 数学 的 科学 家 ， 一定 会 关心 什么 样 的 数学 能 被 理直气壮 地 
应 用 。 
真理 的 丧失 ,数学 和 科学 不 断 增 加 的 复 获 性 ， 以 及 何 种 方法 
用 于 数学 是 最 保险 的 不 确定 性 ,已 使 太 多 数 数学 家 放弃 科学 。 风 
FBR. 草木 此 兵 ， 数 学 家 们 不 得 不 退 何 到 证 骨 方 法 看 起 来 似乎 
很 安全 的 数学 领域 。 他 们 还 发 现 人 为 编造 出 来 的 问题 比 自 然 界 提 
圳 来 的 问题 更 富 魅 力 ， 处 理 起 来 更 加 得 心 应 手 。 
因 完 美的 数学 是 什么 而 产生 的 和 钨 机 和 矛盾 还 阻碍 了 数学 的 方 
法 在 许多 其 他 文化 领域 中 的 应 用 , 如 哲学 、 政 治 科学 、 伦 理学 、 美 
学 。 找 到 客观 、 正 确 的 定律 和 标准 的 希望 变 得 微弱 了 ， 理 性 时 代 
Bets. 
尽管 数学 令 人 不 满意 ， 方 法 复杂 多 变 ， 对 可 接受 公理 持 不 同 
意见 , 还 有 随时 可 能 出 现 的 新 矛盾 , 都 会 器 及 大 部 分 数学 , 但是， 
一 些 数 学 家 仍然 把 数学 应 用 于 自然 现象 中 ， 而 且 事实 上 把 应 用 领 
域 扩大 到 经 济 学 、 生 物 学 和 社会 学 。 数 学 的 继续 有 效 给 我 们 两 点 
启示 。 第 一 点 是 这 种 有 效 性 可 用 和 作 判 别 正 确 性 的 准则 ， 当 然 这 个 
准则 是 暂时 性 的 。 今 天 认为 正确 的 ， 也 许 下 次 应 用 时 就 会 证 明 是 
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错 的 。 第 二 点 涉及 到 未 知 。 真正 的 数学 是 什么 ? 对 此 并 无 定论 。 为 
什么 数学 依旧 有 效 ? 我 们 是 在 用 不 完美 的 工具 制造 奇迹 吗 ? 如 果 
人 类 已 经 被 欺骗 了 ,大 自然 也 会 受骗 而 届 服 于 人 类 的 数学 命令 吗 ? 
TRTE. ME, FERMETTE AZ EAR. AZRE 
登 上 上 了- 月球， 探测 了 火星 和 木星 。 这 难道 不 是 对 宇宙 中 的 数学 理 
论 的 证 实 吗 ? 那么 , 数学 的 人 为 因素 与 变幻 莫 测 又 何 从 谈 起 呢 ? 当 
AOR RETA EHR. RARE ETE PAG? 当然 对 于 人 类 
本 身 及 数学 ,确实 如 此 ，。 因 此 我 们 应 该 去 研究 为 什么 会 这 样 。 尽 
管 数学 的 基础 尚 不 确定 ， 数 学 家 们 的 理论 亦 彼 此 冲突 ， 而 数学 却 
CBE A eR, MERR. 
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Be 数 学 真理 的 起 源 


REFERA, 
是 为 谁 而 激发 ! 
为 了 这 些 真 理 。 
去 度 章 闪 有 恤 的 星空 ! 
eT) FA) AR Bo a, 
ORT eR, 
HAPMBBHAE, 
现在 变 得 清 清 楚楚 。 
Rew 





尾 何 值得 一 提 的 文明 都 探索 过 真理 .思索 的 人 们 尽管 不 能 ,但 
总 是 试图 去 理解 复杂 多 变 的 自然 现象 ， 去 解 开 人 类 如 何 定居 在 这 
个 地 球 上 的 谤 题 ， 去 乔 明 白人 生 的 目的 ， 去 探索 人 类 的 归宿 。 在 
所 有 早期 文明 中 ， 这 些 问 题 的 回答 都 是 宗教 领袖 给 出 的 ,并 为 人 
们 所 普遍 接受 。 只 有 古 希 腊 文 明 是 个 例外 。 和 希腊 人 人 发现“ 人 类 所 
作出 的 最 伟大 的 发 现 ) 了 推理 的 作用 , 正 是 古典 时 期 【公元 前 600 


2 数学 : MEENE R 





年 至 前 300 FEAR ATED ARA, AIARA A 
SHE CAML WE RS), AEG RELA, 

是 什么 导致 希腊 人 作出 这 个 发 现 ， 这 个 问题 不 大 好 回答 。 把 
推理 用 于 人 类 活动 和 思维 的 始祖 曾 生活 在 爱 奥 尼 亚 一 -十 希腊 人 
在 小 亚细亚 的 一 个 定居 处 。 许 多 历史 学 家 试图 依据 政治 和 社会 环 
境 对 此 作出 解释 ， 比 如 ， 爱 并 尼 亚 人 有 更 大 的 自主 性 去 无 视 统治 
欧洲 希腊 文明 的 宗教 信 促 。 但 是 ， 我 们 所 知 的 在 约 公 元 前 600 年 
以 前 的 希腊 历史 过 于 零碎 ， 无 法 作出 明确 的 解释 。 

当时 希腊 人 把 推理 用 于 政治 体系 、 伦 理 道德 、 法 律 、 教 育 和 
其 他 许多 方面 。 他 加 的 主要 的 、 决 定性 地 影响 了 后 代 文明 的 贡献 
是 接受 了 对 推理 的 最 强 有 力 的 挑战 ,知道 了 自然 界 有 规律 可 言 . 在 
作出 这 个 贡献 以 前 ,希腊 人 和 古代 其 他 文明 时 期 的 人 们 斌 为 自然 
ERL RAH, BBR. BRA I. BK 
者 是 神 的 意志 决定 的 , AA ADT. CAEL fh ae BUA 
其 卓越 的 文明 可 追 湖 到 公元 前 3000 年 的 巴比伦 人 和 埃及 人 ,他 们 
确实 注意 到 了 日 月 运动 的 周期 现象 ， 并 据 此 设立 了 夯 法 ， 但 却 没 
有 更 深入 地 研究 它们 。 这 些 极 少 的 偶然 的 观察 没有 改变 他 们 对 自 
然 的 态度 ， 

希腊 人 人 歌 于 正视 自然 。 他 们 的 精神 领袖 “部 果 不 是 普通 民 
AO 握 弃 了 传统 观念 , 超自然 力 、 迷信 、 教条 和 其 他 思想 束缚 。 他 
们 是 最 早 检 验 并 试图 理解 各 种 谜 一 般 的 复杂 的 自然 活动 的 人 们 。 
他 们 以 思维 与 似乎 瞬息 万 变 的 宇宙 现象 抗争 ， 将 理性 之 光 酒 于 
其 上 。 

他 们 有 着 永 不 满足 的 好 奇 心 和 勇气 ， 他 们 坦 出 和 回答 了 许多 
人 遇 到 过 、 但 却 极 少 人 试图 解决 ， 并且 只 能 被 共有 最 高 智力 水 平 
的 人 所 解决 的 问题 。 整 个 宇 帘 的 运转 是 有 计划 的 吗 ? 植物 、 动 物 、 
人 人 类、 星系 、 光 和 声 ， 裤 仪 是 物理 现象 还 是 一 个 完美 设计 的 一 部 
分 ? 由 于 希腊 人 总 梦想 着 提出 新 见解 ， 所 以 他 们 建立 了 后 来 统治 
整个 西方 思想 中 关于 宇宙 的 概念 。 

希腊 的 智者 们 对 自然 采取 了 一 种 全 新 的 态度 ,这 种 态度 是 理 
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性 的 、 批 判 的 和 反 宗 教 的 。 神 学 中 上 帝 按 其 意愿 创造 了 人 和 物质 
HRA ARERR. SHNAFRBHT REM. BREA 
FPR). FRSC WIT BEMIS. ARRAS shel Ot 
动 ， 所 有 感官 能 感知 的 现象 都 能 用 一 种 精确 、 和 谐 而 理智 的 形式 
来 描述 。 简 而 言 之 ， 和 良 然 是 按理 性 设计 的 ， 这 种 设计 ， 虽 然 不 为 
大 的 行为 而 影响 ， 却 能 被 人 的 思维 所 理解 。 

希腊 人 不 仅 是 探索 混杂 现象 的 牧 序 和 规则 的 勇 到 的 先驱 ， 而 
县 也 是 以 才智 发 据 出 自然 现象 显而易见 所 遵循 的 基本 模式 的 先 
了 驱 。 他 们 到 于 询问 并 且 发 现 了 人 类 观测 到 的 最 壮观 的 景象 的 基本 
规律 : 朝 升 夕 藩 的 太阳 ， 阴 上 晴 男 缺 的 月 赏 ， 光 彩 夺 目的 行星 ， 星 
汉 灿 烂 的 夜空 ， 奇 妙 无 比 的 日 蚀 、 月 鲁 。 

正 是 公元 前 6 世纪 的 爱 奥 尼 亚 哲学 家 首先 党 试 寻求 对 大 自然 
和 宇宙 运行 规律 的 合理 解释 。 这 一 时 期 的 著名 哲学 家 们 ， 如 泰 勤 
斯 (Thales), MARP eE (Anaximander), SU ARR PKI 
(Anaximenes), $f ff FE] Ff (Heraclitus) Ff pal HR RE FF te 
《Anaxagoras)， 备 自 属 守 一 个 主旨 去 解释 宇 窗 的 构成 。 比 如 泰勒 
斯 认为 万 物 都 是 由 气态 、 液 态 和 固态 的 水 组 成 的 ， 他 试图 用 水 的 
观点 解释 许多 现象 一 一 这 是 一 个 不 无 道理 的 解释 .因为 云雾 、. 襄 、 
FR AN BEEK BAB TRF AS , 而 水 是 生命 不 可 缺乏 的 , 它 注油 庄稼 , FE 
育 动物 。 现 在 我 们 知道 甚至 人 人体 的 90% FEK, 

爱 奥 尼 亚 大 的 自然 哲学 是 一 系列 的 大 胆 的 观察 ， 敏 锐 的 猜测 
和 天 荆 的 直觉 ， 而 不 是 广泛 而 细致 的 科学 研究 的 成 果 。 这些 人 也 
许 有 些 过 于 急切 看 到 世界 的 全 摇 ， 从 而 如 匆 忙 忙 得 到 一 些 泛 泛 的 
和 结论。 但 他 们 的 确 抛 弃 了 一 些 陈 腐 的 神秘 观点 ， 而 代 之 以 唯物 主 
光 的 ， 对 宇宙 的 设计 和 运行 的 客观 解释 。 他 们 以 理性 方法 取代 了 
幻想 和 非 批判 的 观点 ， 上 用 推理 来 论证 自己 的 观点 成 立 。 这 些 信 敢 
于 用 思维 来 对 竺 世界， 拒绝 依 束 神灵、 意志、 鬼怪 、 妖 魔 、 天 使 
和 其 他 也 许 能 况 维 护 或 负 天 自然 现象 的 神秘 力量 。 可 以 用 阿 那 克 
萨 哥 拉 的 话 来 表述 这 种 理性 观点 的 精髓 ;“ 理 性 统治 着 世界 。” 

握 除 故弄玄虚 .神秘 主义 和 对 自然 运动 的 杂乱 无 章 的 认识 ,而 
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ARZVA OY] FR AS ALR RE PE) -— a ER A FEB, 
ir Het AS ars iH — A YA Sy He RAS EF eB eS). RE 
BABRAMROEMMRA: 宇宙 是 以 数学 方式 设计 的 ,借助 
于 数学 知识 ， 估 类 可 以 充分 地 访 识 它 。 最 早 提 出 自然 界 数 学 模式 
的 是 以 毕 达 可 拉 斯 CPythagoras) 为 领袖 的 座 落 于 意大利 南部 的 毕 
达 哥 拉 斯 学 派 。 虽 然 他 们 从 盛行 的 致力 于 灵魂 的 净化 和 将 它 从 肉 
体 的 污浊 束缚 中 艇 脱出 来 的 希腊 宗教 中 汲 收 了 灵感 和 信条 ， 其 自 
然 哲 学 却 是 完全 理性 的 。 毕 达 哥 拉 斯 派 震 惊 于 这 样 一 个 事实 ， 即 
由 定性 地 看 各 种 各 样 的 现象 都 表现 出 相同 的 数学 性 质 ， 可 推 知 数 
学 性 顶 必 定 为 这 些 现象 的 本 质 。 更 精确 地 ， 他 们 从 数 和 数 的 关系 
方面 发 现 了 这 种 本 质 。 数 学 是 他 们 解释 自然 的 第 一 要 素 ， 所 有 物 
体 都 是 由 物 硕 的 基本 被 粒 或 “存在 单元 ”根据 不 辣 的 几何 形状 组 
成 的 。 单 元 的 总 量 实 际 上 代表 了 实在 的 物体 ， 数 学 是 宇 窗 的 实体 
和 形式 。 因 而 毕 达 哥 拉 斯 学 派 认 为 :“ 万 物 皆 数 也 。” 因 为 数 是 万 
物 之 “本 ”， 对 自然 现象 的 解释 只 有 通过 数字 才能 得 出 。 

这 种 早期 的 毕 达 哥 拉 斯 派 思想 是 令 人 迷惑 的 。 因 为 对 于 我 们 
来 说 ,数字 是 抽象 概念 。 而 事物 是 实际 存在 的 。 但 我 们 已 经 得 到 
了 一 种 数字 的 抽象 ， 而 早期 的 毕 达 哥 拉 斯 派 并 未 做 到 。 在 他 们 看 
来 ， 数 字 是 点 或 徽 粒 。 他 们 提 到 三 角形 数 ， 正 方形 数 、 五 边 形 数 
时 ， 想 到 的 基点 集 、 晶 状 体 或 点 状 物 体 。 如 图 1.1 一 1.4 所 示 。 
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Hig EHER Bia 六 边 形 数 

昌 然 历史 片断 没有 提供 精确 的 年 代数 据 , 这 一 点 却 是 无 疑 的 ， 
即 毕 达 哥 拉 斯 学 派发 展 并 完善 了 自己 的 认识 。 他 们 开始 把 数字 理 
解 为 抽象 概念 ， 而 物体 只 不 过 是 数字 的 具体 化 。 有 了 这 一 :后 来 的 
特性 ， 我们 可 以 明白 菲 洛 罗 斯 《Philolaus) 的 论述 :“ 如 果 没 有 数 
和 数 的 性 质 ， 世界 二 任何 事物 本 身 或 汪 别 的 事物 的 关系 都 不 能 为 
人 所 清楚 了 解 ……” 你 不 仅 可 以 在 鬼 禅 的 事务 上 ， 而 县 在 人 疝 的 
一 切 行动 和 思想 上 万 至 在 一 切 行业 和 音乐 上 看 到 教 的 力量 。 

例如 ， 和 毕 达 闸 拉 斯 学 派 之 所 以 能 把 音乐 归结 为 数 与 数 之 间 的 
简单 关系 ， 乃 是 因为 他 们 发 现 了 下 列 两 个 事实 : B+, TA 
HARRAH RE: 第 二 ， 两 根 纳 得 一 样 紧 的 芒 ， 若 一 根 是 
男 一 根 长 的 两 信 ， 就 会 产生 谐音 。 换 言 之 ,两 个 音 相 差 八 度 。 如 
两 强 长 为 3 比 2, 则 发 出 另 一 谐音 .这 时 短 弦 发 出 的 音 比 长 弦 发 出 
的 音 高 五 度 。 确实 , 产生 每 一 种 谐音 的 多 根 蓄 的 长 度 都 成 整数 比 。 
毕 达 哥 拉 斯 学 派 也 搞 出 了 一 个 著名 的 音阶 。 我 们 虽然 不 打算 诺 许 
多 希 且 时 代 的 音乐 ， 但 要 指出 许多 希腊 数学 家 包括 欧 几 里 得 和 托 
勤 密 ， 都 写 过 这 方面 的 著作 ， 特 别 是 关于 谐音 的 配合 ， 而 且 还 制 
定 过 音阶 。 

He EP LF ETT Bia a AKA. HINA aa 
在 空间 运动 时 会 发 出 声音 ， 这 也 许 是 从 绳 端 吊 一 东西 摆动 时 发 出 
声音 这 一 方 而 引起 芍 特例 。 他 们 还 认为 运动 得 快 的 物体 比 运动 得 
BMWA HEN. BHA, BHR. 
动 得 越 快 ， 因 此 行星 发 出 的 声音 《我 们 因为 从 出 世 之 日 起 就 听 惯 
了 ， 所 以 觉察 不 出 来 ) 因 其 与 地 球 的 距离 而 蜡 而 成 谐音 。 但 国 这 
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“天 知之 音 ” 也 像 折 有 谐音 一 禅 可 以 推 为 数 的 关系 , 所 以 行星 运动 
也 是 这 样 。 
自然 界 的 其 他 形形色色 特性 也 可 “归结 ”为 数 。1、2、3、4 
这 四 个 数 ， 叫 四 象 ， 是 特别 爱 重 视 的 。 据 说 毕 达 如 拉 斯 学 派 的 誓 
WR E: “HARP RT RHR? SRS. 长 流 不 息 的 自然 的 
和 根源 包含 于 其 中 。” 人 邓 们 认为 自然 是 由 四 元 性 组 成 的 , 点 . 线 、 面 
和 立体 。 后 来 柏拉图 强调 的 则 是 四 种 物质 元 素 , 土 、 气 、 火 、 水 。 
四 象 的 四 个 数字 之 和 为 10, 所 以 十 是 个 理想 数 , RS 
为 了 填 满 这 个 数字 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 引 入 了 中 心地 球 , 加 上 日 .月 ， 
已 知 的 五 大 行星 和 位 于 中 心地 球 另 一 侧 的 反 地 球 。 我 们 看 不 到 中 
心地 球 和 反 地 球 ,因为 我 们 贰 居住 的 那 部 分 地 球 是 背 朝 它们 的 。 我 
们 在 这 里 不 打算 详细 叙述 细节 ， 关 链 一 点 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 将 天 
文学 建筑 在 数 的 关系 之 上 。 
由 于 毕 达 可 拉 斯 学 派 将 天 文学 和 音乐 “归结 ”为 数 ， 这 两 门 
学 科 就 同 算术 和 几何 发 生 了 联系 。 这 四 门 学 科 都 被 人 看 成 是 数学 
学 科 ， 甚 至 一 直到 中 世纪 ， 仍 被 包括 在 学 校 课程 中 ， 当 时 号 称 
“四 大 学 科 ”。 
亚 里 士 多 德 在 《形而上学 》 一 书 中 ， 总 结 了 毕 达 哥 拉 斯 学 派 
对 数 的 现实 世界 的 认识 ， 
仑 们 似乎 察觉 到 了 存在 的 以 及 将 要 形成 的 事物 
在 数 方 面 的 共性 ， 而 不 仅仅 表现 在 火 、 土 和 水 上 
《这 样 或 那样 数字 的 修正 是 合法 的 ,号 一 种 是 精神 和 
推理 ,天 一 种 则 是 机 会 一 一 同样 几乎 所 有 的 其 他 事 
物 都 可 用 数字 表达 ?)# 又 因为 音阶 的 修正 和 比例 可 用 
KERR: 还 上 由 于 其 他 事物 在 本 质 上 都 能 用 数字 来 
模式 化 ， 数 字 依 平 是 你 个 自然 界 的 先驱 。 他 们 认为 
所 有 事物 里 都 沼 有 数 的 成 分 ， 整 个 太空 就 是 一 估 音 
阶 或 一 个 数字 。 
毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 自然 暂 学 很 难 与 实际 相 史 合 。 美 学 考虑 和 
对 数学 关系 的 穷 追 不 舍 相 混合 ,当然 会 导致 超越 实际 观察 的 论断 。 
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毕 派 也 未 使 物理 科学 的 任 一 分 支 向 前 发 展 ， 可 以 公正 地 称 其 理论 
为 肤浅 的 。 但 或 是 途 运 气 或 是 凭 尖 生 的 直觉 ， 毕 派 的 确 言 中 了 后 
来 两 拱 证 明 是 极为 重要 的 信和 条: 第 一 是 自然 界 是 榨 数 学 原理 构成 
Ws 第 二 是 数学 关系 决定 、 统 一 并 显示 了 自然 的 秩序 。 实 际 上 现 
代 科 学 也 坚持 毕 派 对 数学 的 强调 ， 嚼 然 ， 正 如 我 们 将 看 淹 的 ， 现 
代理 论 是 毕 派 理论 的 更 为 高 级 的 形式 。 

毕 派 之 后 的 哲学 家 更 如 关注 现实 进 界 的 本 质 和 基本 的 数学 设 
it. HÆ{H (Leuccipus) MERKE (Democritus) 由 于 更 如 
清晰 地 确定 了 原 于 论 而 闻名 于 世 。 他 们 的 共同 哲学 观点 是 : 世界 
是 由 元 穷 多 作 简 单 的、 永恒 的 原子 组 成 的 。 这 些 原 子 的 形状 、 大 
小 、 狂 序 和 位 署 各 有 善 异 ， 但 每 个 物体 都 是 由 这 些 原 子 以 某 种 方 
式 组 合 而 成 的 。 虽 然 几 何 上 的 其 ， 如 直线 段 ， 是 无 限 可 分 的 ， 原 
子 却 是 终极 的 ,不 可 再 分 的 质点 。 形状. 大 小 等 只 是 原子 的 特性 ， 
其 他 性 质 如 昧 、 热 则 非 原 子 所 固有 而 来 自 观察 者 ， 所 以 感性 认识 
不 可 靠 ， 因 它 随 观 察 者 而 蜡 。 RCSA KARE SRE, 
认为 隐藏 在 自然 界 不 断 变 化 着 的 万 象 之 下 的 真实 性 是 可 用 数字 来 
表示 的 ， 而 且 认 为 这 个 世界 上 上 所 发 生 的 一 切 是 由 数字 规律 严格 确 
定 了 的 。 

继 毕 达 哥 拉 其 学派 之 后 ， 传 播 这 种 主张 最 有 影响 的 ， 当 属 由 
柏拉图 领导 的 柏拉图 学 派 ， 柏 拉 图 接受 了 一 些 毕 派 思 想 ， 他 控制 
了 会 元 前 4 世纪 这 一 重要 时 期 希腊 人 的 思想 。 他 是 雅典 柏拉图 学 
园 的 创立 者 , 这 个 学 园 是 一 人 吸引 了 当时 一 流 思想 家 的 中 心 ， 存 
在 了 九 百 年 之 久 。 

也 许 在 柏拉图 的 对 话 《爱好 者 》 中 ， 其 对 于 宇 审 的 合理 性 的 
信仰 表现 得 最 为 出 色 。 

《 普 阁 塔 库 斯 简称 普 ， 苏 格拉 床 简 称 苏 ) 

#: 什么 问题 ? 

苏 : EMM FRAP RE. RAR. W 
BR HP) A AT A BY ea eB ot fe 
所 控制 和 有 序 化 的 。 


ë BE MACHER 





P: AEA RHR, REPRE RRA ER, A 
AMIGRUA BETA, @A-TPMA, E 
RRR Aw. HEREA. RHE 
# 

后 来 毕 派 和 柏拉图 学 派 在 物质 世界 和 理想 世界 之 加 产生 了 尖 
锐 的 分 歧 。 物 质 世 界 的 事物 及 联系 是 不 完美 、 变 化 和 训 落 的 ， 因 
而 不 能 代表 和 终极 真理 ,但 有 一 个 绝对 而 不 变 的 真理 的 理想 世界 ,这 
些 真理 正 是 哲学 家 们 所 关注 的 .对 于 物质 世界 我 们 只 可 能 有 观点 ， 
可 见 、 可 感知 的 世界 只 是 理想 世界 的 一 个 模糊 这 离 、 不 完美 的 拷 
由-“ 事 物 是 思想 在 经 验 屏 幕 上 的 投影 ”由 于 现实 可 在 感觉 和 实 
物 中 找到 ， 因 而 柏拉图 认为 一 匹 马 、 一 间 屋 或 者 一 个 完美 的 女子 
并 不 真 的 存在 。 现 实 只 存在 于 马 、 房 属 、 女 子 的 广 为 接 受 的 形式 
或 观念 之 中 。 永 二 的 知识 只 能 从 纯粹 理想 的 形式 中 获得 ， 这 些 思 
想 实 际 上 是 永恒 不 变 的 。 关 于 它们 的 知识 是 稳 男 而 坚不可摧 的 。 

柏拉图 坚持 认为 只 有 上 从 理想 世界 的 数学 知识 来 理解 现实 世界 
的 实在 性 和 可 知性 ， 无 疑 这 个 世界 是 数学 化 的 。 普 鲁 塔 克 
(Plutarch) 道 出 了 柏拉图 的 名言 : “上 帝 终 完 要 将 主 界 斤 何 化 .在 
《共和 国 》 一 书 中 ， 柏 拉 赂 认为 “几何 学 所 要 求 的 知识 昆 永 恒 的 ， 
而 不 是 转瞬 即 逝 或 反复 无 常 的 .” 数 学 定律 不 仅 是 现实 的 本 质 , 而 
且 永 恒 不 变 。 数 字 关 系 也 是 现实 的 一 部 分 ， 实 际 事物 不 过 是 数字 
的 模拟 体 。 早 期 毕 派 认为 数字 是 事物 内 在 固有 的 ， 而 柏拉图 认为 
数字 超越 了 事物 。 

柏拉图 比 毕 派 前 进 了 了 一步, 他 不 仅 希 望 用 数学 来 理解 自然 界 ， 
而 且 要 用 数学 来 取代 自然 界 本 身 。 他 相信 ， 对 物质 世界 公用 少量 
BOE EM JL ACER, ORES HA, MMAR RAMS 
存在 ， 数 学 将 取 民 物理 研究 ， 

普 鲁 塔 克 在 他 的 《 马 塞 上 徊 斯 的 生平 》 一 书 中 提 及 欧 多 克 斯 
(Eudoxus) APH (Archytas) (柏拉图 同时 代 的 名 人 } 运用 
实际 论据 来 “证 明 ” 数 学 结果 。 但 柏拉图 义愤 地 贬斥 这 种 证 明 为 
几何 学 的 蛙 阔 ;指责 他 们 利用 感性 知识 来 取代 纯粹 的 推理 。 





第 - 章 RPA ee 9 








梢 拉 图 对 于 天 文学 的 观点 显示 了 他 正在 探索 这 门 科学 的 立 
场 。 他 认为 ， 这 门 学 科研 究 的 不 是 可 见 的 天 体 的 运动 。 天 空中 星 
体 的 排列 和 明显 可 见 的 运动 的 确 奇 妙 美丽 ， 但 仅 有 对 运动 的 观察 
和 解释 远 称 不 上 真正 的 天 文学 。 在 接触 这 门 真正 的 科学 之 前 ， 我 
们 必须 掀 开 “天 体 ”, 因为 真正 的 天 文学 探求 的 是 数学 化 宇宙 中 星 
体 的 运动 定律 ， 而 可 见 的 天 体 只 是 其 不 完美 的 表现 形式 。 他 鼓动 
人 们 献身 于 理论 天 文学 ,因为 其 问题 取悦 于 人 的 心智 而 不 是 视觉 ， 
其 对 象 由 人 的 心智 就 能 感受 到 而 不 是 任 眼 睛 所 看 见 。 天 空中 呈现 
出 的 各 种 图 形 只 可 用 作 探 索 殉 深层 真理 的 辅助 图 点 。 我 们 必须 把 
天 文学 看 成 几何 党 一 样 ,仅仅 是 由 可 见 事物 气 示 的 一 系列 问题 . 柏 
拉 图 对 航海 、 历 法 和 计时 中 的 天 文学 的 使 用 并 不 感 兴 

亚 里 十 多 德 虽然 是 柏拉图 的 学 生 并 从 老师 那儿 继承 了 许多 思 
想 ， 对 于 现实 世界 以 及 数学 和 现实 之 间 的 关系 的 探究 却 有 着 不 同 
的 看 法 ,他 批评 柏拉图 的 客 世 思想 以 及 把 科学 归结 为 数学 的 认识 。 
亚 竺 十 多 德 是 个 物理 学 家 ， 他 相信 物质 的 东西 是 实在 的 主体 的 源 
泉 。 物 理学 乃至 一 般 的 科学 必须 研究 现实 世界 并 从 中 获取 真理 . 真 
正 的 知识 是 从 感性 的 经 验 通 过 直观 和 抽象 而 获得 的 ， 这 种 抽象 不 
能 独立 于 人 的 思维 而 存在 。 

亚 里 十 多 德 的 确 强调 从 实物 中 抽象 出 的 普 适 的 一 般 的 性 质 。 
为 了 获得 这 些 性 质 , 他 认为 我 们 应 “从 可 知 和 可 观察 的 事物 出 发 ， 
向 着 本 策 上 可 为 人 们 认识 的 逐渐 清晰 的 事物 前 进 .” 他 抽取 物体 的 
明显 的 感性 特征 ， 使 之 具体 化 并 上 升 为 独立 的 精神 上 的 概念 。 

在 亚 里 土 多 德 关 于 事物 的 分 类 方案 中 ， 把 数字 摆 在 什么 地 位 
呢 ? 物理 科学 是 基础 科学 ,数学 则 从 描述 形式 上 的 特征 《如 形状 
和 数量 ) 这 方面 来 帮助 研究 。 它 也 为 物质 现象 中 观察 到 的 事实 撕 
RETE. PAULI SAMAR SHS. 算术 上 的 比例 
关系 能 说 明 产 生 谐 音 的 理由 。 但 数学 概念 和 原理 肯定 是 从 现实 世 
界 中 抽象 出 来 的 ， 正 因为 如 此 ， 它 们 也 可 用 于 现实 世界 。 思 维 使 
我 们 可 以 从 感性 认识 获得 实物 的 理想 化 特征 ， 这 种 抽象 必然 是 真 
实 的 。 
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对 于 铸造 和 构成 了 希腊 思维 世界 的 哲学 家 的 短暂 回顾 也 许 有 
助 于 说 明 为 什么 他 们 为 了 了 解 、 欣 赏 更 深层 次 的 内 补 ， 邦 重视 对 
实质 的 探讨 。 而 且 ， 从 毕 达 哥 拉 斯 开始 ， 所 有 哲学 家 都 认为 世 答 
是 依照 数学 设计 的 ,在 这 个 经 典 时 期 末期 ,上 述 观点 已 经 确立 , 并 
且 开 始 了 对 数学 规律 的 探求 。 虽 然 这 个 观点 并 未 影响 后 所 所 有 的 
数学 家 , 但 一 旦 为 人 接受 , 它 就 作用 于 大 多 数 伟 太 数学 家 的 思维 ， 
甚至 影响 了 那些 尚未 接 角 过 它 的 人 。 和 希腊 人 这 一 重要 思想 的 最 太 
胜利 是 他 们 认为 宇宙 基 按 可 为 人 类 思维 所 能 发 振 的 数学 规律 运 
行 的 。 

于 是 希腊 人 决定 寻求 真理 ， 特 别 是 关于 自然 的 数学 化 设计 的 
真理 。 人 们 怎样 寻求 真理 并 证 明 其 是 真理 呢 ? 在 此 ， 希腊 人 也 绘 
出 了 方案 。 这 个 方案 在 从 公元 前 600 年 到 公元 前 300 年 这 段 时 期 
逐渐 发 展 ， 它 是 何 时 由 何人 最 先 提出 尚 元 定论 ， 但 到 公元 前 300 
年 ， 它 已 经 相当 完善 了 。 

其 广义 的 、 使 用 数 衬 和 几何 图 形 这 方面 来 看 ， 数 学 早 于 上告 典 
时 期 希腊 人 的 研究 几 干 年 就 开始 形成 了 。 广 义 来 讲 数学 包括 了 许 
多 已 经 消失 了 的 文明 《最 有 和 名 的 有 埃及 文明 和 巴比伦 文明 的 贡 
卖 . 除 了 和 希腊 文明 外 ,在 其 他 文明 中 数学 并 不 是 一 个 独立 体系 , E 
没有 形成 一 套 方法 ， 仅 为 了 直接 而 实用 的 目的 被 研究 。 它 是 -- 种 
工具 ， 姑 一 系列 相互 无 关 的 、 简 单 的 、 帮 助人 们 解决 日 常 问题 的 
规则 ， 如 推算 日 历 、 农 业 和 商业 往来 . 这些 规则 是 由 试探 、 错 误 、 
经 验 和 简单 的 观察 得 到 的 ,许多 都 只 是 近似 的 正确 。 这 些 文明 中 
的 数学 的 最 优 之 处 在 于 ， 它 显示 了 思维 的 某 些 活力 和 坚 霜 ， 尽 管 
不 严格 ， 成 就 也 远 非 辉煌 。 这 类 数学 的 特点 可 用 经 验 主义 一 言 
之 。 巴 比 伦 人 和 埃及 人 的 经 验 主义 数学 为 希腊 人 的 研究 工作 揭 开 
序幕 。 

虽然 希腊 文明 没有 完全 脱离 外 界 影响 一 一 希腊 思想 家 们 曾 在 
埃及 和 巴比伦 游历 学 习 一 一 尽管 现代 意义 上 的 数学 必须 经 受 希 脐 
的 理性 氛围 的 需 疝 ， 和 希腊 人 的 创造 与 他 们 所 吸收 的 知识 却 有 天 壤 
之 别 。 
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希腊 人 已 决心 探索 数学 真理 ， 他 们 不 能 把 工作 建筑 在 前 人 
《有 名 的 埃及 人 和 巴比伦 人 ) HEH., BREK. ARE FE 
的 ， 在 很 多 情况 下 是 不 精确 的 成 果 之 上 。 数 学 原本 是 一 些 关 于 散 
字 和 几何 图 案 的 基本 事实 ,必然 基 一 个 真理 体系 。 数 学 推理 引 在 
推导 出 关于 自然 现象 ， 如 天 体 运 动 的 真理 ， 必 然 得 出 不 容 置 疑 的 
结论 。 怎 样 达到 这 些 目 的 ? 

数学 的 本 原 应 是 处 理 抽象 对 象 。 对 于 创造 了 希腊 数学 的 哲学 
家 来 说 ， 严 格 的 真理 只 适用 于 永 便 不 变 的 实体 以 及 关系 。 幸 运 的 
是 ， 人 类 由 对 事物 的 感性 认识 得 到 的 认识 可 以 上 升 为 较 高 层次 的 
理念 ， 这 便 是 思想 ,水 恒 的 现实 和 思想 的 真实 载体 ， 青 号 抽象 还 
有 一 个 原因 ， 欲 使 数学 更 强 有 力 ， 就 必须 在 一 个 抽象 概念 中 包涵 
它 所 表示 实物 的 本 质 特 征 。 从 而 数学 上 的 直线 必须 包括 拉 促 的 强 
子 、 直 尺 边 、 田 地 前 边界 和 光线 的 路 径 。 相 应 地 ， 数 学 上 的 直线 
没有 粗细 、 颜 色 、 分 子 结构 和 网 紧 度 之 分 .希腊 人 明确 地 指出 数 
学 是 处 理 抽象 事物 的 。 柏 拉 图 在 《共和 国 》 中 提 及 几何 学 家 ， 

你 是 否 也 知道 ， 他 们 虽 利 用 可 见 的 形象 并 拿 来 
进行 推理 ， 拒 他 们 想 的 并 不 是 这 些 东 西 ， 而 是 类 似 
于 这 些 杰 西 的 理想 形象 :他们 所 看 到 的 不 是 所 画 的 
A. Wise Rat RM e 。 他 们 力求 
着 到 事物 本 上 质 ， 而 这 只 有 用 心灵 之 目 才 能 看 到 。 

因而 数学 首先 处 理 点 、 线 和 整数 等 抽象 概念 。 其 他 概念 ， 如 
三 钵 形 、 正 方形 和 圆 可 以 用 基本 概念 来 定义 ， 而 基本 概念 正如 亚 
里 士 多 德 所 说 应 该 是 不 可 定义 的 ， 否 则 就 没有 起 始点 。 希 工人 的 
精明 之 处 表现 在 ,他 们 要 求 被 定义 的 概念 应 有 现实 的 对 应 物体 ,或 
是 论证 得 到 或 是 构造 得 到 。 因 而 人 们 无 法 定义 三 等 分 和 角 并 证 明 有 
关 它 的 定理 ， 它 可 能 并 不 存在 。 实 际 上 ， 由 于 希腊 人 无 法 在 他 们 
自己 提出 的 作 图 条 件 下 三 等 分 角 ， 他 们 就 没有 引 人 这 个 概念 。 

为 了 推导 出 数学 概念 ， 希腊 人 从 自明 的 、 无 人 怀疑 的 公理 入 
手 。 柏 拉 轩 用 他 的 回忆 理论 证 明了 公理 的 可 行 性 。 正 如 我 们 前 面 
寓 到 过 的 ， 他 认为 存在 一 个 真理 的 客观 世界 。 人 在 出 世 前 有 过 精 
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神 世 界 的 经 历 ， 只 要 激发 一 下 就 可 以 回忆 起 以 前 的 经 历 从 而 认识 
到 几何 学 公理 是 真理 ， 这 并 不 需要 实践 。 但 亚 里 土 多 德 并 不 这 样 
认为 ， 他 认为 公理 是 可 理解 的 原理 ， 符 合 思维 而 没有 什么 可 怀疑 
NH. RECS Be CORR) Pik. RNS EHRE 
觉 认 识 到 公理 是 真理 ， 而 且 ， 我 们 必须 以 这 些 公理 作为 推导 的 基 
础 。 相 友 ， 如 果 使 用 了 一 些 并 未 证 明 是 真理 的 事实 ， 于 一 步 推理 
就 需要 证 明 这 些 事实 ， 而 这 一 过 程 是 无 限 循环 的 ， 琨 么 这 就 变 成 
了 永 无 止境 的 回 退 。 他 又 区 分 了 公理 和 公设 ,公理 对 所 有 思想 领 
域 缘 真 ， 包 括 “ 等 量 加 等 量 还 是 等 量 ” 这 样 的 命题 。 公 设 则 适用 
于 专业 学 科 , 如 几何 学 。 从 而 有 ,“ 两 点 决定 一 条 唯一 的 直线 ”。 亚 
里 土 多 德 也 的 确 指 出 公设 无 需 一 望 便 知 其 为 真 , 但 应 被 其 所 推出 
的 结果 所 支持 。 然 而 这 种 不 证 自得 的 真理 是 数学 家 所 需要 的 。 

其 会 理 出 发 , 可 用 推理 得 出 结论 . 有 多 种 推理 方法 , 比如 , 归 
纳 、 类 比 和 演绎 ， 其 中 只 有 一 种 能 够 证 明 结 论 的 正确 性 。 由 一 干 
只 苹果 都 是 红 的 而 得 出 苹果 都 是 红 的 这 个 结论 ， 是 归纳 ， 不 一 定 
可 人知 。 类 似 的 ， 由 于 约翰 的 兄弟 已 从 大 学 毕业 ， 而 约翰 受 教 于 同 
样 的 老师 , 所 以 也 应 该 能 从 大 学 毕业 , 这 是 由 类 比 推 出 的 推理 , 当 
然 也 是 不 可 靠 的 。 然 而 , 如 果 假 定 人 终 将 一 死 ， 而 苏 格 拉 底 是 人 ， 
则 必然 接受 苏 格 拉 原 也 会 死 这 样 的 结论 ,这 里 所 涉及 到 的 逻辑 , 亚 
里 士 多 德 称 之 为 三 段 式 演绎 法 ,在 亚 里 士 多 德 的 其 他 推理 规则 中 ， 
还 有 归 计 法 一 个 命题 不 可 能 既 真 又 假 ) 及 排 中 律 -一 个 命题 必 
须 为 真 或 假 ), 他 和 人 世人 都 毫 无 疑问 地 承认 这 些 椎 理 原理 用 于 任 一 
前 提 时 , 推导 出 的 结果 和 前 提 一 样 可 靠 , 因此 , 如 果 前 提 为 真 , 则 
结论 也 为 真 。 值 得 一 提 的 是 ， 后 面 我 们 将 变 讨 论 的 ， 亚 里 土 多 德 
从 已 为 数学 家 所 应 用 的 推理 方法 中 抽象 出 了 演绎 逻辑 法 。 

垦 然 几乎 所 有 希腊 哲学 家 都 宜 称 演绎 推理 是 获取 真理 的 唯一 
可 车 方法 , 柏拉图 的 观点 却 有 些 不 同 , 他 虽然 不 否定 演绎 证 明 , A 
认为 没 必要 。 因 为 数学 公理 和 定理 存在 于 不 依赖 于 人 的 意志 的 客 
观 世 界 ， 根 据 柏拉图 的 回忆 理论 ， 人 人 只 须 回忆 并 且 承 认 他 们 那 
些 姑 庸 置疑 的 真理 ， 用 柏拉图 在 《 西 艾 厅 德 斯 》 一 书 中 的 比 脸 来 
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说 ， 和 定理， 就 像 关 在 鸟 第 中 的 灸 。 它 们 时 在 那里 ， 你 只 须 伸 手 进 
去 抓 住 它们 。 学 习 就 是 一 个 收集 的 过 程 。 存 柏拉图 的 对 话 《 梅 
农 》 里 ， 通 过 巧妙 地 询问 一 个 年 轻 奴 来 ， 苏 格拉 底 证 实 了 同 底 等 
高 的 正方 形 面积 是 等 奈 三 角形 面积 的 两 倍 。 共 而 苏 格 拉 底 成 功 地 
得 出 结论 ， 即 便 是 没有 党 过 几何 学 训练 的 如 求 也 可 以 在 适当 的 提 
示 下 回忆 起 来 。 

记 识 到 人 们 是 多 么 坚定 相信 演绎 推理 是 很 重要 的 。 假设 一 位 
科学 家 在 不 同 地 区 测量 了 一 百 个 形状 大 小 不 同 的 三 角形 ， 发 现 它 
们 的 内 和 角 和 在 实验 精度 允许 范围 内 都 是 180"*， 他 当然 可 以 下 结 
È. 任何 三 角形 的 内 角 和 都 是 180*。 但 他 的 证 明 是 归纳 而 不 是 演 
经 ， 从 而 在 数学 上 不 会 被 认可 。 同 样 ， 只 要 你 高 兴 ， 你 可 以 检验 
任意 多 的 偶数 ， 发 现 它们 都 是 两 个 素数 的 和 和， 但 这 种 检验 也 不 是 
演绎 征明 ， 因 而 结果 也 不 是 数学 定理 。 那么 看 来 ,演绎 证 明 蚌 一 
种 很 严格 的 要 求 。 但 是 , 希腊 的 数学 家 们 ， 他们 ‘主要 是 哲学 
家 ) 坚 持 一 定 要 用 演绎 推理 ,因为 这 样 可 以 得 到 真理 ,永恒 的 真理 。 

哲学 家 们 偏爱 演绎 推理 还 有 一 个 原因 ， 他 们 致力 于 理解 人 类 
和 物质 世界 的 广泛 知识 。 为 了 建立 普遍 成 立 的 真理 , 如 人 性 本 善 ， 
又 如 世界 是 既定 的 ， 或 人 本 有 为 而 生 之 ， 从 可 接 爱 的 基本 原理 进 
行 演 绎 推理 要 比 用 归纳 或 类 出 ， 更 加 可 行 。 

古 希 腊 人 喜爱 演绎 法 的 另 一 个 大 因 应 归结 于 他 们 的 社会 检 
B. 富有 阶层 进行 哲学 、 数 学 和 艺术 活动 , 这 些 人 不 二 体力 劳动 
奴隶 、 非 公民 和 自由 手工 业者 ， 从 事 商 业 和 家 务 劳 动 ， 甚 至 从 事 
最 重要 的 职业 。 受过 教育 的 自由 人 不 动手 , 很 少 进行 商贸 活动 . 柏 
TAWA Miao. MPR BARRE ER. (hits. BRA 
由 人 上 有 从 车 了 这 一 行 ， 就 要 被 视 为 犯罪 而 受到 惩罚 。 亚 里 十 多 德 认 
为 在 理想 条 件 下 公民 《与 竖 隶 相对 ) 不 应 从 事 任 何 商业 。 在 毕 欧 
# A (Boeotian. 希腊 人 的 一 个 部 落 ) P. SRB OMA 
十 年 内 不 得 担任 公职 。 对 于 这 种 阶层 里 的 思想 家 ， 是 不 用 实验 和 
观察 的 ， 因 此 也 无 法 从 中 获得 科学 或 数学 结论 。 

星 然 希腊 人 坚持 运用 演绎 推理 的 原因 很 客 , 但 述 有 一 个 问题 ， 
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们 对 于 苏 格 拉 底 时 代 以 前 的 哲学 家 们 的 学 说 和 著作 的 认识 是 零碎 
的 ， 尽 管 众 说 纷 终 ， 却 无 定论 。 到 了 亚 里 士 多 德 时 代 ， 对 演绎 推 
理 的 要 求 已 经 确定 ， 因 为 他 阅 明 了 不 可 定义 概念 的 必要 性 和 推理 
方法 的 严格 标准 。 

希腊 人 和 欲 得 到 宇宙 的 数学 规律 ,他 们 在 这 方面 成 就 如 何 昵 ?由 
欧 儿 里 得 、 阿波 罗 纽 斯 (Apollonius》、 IEKE (Archimedes) 和 
FERS (Ptolemy) 所 创立 的 数学 的 精华 有 幸 传 给 了 我 们 。 在 时 间 
上 他 们 属于 希腊 文化 的 第 二 个 重要 时 期 ， 亚 现 山 大 里 亚 时 期 〔 公 
元 前 300 年 一 公元 600 年 )。 在 公元 前 4 世纪 , BHA SEAR 
着 手 征 服 波斯 人 人， 后 者 控制 了 近东 ， 蚌 欧洲 希腊 人 的 世 策 。 菲 利 
浦 被 刺 后 , 其 子 亚 历 山 大 继承 了 王位 ,亚历山大 击败 了 波斯 人 , 把 
扩大 的 希腊 帝国 的 文化 中 心 迁 到 了 一 个 他 谦虚 地 以 由 己 名 字 命 名 
的 新 城市 。 亚 历 山 大 死 于 公元 前 323 年 ， 但 他 发 展 新 中 心 的 计划 
由 其 在 埃及 接受 了 托 勒 密 王 号 的 后 继 者 继续 。 

可 以 肯定 欧 几 里 得 约 于 公元 前 300 年 生活 在 亚历山大 里 亚 ， 
在 那里 教育 学 生 , 虽 然 他 自己 也 许 是 在 柏拉图 学 院 完 成 了 学 业 . 顺 
便 提 一 句 ， 这 是 我 们 所 了 解 的 欧 几 里 得 个 人 生活 的 全 部 。 欧 几 里 
得 著作 具有 系统 、 演绎 的 形式 , 是 许 几 古 希 腊 人 孤立 发 班 的 汇合 ， 
他 们 的 主要 著作 《 妃 何 原本 》 给 出 了 空间 和 空间 中 图 形 的 规律 。 

欧 几 里 得 的 《 蛛 本 》 是 他 对 空间 几何 的 全 部 贡献 。 欧 几 里 得 
从 一 本 已 失传 的 书 中 接收 了 较 锥 曲线 的 理论 ， 在 亚 历 目 大 里 亚 学 
习 数 学 的 小 亚细亚 拍 加 人 阿波 多 纽 斯 ， 继 续 其 关于 抛物 线 、 椭 图 
PRAM, FST RAMA SE CEH. 

在 亚历山大 里 亚 受 教育 面 生 在 西西 里 的 阿 基 米 得 对 钝 几何 学 
ARR RT JLE E CORRAL HE). ee CRE eR SBR, 
CHAAR). AEBS API Se OE (Eudoxus) 提出 的 方法 来 计 
算 复 杂 的 面积 和 栖 积 . RRS. MER Soy Ae 
积分 来 解决 。 

希腊 人 对 空间 和 空间 图 形 的 研究 ， 作 出 了 一 个 重要 贡献 一 一 


第 " 章 数学 真理 的 起 源 15 








三 角 学 。 这 一 学 科 的 创始 人 是 喜 帕 怡 斯 。 他 生活 在 罗 德 斯 和 亚 历 
IKEE., HTAA 125 年 。 三 角 学 由 梅内 劳 斯 (Mene- 
laus) RHE, 并 由 在 亚历山大 电 亚 工作 的 埃及 人 人 托 勒 密 绽 出 完整 
的 、 权 威 的 描述 。 他 的 主要 著作 《数学 汇编 ?3， 了 阿拉伯 人 称 之 为 
《大 汇编 # WSR. 三 角 学 研究 三 角形 边 、 角 的 量化 关系 , 希 
腾 大 主要 关注 球面 上 的 三 角形 ， 其 边 是 由 大 贺 (OEREO I 
组 成 的 。 因 为 在 希腊 天 文学 中 ,行星 和 恒星 沿 大 加 运行 ， 所 以 他 
们 的 三 角 学 , 主要 应 用 于 行星 和 恒星 的 运动 . 同一 理论 加 以 改变 ， 
又 可 用 于 平面 上 的 三 角形 ， 这 正 是 我 们 现在 学 校 里 所 学 的 都 种 三 
AFEA. 三角 学 的 引 人 要 求 其 使 用 者 具有 较 高 深 的 算术 和 某 些 
代数 知识 ,希腊 人 怎样 在 这 些 领域 内 工作 的 ， 我 们 将 在 后 面 讨论 
ASAF), 

异 助 于 这 样 一 些 发 现 ， 数 学 从 模糊 和 的、 经 验 的 割裂 状态 转变 
成 为 辉 休 的 、 庞 大 的 、 系 统 化 的 和 充满 智慧 的 创造 物 。 然 而 ， 欧 
几 里 得 、 阿 波 办 组 斯 和 阿 基 来 得 的 经 内 著作 GHE KL 
编 》 是 个 例外 )》 所 涉及 到 的 室 间 及 空间 图 形 的 性 质 却 圆 于 视野 之 
内 ， 对 其 中 所 董 舍 的 更 广泛 意义 却 少 有 提示 。 这 些 著作 似乎 和 提 
示 自 然 的 真理 无 关 ， 实 际 上 ， 创 们 只 是 给 出 了 一 种 形式 上 的 、 精 
练 的 演绎 数学 。 在 这 方面 ， 希 腊 数 学 课本 与 现代 数学 课本 和 文献 
没有 什么 两 样 。 这 些 书 的 目的 仅仅 是 为 了 组 织 和 显示 已 取得 的 数 
学 成 果 , 而 省 略 了 这 些 工 作 的 动机 , 定理 的 来 产 和 提示 及 其 应 用 。 
因 面 许多 研究 古 希 腾 科 学 的 人 都 认为 ， 古 希腊 这 一 时 期 的 数学 家 
主要 是 为 了 数学 本 身 而 探索 数学 ,他 们 指出 并 证 实 了 这 个 论断 ,并 
提 及 欧 几 里 得 的 《原本 》 及 阿波 罗 纽 斯 的 《圆锥 曲线 》 这 两 部 当 
时 最 著名 的 著作 。 然 而 ， 就 像 仅 任 二 项 展开 式 定 理 就 得 出 牛顿 是 ， 
一 个 纯粹 数学 家 的 结论 ,他 们 仅 赁 这 两 部 著作 就 得 了 这 个 论断 , 视 
Hf Ae Dart F BRE 

真正 的 目的 是 探索 自然 。 在 物质 世界 的 探索 中 ， 其 至 连 几 何 
学 的 真理 也 尾 非 常 重要 的 。 很 清楚 ， 对 于 希腊 和， 几何 学 原理 是 
宇宙 的 整体 结构 的 体现 ， 空 间 是 其 中 的 基本 组 成 部 分 。 因 而 关于 
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空间 和 空间 图 形 的 探索 是 宇宙 探索 的 基本 工作 ， 几 何 学 实际 上 是 
一 门 更 大 的 宇宙 科学 的 一 部 分 。 比 如 ， 当 天 文学 数学 化 时 【〈 在 柏 
拉 图 时 代 出 现 ), 球体 上 的 几何 学 研究 就 着 手 进行 了 。 实际 上 , 希 
腊 语 中 的 球 -- 词 ,对 毕 达 哥 拉 斯 派 的 人 来 说 , 就 意味 着 天 文学 。 欧 
儿 里 得 的 《现象 就 是 专门 讨论 町 了 于 天 文学 的 球面 几何 学 的 。 有 
了 这 些 证 据 和 对 更 近代 的 数学 的 发 展 状况 更 充分 的 了 解 ， 我 们 也 
许可 以 肯定 这 一 点 ， 即 科学 探讨 必然 会 引起 数学 问题 ， 而 数学 是 
探索 自然 的 一 部 分 。 我 们 不 必 专 门 去 研究 这 些 ， 只 须 检 验 希 腊 人 
在 探索 自然 中 做 了 些 什 么 ， 以 及 这 些 人 中 包括 谁 。 

物理 科学 中 最 导 大 的 成 就 是 在 天 文学 上 取得 的 ， 柏 拉 图 很 清 
楚 巴 比 伦 人 和 埃及 人 做 出 的 大 量 天 文学 观测 ， 但 却 强 调 说 他 们 没 
右 建 立 或 统一 理论 ,没有 对 看 上 去 无 规律 的 行星 运动 作出 解释 .网 
多 克 斯 柏拉图 学 园 里 的 一 名 学 生 ， 其 纯粹 儿 何 学 工作 包括 在 欧 
JL HAAS CORE) 的 第 五 篇 和 第 十 二 篇 中 ) 着 手 解决 “整理 外 观 ”的 
问题 。 他 的 解答 是 历史 上 第 一 个 相当 完备 的 天 文学 理论 。 

我 们 播 述 酌 多 克 斯 的 理论 ， 只 是 为 了 表明 它 是 完全 彻底 的 数 
学 化 理论 ， 并 且 涉 及 到 无 体 的 相互 作用 。 这 些 球体 ， 除 了 那个 国 
定 的 恒星 外 ， 都 不 是 物质 实体 ， 而 是 数学 的 构想 。 他 也 不 想 尝 试 
去 描述 引起 球体 转动 的 力 ， 他 的 理论 在 思想 上 是 极 先进 的 。 因 为 
在 今天 ， 科 学 的 目的 就 是 为 了 寻求 数学 描述 而 不 是 物理 解释 。 在 
欧 多 克 斯 之 后 这 一 理论 为 三 位 最 著名 的 理论 天 文学 家 阿波 罗 纽 
斯 、 喜 帕 愉 斯 和 托 勒 密 所 继承 ,其 成 果 和 包括 在 托 勒 密 的 《大 沪 
编 》 一 书 里 。 

癌 波 轴 纽 斯 关于 天 文学 的 著作 现 已 失传 ， 他 的 著作 ， 被 希腊 
人 ， 基 至 包括 托 勒 密 在 他 的 《大 汇编 》( 第 十 二 篇 ) 中 广 为 引 用 
他 作为 一 全 天 文学 家 是 如 此 著名 以 至 获得 了 艾 普 西 隆 (希腊 字母 
< 的 读音 ) HHS. 因为 他 对 月 球 运 动 做 了 许多 研究 工作 , 而 se 是 
月 球 的 记号 。 关 于 高 帕 恰 斯 的 工作 我 们 只 知道 一 点 ， 他 的 工作 也 
园 样 地 被 《大 汇编 》 引 用 。 

现在 我 们 所 承认 的 托 勒 密 天 文学 的 基本 方案 在 欧 多 克 斯 和 阿 
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波 罗 纽 斯 时 代 的 希腊 天 文学 就 P 
已 形成 。 在 这 种 方案 中 ,行星 P 
WS 为 中 心 作 匀 加 圆周 运动 ， 
而 5S 本 身 以 地 球 玉 为 中 心 作 
匀速 圆周 运动 。8 运动 的 圆 叫 
AE, P 72265 By ae Bal. xt 
某 些 行星 来 说 , 点 5 就 是 太阳 ， 
但 在 其 他 情形 下 则 只 不 过 是 数 
学 上 俱 设 的 一 个 点 。 了 与 的 ”和 
运动 方向 可 能 相符 , 可 能 相反 ， \ 

太阳 和 月 球 的 情况 就 属于 后 一 ~ 
种 。 托 勒 密 也 将 这 套 方 案 加 以 Hs 

变化 来 描述 某 些 行星 运动 。 通 过 适当 选取 局 转 圆 和 从 圆 的 半径 以 
及 天 体 在 周转 圆 上 的 和 肩 转 夯 心 在 从 略 上 的 运动 速度， 专 帕 俗 斯 
和 托 勤 密 所 描述 的 天 体 运 动 与 那 时 的 观测 结果 十 分 吻 台 。 从 喜 帕 
情 斯 时 代 起 ， 人 们 就 能 预报 月 刨 ， 误 差 不 超过 一 两 小 时 ,但 对 日 
蚀 移 预报 却 不 那么 准 。 这 种 预报 之 所 以 可 能 ， 是 托 勒 密 运 用 了 他 
称 之 为 专门 为 天 文学 而 发 明 的 三 角 学 ， 

从 探求 真理 的 观点 来 看 ,值得 提 及 的 是 托 勒 密 和 欧 多 克 斯 一 
样 ,充分 认识 到 他 的 理论 只 是 符合 观测 结果 的 方便 的 数学 化 描述 ， 
而 不 一 定 是 自然 的 真正 设计 。 对 于 基 些 行星 ， 他 有 几 种 可 供 选 择 
的 方案 ， 他 选择 了 数学 上 较 简 单 的 那个 。 托 勤 密 在 他 的 著作 《大 
汇编 》 的 第 十 三 篇 中 说 ， 在 天 文学 上 ， 人 们 应 寻求 尽 可 能 简单 的 
数学 模型 。 但 托 勤 密 的 数学 模型 ， 被 基督 教 接 受 为 真理 。 

托 勒 密 的 理论 据 供 了 第 一 个 相当 完整 的 证 据 ， 说 明 自 然 是 一 
致 的 而 且 具 有 不 变 的 规律 ， 而 且 也 是 希腊 人 对 柏拉图 提出 的 合理 
解释 家 观 天 体 运动 这 一 问题 的 最 后 解答 。 在 整个 希腊 时 期 没有 任 
何 一 部 著作 能 像 《大 汇编 }》 那样 对 宇宙 的 着 法 有 如 此 深远 的 影响 ， 
并 且 除 了 欧 几 里 得 的 《原本 》 以 外 ， 没 有 任何 别 的 著作 能 闭 得 这 
ERRESIRE. 
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对 希腊 天 文学 的 这 一 简短 叙述 ， 自 杖 不 足以 显示 即 令 只 是 在 
这 里 所 提 到 的 几 位 希腊 学 者 工作 的 深度 和 广度 ,并且 还 略 去 了 其 
他 许多 贡献 。 希腊 天 文学 博大 精深 , 并 且 应 用 了 大 量 数学 ， 而 且 ， 
几乎 每 一 位 希腊 数学 家 ， 和 包括 大 师 欧 几 里 得 和 阿 基 米 得 ， 都 研究 
过 天 文学 。 

希腊 人 关于 实在 的 真理 的 成 果 并 不 局 限于 空间 和 天 文学 的 数 
学 ， 他 们 还 创建 了 力学 。 为 学 研究 可 作为 质点 处 理 的 物体 及 经 过 
外 延 后 的 物体 的 运动 ,还 有 引起 运动 的 力 。 在 《物理 学 》 一 书 中 ， 
亚 里 士 多 德 把 标志 希腊 力学 顶峰 的 运动 定理 归纳 到 一 起 。 和 他 的 
所 有 物理 学 一 样 ， 他 的 力学 也 是 建立 在 一 些 理性 的 ， 似 乎 是 自明 
的 原理 之 上 , 与 观测 结果 完全 吻合 。 昌 然 这 一 理论 支配 世界 几 近 
两 千年 ， 但 我 们 不 打算 重 述 ， 因 其 为 牛顿 力学 取而代之 。 关 于 亚 
里 士 多 德 运动 理论 值得 一 提 的 是 阿 基 米 得 关于 物体 重心 的 工作 和 
杠杆 定律 。 所 有 这 些 ， 痢 体现 了 数学 的 重要 作用 ， 从 而 更 加 证 实 
了 数学 是 洞察 自然 设计 的 基础 。 

继 天 文学 和 力学 之 后 ， 光 学 成 为 人 们 最 经 久 探 索 的 学 科 。 这 
门 数 学 学 科 也 是 希腊 人 人 创建 的 。 队 毕 达 哥 拉 斯 派 开 始 ， 几 乎 所 有 有 
的 希腊 哲学 家 都 致力 于 光 、 像 和 色 的 性 质 的 探索 。 我 们 关心 的 却 
是 这 些 方 面 的 数学 成 就 。 第 一 项 成 就 是 西西 里 咏 阿 格 里 真 坦 的 仇 
姆 班 道 克 斯 (Empedocles of Agrigentum) 先 验 地 提出 的 光 以 有 限 
速度 行进 的 说 法 。 光 学 的 第 一 批 系 统 性 著作 是 欧 几 里 得 的 《 光 
学 》 和 《镜面 反射 》.《 光 学》 研究 视 像 癌 题 以 及 怎样 从 视 像 确 定 
物体 的 大 小 。《 镜 面 反 射 》 描 述 从 平面 镜 、 凸 透镜 和 止 透 镜 反 射出 
来 的 光 的 习性 氛 及 它 对 我 们 视觉 的 影响 。 这 书 也 像 《 光 学 》 一 样 ， 
是 从 实际 上 就 是 公设 的 一 些 定 交 出 发 的 。 定 理 1《 现 代 教 科 书 上 旦 
一 条 公理 ) 称 为 反射 定律 ， 是 几何 光学 的 一 条 基本 定理 。 这 定理 
说 从 4 点 出 发 的 入 射 光线 与 镜面 所 成 角 4 等 于 反射 光线 与 镜面 
WEM B OLE 1.6)。 欧 几 里 得 还 证 明了 光线 照射 在 凸透镜 或 凹 
透镜 面 上 的 规律 COLE 1.7). 在 切 点 处 , 他 以 切线 来 代替 镜面 。 这 
两 本 书 在 内 容 及 编排 上 都 是 用 数学 来 处 理 的 ， 像 欧 几 里 得 的 《 原 
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ADH, 定义 、 公 理 和 定理 贯穿 始终 。 

从 反射 律 出 发 , 数学 家 和 工程 师 海伦 Heron) 推出 一 个 重要 
Hie. WME P A A 1.6 中 直线 ST 同 侧 的 任意 两 点 ， 则 从 点 
P 到 直线 再 到 点 人 @ 的 一 切 路 入 中 ， 以 通过 直线 上 点 RR 使 线段 PR 
和 QR 与 直线 的 夹 角 相 等 的 那 条 路 径 为 最 短 ， 而 这 恰好 就 是 光线 
所 经 过 的 路 径 . 所 以 , WAA P 出 发 经 过 镜面 再 到 久 是 采取 最 短 
路 程 的 。 很 明显 ， 自 然 界 是 很 了 解 几何 且 运 用 自如 的 。 这 个 命题 
出 现在 海伦 的 《镜面 反射 ”一 书 中 ， 那 也 是 讲述 町 透 镜 、 十 透镜 
和 反射 镜 的 组 合 的 * 。 


P Q 


DVA 镜面 


T 


[NL R 
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有 不 少 著作 是 论述 光线 在 各 种 形状 镜面 上 的 反射 的 ， 其 中 有 
阿 基 米 得 所 著 而 现 已 失传 的 《镜面 反射 》 以 及 迪奥 克 斯 和 阿波 罗 
Sees. BARA RAR) HRS, FARE 
Æ., RRM GAARA TERA A) MeL 
RANK MER. RPA eRe. mA ee 
包含 有 抛物 镜面 能 把 焦点 处 发 出 的 光 反 射 成 平行 于 镜面 轴 的 光束 
《 见 图 1. 8) RUE. RZ, 若 照 射 的 光线 平行 于 轴 ， 则 上 反射 后 就 
聚集 在 焦点 处 ,这 样 就 可 把 太阳 光 聚 集 在 焦点 处 产生 高 温 ， 从 而 
有 点 火 镜 之 名 。 据 说 阿 基 米 得 就 是 利用 抛物 镜面 的 这 一 性 质 把 日 
光 和 集中 到 围攻 他 的 家 乡 抽 拉 古 的 罗马 船上 使 它们 起 火 的 。 阿 波 罗 
组 斯 也 知道 其 他 圆锥 曲线 的 反射 性 质 ， 例 如 ， 从 三 圆 镜面 一 焦点 





* RNAS AMA. HIER ILE REA, SPARES IC, 
-— RE 
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发 出 的 光 经 反射 后 会 集中 到 另 一 焦点 上 , 他 在 所 闭 * 辣 锥 曲线 》 第 
三 篇 里 讲述 了 椭圆 和 双 曲 线 的 有 关 玫 何 性 质 。 


A. 


yi 
“y 
` a 
Æ 1.8 


希腊 人 还 创建 了 许多 其 他 学 科 ， 著 名 的 有 地 理学 和 流体 静 力 
学 。 施 勒 尼 的 厄 拉 多 塞 (Eratosthetmes of Cyrene) 是 亚历山大 里 
亚 图 书馆 馆 长 ， 被 认为 是 古代 最 有 学 问 的 人 。 他 计算 了 为 希腊 人 
所 知道 的 地 球 上 的 许多 重要 地 点 之 间 的 距离 。 他 也 对 地 球 (大 
BD 的 周 长 作 了 一 个 著名 而 相当 准确 的 计算 ， 并 写 了 一 本 书 《 地 
理学 》。 在 书 中 他 不 但 描述 了 他 所 用 的 数学 方法 ,而且 给 出 了 地 表 
变化 的 原因 和 人 和 解释 。 

地 理学 最 深刻 的 著作 是 托 勒 密 那 部 包 售 八 个 简章 的 《地 理 
=), CEPR Cie FH Lf, 而 且 用 和 我 们 现在 所 用 
的 完全 类 似 的 经 纬度 , 定位 了 地 球 上 8000 个 位 置 。 ICRA 
了 给 制 地 图 的 方法 ， 其中， 有 些 现 在 还 在 运用 ,特别 是 球 极 平 而 
投影 法 。 在 所 有 这 些 地 理学 工作 中 ， 从 公元 前 4 世纪 就 开始 应 用 
的 球面 图 形 的 用 何 学 是 基础 。 a 

流体 静 力 学 这 门 学 科 讨 论 放置 在 水 中 的 物体 所 受到 的 压力 ， 
阿 基 米 得 的 《 论 泽 体 》 一 书 是 这 方 而 的 莫 基 作 。 像 我 们 曾 讨论 过 
的 所 有 其 他 著作 , 其 方法 和 结论 推导 都 是 彻底 的 数学 化 。 特别 的 ， 
它 包含 了 现在 称 之 为 阿 基 米 得 原理 的 定律 ， 浸 在 水 中 的 物体 受到 
的 浮力 ， 等 于 其 万 排 开 的 水 的 重量 。 为 什么 人 们 能 在 肆虐 泛 江 的 
志 俗 洪水 中 免 于 沉沦 ， 我 们 也 要 归功 于 阿 基 米 得 。 

尽管 对 数学 的 演绎 推导 和 自然 定律 的 数学 表示 统治 了 亚 历 山 
大里 亚 和 希腊 时 期 ， 我 们 还 应 该 注意 这 一 时 期 的 人 与 古典 希腊 时 期 
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散人 不 同 ， 他 们 也 求助 于 实验 和 和 观测。 他们 继承 并 利用 了 巴比伦 
人 两 千 多 年 来 所 获得 的 相当 精确 的 天 文学 观测 结果 。 喜 帕 恰 斯 把 
当时 能 够 观察 到 的 晨 体 制 成 表格 ， 当 时 的 一 些 发 明 物 (主要 由 阿 
基 米 得 和 数学 家 及 工程 师 海伦 完成 ) iA. Bs. RTA 
力 的 运用 。 

由 埃及 亚历山大 的 直接 继承 者 托 勒 密 一 世 创 办 的 亚 历 山大 里 
亚 艺 术 宫 极为 闻名 。 艺 术 宫 内 学 者 云集 ， 有 -… 个 藏书 400, 000 册 
的 著名 图 书馆 ,由 于 它 无 法 存放 所 有 的 手稿 ， 男 外 300, 000 卷 便 
存放 在 塞 拉 皮 斯 的 神 庙 里 。 学 者 们 也 为 学 生 授课 。 

利用 他 们 的 数学 成 就 和 许多 科学 研究 结果 ， 和 希 曾 人 对 宇宙 是 
依据 数学 设计 的 ， 给 出 了 充分 的 证 明 。 数 学 实质 上 存在 于 宇 窗 万 
物 之 中 ， 它 是 关于 上 自然 界 结构 的 真理 ， 或 者 如 柏拉图 所 说 ， 是 物 
质 志 界 的 客观 存在 。 宇宙 存在 规律 种 秩序， 数学 是 达到 这 种 有 序 
的 关键 . WMA, 人 类 理性 可 以 洞察 这 个 设计 并 且 揭 示 其 数学 结构 。 

对 自然 作 还 辑 前 、 数 学 的 探索 的 概念 主要 来 自 于 欧 几 里 得 萝 
《原本 》， 虽 然 这 一 著述 导 在 研究 物理 空间 ， 但 其 编排 组 织 ， 独 创 
性 和 清晰 度 激发 了 公理 演绎 方法 ， 不 仅 适 用 数学 的 其 他 领域 ， 如 
关于 数字 的 理论 ， 而 且 适 用 于 所 有 科学 。 所 有 基于 数学 的 物理 知 
识 的 逻辑 化 结构 通过 这 本 书 进 入 了 理性 直 界 。 

这 样 希 腊 人 建立 了 数学 和 对 现代 科学 基础 的 自然 设计 的 探讨 
之 间 的 联系 。 直 到 19 世纪 后 半 叶 ， 对 数学 设计 的 探求 ， 即 对 真理 
的 探求 ， 认 为 数学 规律 是 自然 界 的 真理 的 信念 为 数学 吸引 了 最 深 
刻 和 最 著名 的 思想 家 。 
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CHAFEE, 而 这 些 是 上 帝 以 数学 语言 透 才 给 我 们 的 。 
— Fee 


宏大 的 希腊 文明 被 几 股 力量 所 捧 毁 ， 首 先 就 是 来 自 和 希腊 、 埃 
及 和 近东 罗马 人 的 逐渐 侵占 。 罗 马 人 扩充 政治 势力 节目 的 并 不 是 
要 传播 它 的 唯物 主 疼 文化 ， 而 是 使 被 征服 的 地 区 成 为 获 民 地 ， 通 
过 和 剥 前 和 捐 税 ， 可 从 中 接 刊 巨大 的 财富 。 

基督 教 的 兴起 是 对 异 教 的 希腊 文化 的 另 一 个 打击 ， 尽 管 基督 
教 的 领袖 们 为 使 基督 教 更 易于 定 接 受 ， 采 纳 了 许多 希腊 人 和 东方 
的 祥 语 和 习俗 , 但 他 们 仍然 反对 蜡 教徒 的 学 癌 , 甚至 嘲弄 数学 . 天 
文学 和 物理 学 。 尽管 受 到 罗马 人 的 残酷 迫害 ,基督 教 仍 广 为 流传 
并 且 变 得 如 此 强大 以 至 于 罗马 皇帝 君 士 坦 J 了 大帝 (Constantine 
the Great) 在 公元 313 年 的 米兰 诏书 中 将 基督 教 定 为 国教 。 后 来 ， 
ik BS Theodosius) RRT FAHLE 392 年 发 布 命令 拆毁 他 
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们 的 神 庙 。 

成 于 上 万 的 希腊 图 书 被 罗 号 人 和 基督 徒 所 焚毁 ,看 公元 前 47 
E, 罗马 人 纵火 焚烧 亚历山大 里 亚 港口 内 的 埃及 船只 ， 火 皇 葛 延 
烧毁 了 藏书 最 丰富 的 古代 图 书馆 。 在 犹 偶 多 西 禁 止 异 教 的 年 代 里 ， 
基督 徒 摧毁 了 亚历山大 里 亚 城内 唯一 保存 大 量 希 腊 著 作 的 塞 拉 皮 
斯 神 庙 ， 其 他 许多 写 在 羊皮 上 的 著作 也 被 基督 徒 乔 掉 以 便 写 他 们 
自己 的 著作 。 

罗马 帝国 的 后 期 历史 也 与 此 类 似 ， 狄 奥 多 西 将 他 广阔 的 对 土 
分 给 了 他 的 两 个 儿子 起 诺 留 统 治 意大利 和 西欧 ， 阿 卡 簿 统治 希 
腊 、 埃 及 和 近东 。 西 部 在 公元 5 世纪 时 被 哥 特 人 占领 ， 所 以 其 后 
续 历 史 属 于 中 欧 ， 东 部 则 保持 了 独立 。 由 于 东 罗 马 帝 国 ， 也 被 称 
为 拜占庭 帝国 ， 容 纳 了 希腊 和 埃及 ， 在 某 种 程度 上 说 ， 和 希腊 文化 
种 希腊 著作 被 保存 了 下 来 。 

对 希腊 文明 的 最 后 打击 是 公元 640 年 新 崛起 的 回教 徒 对 至 及 
的 征服 。 残 剩 的 医书 被 焚毁 一 尽 ， 其 理由 正如 阿拉 伯 征 服 者 奥 玛 
尔 所 说 的 ; 这 些 书 的 内 容 或 许可 兰 经 里 也 有 , 那么 我 们 不 必 读 它 ; 
这 些 书 里 或 许 有 皮 对 可 兰 经 的 内 容 ， 那 我 们 不 准 读 它 。 因 此 在 亚 
历 山 天 里 亚 的 浴室 里 接连 有 六 个 月 用 羊皮 纸 来 烧 水 。 

回教 徒 占领 埃及 以 后 ， 大 多 数学 者 迁居 到 当时 的 东风 蕊 帝国 
的 首都 君 士 坦 丁 堡 。 尽 管 在 不 友好 的 拜占庭 基督 教 氛 围 内 没有 什 
么 按 希 腊 思 想 轨 迹 的 活动 能 兴旺 发 过 ， 但 这 些 学 者 及 其 著作 汇集 
到 相对 安全 的 地 方 ， 却 丰富 了 几 百 年 后 流传 给 欧洲 的 知识 宝库 。 

印 廊 人 种 阿拉 人 怕人 使 得 数学 活动 得 以 延续 ， 并 且 引 人 了 一 些 
对 后 世 有 较 大 影响 的 思想 *。 从 公元 200 年 至 1200 年 ,印度 人 在 
某 种 程度 上 受过 希腊 著作 的 影响 ， 对 算术 和 代数 艇 了 一 些 有 独创 
性 的 贡献 。 阿 拉 伯 人 ， 在 其 炳 盛 时 期 ， 王 国 已 扩充 到 濒临 地 中 海 
的 所 有 陆地 并 伟人 近东， 包括 了 许多 被 回教 徒 统一 的 种 族 。 他 们 
吸收 了 许多 希腊 人 和 印度 人 的 成 就 并 取得 了 一 些 属 于 自己 的 发 











* 在 第 五 章 我 们 将 更 才 地 讨论 印度 人 与 阿拉 怕人 的 工作 。 一 一 原 注 
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展 ， 这 些 成 就 含有 亚历山大 里 亚 希 腊 人 人 欧 精 神 ， 混和 了 演绎 推理 
和 实验 。 阿拉伯 人 对 算术 、 几何、 天 文学 利 六 学 均 司 出 了 贡献 , 他 
们 也 建立 了 提 在 传播 知识 的 学 院 和 学 校 ， 阿 拉 伯 人 值得 称道 之 处 
EF: 尽管 他 们 是 他 们 自己 宗教 的 忠实 信和 从 ,但 并 没有 允许 宗教 
的 教 旨 限 制 他 们 的 数学 和 科学 研究 。 

抛 开 印 度 人 和 阿拉 伯 人 都 从 希腊 人 建立 的 坚实 的 基础 中 获 益 
的 事实 不 谈 ， 尽 管 他 们 发 展 了 希腊 的 数学 和 科学 ， 但 他 们 并 没有 
像 希腊 人 那样 渴望 理解 宇宙 的 结构 。 阿 拉 伯 人 广泛 地 翻译 ， 评 论 
甚至 批判 希腊 人 人 的 著作 ,但 是 ,没有 什么 非常 重要 或 有 价值 的 东 
西 去 丰富 已 知 的 真理 。 到 公元 1500 年 , 他 们 的 王国 被 西部 基督 徒 
和 东部 的 内 战 给 虎 掉 了 。 

正当 阿拉 伯 人 建设 和 扩大 他 们 的 文明 时 ， 另 外 一 种 文明 在 西 
区 产生 了 。 在 中 世纪 的 西欧 ， 一 种 高 水 平 的 文化 被 建立 起 来 ， 从 
公元 500 年 一 直 延 续 到 1500 年 ， 这 种 文化 被 天 主教 教会 所 控制 。 
然而 ,不 管 其 多 么 精深 ， 值 得 称道 ， 也 不 会 有 利于 对 现实 世界 的 
研究 。 上 帝 统治 了 宇 窗 ， 人 的 作用 只 是 侍奉 和 取悦 于 神 ， 这 样 就 
BR RAR. Mame] ERASE HARE. RSE PR ha AE. SHE 
生活 水 准 无 足 轻 重 ， 并 且 痛 若 和 磨难 不 侈 应 该 忍受 而 及 事实 上 必 
须 经 历 ， 以 之 来 检验 对 神 的 忠贞 不 二 。 因 此 ， 在 希腊 时 代 ， 由 于 
研究 现实 世界 的 需要 而 激 起 的 对 数学 和 科学 的 兴趣 在 当时 处 于 低 
浴 就 可 以 理解 了 。 中 世纪 欧洲 的 学 者 虽然 是 真理 的 孜孜 不 笠 的 探 
求 者 ， 却 是 到 《启示 录 》 和 《圣经 》 中 去 寻找 真理 ,内 此 中 世纪 
的 思想 家 没有 为 自然 界 的 数学 设计 提出 新 的 证 据 。 然 而 ， 后 来 的 
中 世纪 插 学 确实 承认 自然 行为 的 规律 性 和 一 致 性 ， 尽 管 这 被 认为 
是 上 帝 的 意志 的 结果 。 

后 来 ， 中 志 纪 欧洲 被 一 系列 的 变革 所 震 握 和 改变 。 在 中 世纪 
文明 转 为 现代 文明 的 许多 事物 中 ， 我 们 所 最 关心 的 是 希腊 著作 的 
获取 和 研究 。 我 们 知道 这 是 通过 阿拉 伯 人 的 翻译 和 完好 无 损 地 保 
存在 拜占庭 帝国 的 希腊 著作 而 得 到 的 。 事实 上 ， 当 土耳其 人 在 
1453 年 征服 这 个 帝国 时 ， 许 多 希腊 学 者 带 着 他 们 的 著作 疝 西光 
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钙 ， 正 是 从 这 些 希 腊 著作 中 ， 害 智 的 欧洲 文艺 复兴 领袖 们 知道 了 
自然 是 依照 数学 而 设计 的 ， 而 且 这 种 设计 是 和 谐 统 一 、 美 妙 培 人 
的 ， 它 正 是 自然 界 的 内 在 真理 所 在 。 自 然 界 不 仅仅 是 合理 的 、 有 
秩序 的 ,而 且 是 依照 往 定 的 ， 不 可 抗拒 的 法 则 来 运转 的 。 欧 洲 的 
科学 家 就 像 希 颈 人 的 孩子 … 样 开始 了 仔 们 对 自然 界 的 探索 。 

希腊 思想 的 复苏 引起 了 -一些 人 对 研究 自然 的 兴趣 ， 但 是 ， 数 
学 和 科学 复苏 的 速度 和 强度 是 由 许多 其 他 的 因素 引起 的 。 使 一 种 
文化 消亡 并 且 培 植 了 男 一 种 文化 的 作用 力 是 多 方面 的 而 且 是 极其 
复杂 的 。 关 于 科学 的 兴起 已 经 被 许多 学 者 研究 过 并 且 许 多 历史 书 
已 经 非常 确切 地 描述 了 其 原因 ， 除 了 引证 它们 以 外 ， 我 们 在 这 不 
必 再 做 什么 。 . 

一 个 自由 工区 阶 居 的 产生 ， 紧 接着 对 数学 、 技 能 和 技术 的 兴 
趣 引 出 了 一 些 科 学 上 的 难题 。 以 寻找 原料 和 黄金 为 动机 的 地 理 探 
险 导 致 掌握 了 一 些 以 前 不 为 人 知 的 陆地 和 习俗 的 知识 。 这 些 对 中 
世纪 欧洲 文化 提出 了 排 战 ， 新 教 变革 反对 某 些 天 主教 多， 因而 引 
发 了 二 者 之 间 的 论战 。 清 教徒 向 人 们 强调 工作 和 知识 的 用 处 。 火 
药 的 引入 ， 引 出 了 新 的 军事 问题 。 例 如 抛物 体 的 运动 及 在 海洋 上 
航行 好 刀 千 英里 不 见 陆 地 ， 都 促进 了 对 自然 的 研究 。 印刷 术 的 发 
明 使 过 去 一 直 由 教会 控制 的 知识 的 传播 成 为 可 能 。 尽 管 权威 们 对 
到 底 是 如一 个 或 哪些 外 力 影 响 了 对 自然 的 探求 各 执 巴 见 , 但 是 ,这 
些 力 是 如 此 之 多 ,是 以 使 我 们 注意 到 这 样 一 个 被 普 直接 受 的 事实 ， 
对 科学 的 探索 确实 是 现代 欧洲 文明 的 最 主要 特征 。 

欧洲 人 通常 并 不 立即 对 新 的 冲击 和 影响 作出 反应 ， 在 标榜 为 
人 文 主义 的 年 代 中 对 希腊 著作 的 研究 和 玻 收 远 基 于 对 希腊 人 的 目 
标的 追逐 , 但 是 大 约 到 了 公元 1500 年 , 被 灌输 了 希腊 目标 的 思想 
即 推理 在 自然 研究 中 的 应 用 以 及 对 数学 设计 的 根本 原因 的 探 
尝 一 一 开始 活路 起 来 。 然 而， 他们 而 痢 一 个 难题 ， 和 希腊 目标 与 当 
时 盛行 的 交 化 产生 了 冲突 。 和 希腊 人 相信 自然 界 的 数学 设计 ， 自 然 
界 豆 古 不 移 地 遵守 某 个 理想 的 方案 。 而 后 来 中 世纪 学 者 把 所 有 的 
.方案 和 行为 都 归于 上 帝 ， 他 是 设计 者 和 创造 彰 ， 而 且 所 有 的 自然 
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物 。 文 艺 复 兴 时 期 及 后 续 儿 个 世纪 的 数学 家 和 科学 家 都 是 正统 的 
基督 徒 因而 接 过 了 以 上 宗旨 ， 但 是 天 主教 学 说 中 央 不 会 包括 自然 
界 的 数学 设计 这 样 的 希腊 教条 ， 那 么 怎样 使 试图 寞 清 上 之 的 宇 罕 
和 探求 自然 界 的 数学 法 则 和 潜 一 致 吧 ? 答案 就 是 再 增加 一 条 新 教 
义 ， 即 上 帝 依 照 数 学 设 许 了 宇宙 ， 这 样 ， 以 理解 上 帝 的 意 感 和 使 
的 创作 为 最 高 宗 冲 的 天 主教 教 旨 就 以 探求 上 帝 对 自然 的 数学 设计 
的 形式 出 现 . PEE., 16. 17 世纪 及 18 世纪 的 大 半 , 数学 家 所 做 
的 工作 都 是 宗教 的 需要 。 这 一 点 我 们 不 久 会 看 得 更 清楚 ， 探 索 自 
然 界 的 数学 法 则 是 一 种 很 虑 诚 的 工作 ， 其 揭示 上 帝 的 杰作 的 伟大 
和 辉煌 。 数 学 知识 ， 即 是 关于 上 兰 的 宇宙 设计 的 真理 ， 就 像 任何 
一 条 《圣经 》 的 经 文 一 样 神 圣 不 可 侵犯 。， 人 类 不 可 能 指望 像 上 帝 
自已 那样 铺 楚 地 明白 上 帝 的 意图 ， 但 人 至 少 可 以 以 谱 蒜 和 点 诚 的 
态度 来 接近 神 的 思想 ,这样 就 可 以 明白 神 创 造 的 世界 。 ` 

人 们 更 进一步 断言 ， 存 在 支配 自然 现象 的 数学 规律 ， 并 旦 不 
懈 地 探求 ， 因 为 他 们 还 先 验 地 相信 ， 上 帝 已 将 这 些 规律 融 人 了 全 
罕 结 构 中 ， 每 一 个 自然 法 则 的 发 现 都 被 视 为 神 的 英明 的 证 明 而 不 
是 证 明 研 究 者 自己 。 数 学 家 和 科学 家 例证 了 文艺 复兴 时 期 席 着 欧 
洲 的 更 广泛 文化 现象 。 最 近 重 新 发 现 的 希 工 著作 向 人 们 展示 了 一 
个 极为 虎 减 的 基督 教 世界 ， 其 中 每 一 个 教派 的 领袖 都 被 男 一 个 数 
涛 的 教条 所 吸引 并 相 站 采纳 。 

希 工 人 的 宗旨 一 一 自然 是 依 数学 设计 的 ,与 文艺 复兴 时 的 信 
盒 一 一 上 帝 是 这 个 设计 的 作者 , 融 汇 在 一 起 ,统治 了 欧洲 ,关于 这 
一 点 最 令 人 信服 的 证 据 就 是 哥 白 尼 和 开 普 寺 的 工作 .直到 16 tt 
纪 , 叭 一 合理 和 实用 的 天 文学 理论 是 喜 帕 怡 斯 和 托 蔓 密 的 地 心 说 ， 
这 套现 论 被 职业 天 文学 家 所 接受 并 应 用 于 历法 推算 和 航海 。 新 天 
文学 理论 的 工作 是 由 桶 白 尼 开创 的 ,他 于 1497 年 入 波 伦 亚 大 学 学 
习 天 文学 ,在 1512 年 他 被 任命 为 宗 普 鲁 士 瓦尔 明 佛 朗 大 波 尔 教 觉 
的 教士 。 这 个 工作 使 得 哥 白 尼 有 足够 的 时 间 来 进行 天 文 观测 并 思 
考 与 之 有 关 的 理论 ， 经 过 数 年 的 观测 和 筷 沽 ， 哥 白 尼 形 成 了 一 套 
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关于 行星 运动 的 新 理论 , 并 写 入 他 的 经 典 著作 《天 体 运 行 论 》。 这 
部 书 的 第 一 版 他 于 1507 年 就 已 完成 ,但 由 于 担心 其 将 触怒 教会 ， 
A A BIRIR EA RE. ASF 1543 年 , 即 他 逝世 的 那 一 年间 扒 。 

当 哥 白 尼 开 始 思考 天 文学 的 时 候 ， 托 基 密 的 理论 弯 得 更 为 复 
杂 了 ， 更 多 的 阅 转 匮 被 补充 进 由 托 勒 密 引 入 的 这 套 系 统 以 使 其 满 
是 天 部 分 由 阿拉 人 怕人 获得 的 不 断 增 长 的 观察 数据 。 在 哥 白 尼 时 代 ， 
这 套 理论 共 需 77 个 圆 来 描述 太阳 , ARR SNR 
运动 。 对 许多 天 文学 家 来 说 ， 这 赛 理论 就 像 哥 白 尼 存 他 的 书 的 序 
言 中 所 说 那样 ， 达 到 了 令 人 难堪 的 繁琐 。 

哥 白 尼 研 究 过 一 些 希 腊 著 作 并 且 确 是 依 数 学 及 和 谐 的 原理 设 
计 的 。 和 谐 ， 要 求 一 套 更 赏心悦目 的 理论 而 不 是 繁复 完 效 的 托 勒 
THE. 在读 了 某 些 希 腊 作 者 ， 主 要 是 阿里 斯 塔 修 斯 《Aristar- 
chuo 的 著作 后 , 萌 白 尼 认 为 或 许 太 阳 是 静止 不 动 的 ,地球 线 太阳 
旋转 的 局 时 自转 ， 他 决心 研究 这 种 可 能 性 ， 

晤 白 尼 的 推理 的 要 点 是 他 也 用 托 勒 密 关 于 周转 圆 和 从 图 的 图 
A (WFE) 来 描述 天 悼 的 运动 。 然 而 ， 最 主 计 的 区 别 是 ， 太 
BETETA REP, 而 地 球 成 了 一 颗 在 区 周 上 人 运动， 同时 自 
转 的 行星 ， 他 将 贺 〈 包 括 周 转 圆 和 从 向 ) 的 数目 从 地 心 说 所 需要 
的 77 个 减 小 到 34 个 ， 从 茄 极 大 地 简化 了 地 心 说 。 

更 吉 惊 人 的 简化 成 就 是 由 开 普 划 “Tohannes Kepler) ARR 
的 ,这 是 科学 虫 上 最 不 可 思议 的 事情 。 他 的 一 生 径 态 了 许多 个 人 
不 幸 及 由 宗教 和 政治 事件 引起 的 磨难 。1600 年 , 他 率 运 地 成 为 著 
名 的 天 文学 家 布 拉 赫 《〈Tyeho Brahe) 的 助手 。 其 时 布 拉 赫 正 致力 
于 月 古 希 舱 以 来 第 一 罕 大 的 科学 工作 ， 妈 重新 进行 全 向 的 天 文 观 
WO, CHO A fb ea FP 己 完 成 的 观测 对 开 普 勒 有 极 大 的 
eH. Hip 1601 FHA. 开 普 勒 接替 他 而 成 了 奥地利 国王 鲁 
道夫 二 世 (Rudolf 1,1576- 一 1612 年 在 位 ) 王 官 中 的 王室 数学 家 。 

开 普 勒 的 科学 推理 令 人 叹为观止 ， 像 哥 白 尼 一 样 ， 开 普 勒 也 
ETHER LEA. 他 相信 上 上帝 在 设计 世界 时 , 遵循 了 某 个 简单 . 优 
美的 数学 方案 , 在 他 的 著作 《 字 宙 的 秘密 》(1596 年 ) 中 他 说 上 帝 
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SP ABER SA AR is ALI. AAR 
AE ARS.” AAA ET BEREE, (a 
也 具备 我 们 今天 归于 学 者 才 有 的 那 种 品质 , 即 近乎 冷酷 的 理性 化 。 
他 丰富 的 想象 产生 了 新 理论 体系 的 概念 ， 但 开 普 勤 明白 理论 必须 
与 观察 结果 相 一 致 ， 到 了 晚年 他 更 清楚 地 意识 到 正 是 从 经 验资 料 
提出 了 科学 的 基本 原则 ， 开 普 蒜 因此 甘心 放弃 他 最 心爱 的 数学 假 
设 ， 一 旦 看 到 这 种 假设 和 观测 数据 不 一 致 ， 他 就 以 难以 置信 的 外 
执 拒 钟 窜 女 任 一 位 当时 学 者 都 会 忽略 的 偏差 。 这 导致 他 可 以 装 成 
RMA Oe. FRA ROR. BOAR ASRS ME. 正 
是 这 些 品 性 帮助 伟人 们 去 成 就 他 们 非凡 的 事业 。 

开 普 勤 确 信 存 在 自然 的 数学 规律 ， 这 些 规 律 的 追求 使 他 在 错 
误 的 道路 上 探索 了 多 年 。 在 《神秘 的 宇 窗 } 一 书 的 序言 中 ， 怨 说 : 
“REA GEG FREES BIA 安排 宝 宙 的 次 序 时 ， 看 到 了 
从 毕 达 哥 拉 斯 和 柏拉图 时 代 起 就 为 人 们 熟知 的 五 种 几何 正 多 面 
体 ， 他 按照 这 些 形体 安排 了 天 体 的 数 晴 ， 它 们 的 比例 和 它们 运动 
HERR.” BÆ, 以 五 个 正 儿 面体 为 基础 建立 起 来 的 理论 所 推出 
的 绪论 与 观测 的 结果 本 一 致 ， 他 花 了 极 大 的 努力 以 改进 了 的 形式 
去 运用 它 ， 但 最 后 还 是 放 宅 了 这 种 方法 。 

然而 ， 他 在 后 来 努力 寻找 和 谐 的 数学 关系 时 ， 却 取得 了 极 大 
的 成 殴 ， 他 最 著名 也 是 最 重要 的 成 果 就 是 我 们 今天 所 说 的 开 普 靳 
行星 运动 三 定律 。 前 两 条 定律 公布 在 他 1609 年 出 版 的 一 本 书 里 ， 
这 本 书 有 一 个 很 长 的 和 名字, 通常 取 其 前 部 分 , 称 为 《新 和 天文学} 或 
取 其 后 部 分 ， 称 为 《 论 火 是 的 运动 }。 第 一 条 定律 尤为 著名 ， 因 为 
开 善 蔓 打破 了 两 千 多 年 来 的 传统 ， 即 必须 用 圆 或 妹 来 描述 天 笨 运 
a. GARD EAE BARRE ea ee AA 
A AERA AA TBE R. RRR. SRT SR 
APURE , BH fie Fk E SL ZS ek CL 2.1), 而 
ATER ABR TARA, TAU. ROR eRe ET 
星 运 动 娄 道 更 如 容易 悦 而 极 富 价值 。 当然 , RAR, 
他 指出 ， 地 球 在 绕 其 燃 圆 形 轨 道 运行 订 时 也 在 自转 。 
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{AGERE ASR AAA. EUME, EBAY 
诉 我 们 怎样 预言 行星 的 位 置 。 如 果 一 个 人 通过 观测 得 知行 星 处 于 
一 个 特殊 点 ， 比 好 说， 在 图 2. 1 中 的 三 点， 他 可 能 想 知 道 什 么 时 
候 ， 比 方 说 ， 右 至、 冬至 或 春分 、 秋 分 时 这 里 行 星 会 位 于 什么 位 
置 ， 人 们 所 关心 的 是 行星 以 多 大 的 速度 绕 它们 的 轨道 运行 。 

在 这 里 ， 开 普 勒 也 迈 出 了 极为 大 胆 的 一 步 ， 哥 白 尼 和 和 希 了 可 人 
一 直 用 的 是 勾 速 ， 即 行星 沿 着 它 的 周转 圆 运动 等 时 间 肉 扫 过 相同 
的 弧度 ， 同时， 每 个 周转 圆 的 中 心 又 在 另 一 个 周转 加 或 从 圆 上 作 
Skies, HEAR WR ih. TERA RAE 
FAI Shitiach, — PRATT HS SRR A CIE ER 
而 告终 。 他 发 现 ， 如 果 行 星 在 一 个 月 内 从 已 ARAQ A (图 
2.2)， 比 如 说 ， 也 是 一 个 月 内 ,从 己 REO A, MEE PSO 与 
面积 PSO 相等 。 HPP RRR P Akt. 如果 面积 PSQ 与 
MAP SQ AR. PQ RAR PO. Ae. 行星 并 不 是 以 
AAs, FXE, CNREE aE E, 


P Q 
Pt 


a P 


名 2.1 RTE MRAM LAW TBE hE 3 TT Hi 2.2 


开 普 勒 为 他 发 现 了 第 二 定律 而 欣喜 若 狂 ， 尽 管 它 没 有 简单 到 . 
像 匀 速 运 动 定律 那样 好 用 ， 却 证 实 了 他 最 基本 的 信念 ， 即 上 帝 基 
依据 教学 原理 来 设计 世界 的 。 上 帝 所 选择 的 可 能 更 为 微妙 ， 但 数 
学 定律 却 能 清楚 地 指明 行星 运动 的 速度 大 小 。 

还 有 一 个 重要 问题 没有 解决 ， 从 太阳 到 行星 的 焉 离 是 依照 哪 
一 个 定律 来 描述 ? 问题 的 复杂 性 在 于 从 行星 到 太阳 的 距离 不 是 面 
定 的 ， 因 此 开 普 勒 想 找 出 一 个 新 的 能 反映 这 一 情形 的 原理 ， 开 普 
勒 深信 ， 自 鳅 界 的 设计 不 仅 是 基于 数学 原理 ， 而 旦 还 基于 和 谐 原 
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BE, thi “MG” RITE SERIA, HAPTER TR 
体 的 音乐 ,其 能 产生 和 谐 的 旋律 浆果 ,不 是 通过 耳 人 条， 而 是 遂 过 
将 行星 运动 的 事实 转译 成 音符 而 辨别 出 来 。 开 普 勒 遵循 这 样 的 轴 
想 ， 即 把 数学 性 与 音乐 性 奇妙 地 结合 在 一 起 。 他 得 出 ， 如 果 了 是 
行星 的 公转 同期， 而 D 基 其 与 太阳 的 平均 距离 ， 那 么 
TSK 
些 处 天 对 于 所 有 行星 都 是 一 个 常数 ,这 就 是 开 普 勒 在 《世界 的 和 
if) 619 年 ) 中 得 意 洋洋 地 宣布 的 行星 运动 第 三 定律 。 

RE FEBRER KEER: “太阳 、 月 亮 和 群星 , 用 你 们 
无 法 表达 的 庄 言 赞颂 上 帝 吧 ! 天 上 的 和 谐 ， 你 应 当 理 解 上 帝 神 奇 
WEE, ERRE, 我 的 灵魂 ， 你 惕 美 造物 主 吧 ! 造物 主创 
造 了 一 切 ， 一 切 又 存在 于 造物 主 之 中 ， 我 们 最 了 解 造 物 主 各 我们 
HEAT HY Bh Ae Bir atl see BY A RY” 

Fee Rie ae. A TT A E 
VA se act fth (TWh I SR FR UT. EAT Se RR Ba BE te 
动 ， 可 以 用 希腊 人 的 学 说 这 样 解释 ， 这 些 行星 是 由 特殊 的 很 轻 的 
物质 所 组 成 ， 因 而 很 容易 运动 ， 但 是 怎样 才能 使 很 重 的 地 球 运 动 
E: 哥 白 尼 和 开 普 勒 都 不 能 画 答 这 个 问题 还 有 一 种 反对 地 球 转 
动 的 观点 认为 : 如 果 地 球 在 旋转 ， 那 么 ， 地 球 表面 的 物体 会 飞 到 
宇宙 中 去 ， 就 像 物体 从 旋转 着 的 平台 掉 下 来 一 样 。 没 有 人 能 区 到 
这 种 观点 。 对 于 更 进一步 的 反对 意见 ， 旋 转 的 地 球 会 飞散 ， 哥 白 
ABH R RG. 地 球 的 运动 是 自然 的 , 因而 不 会 毁 掉 它 自己 。 然 
后 他 反问 遵 ， 为 什么 天 空 不 会 因为 县 夜 不 停 的 飞速 运转 〈 地 心 说 
理论 认为 的 ) 而 飞散 ? 还 有 另外 一 种 反对 意见 : 如 果 地 球 由 西向 
东 旋 转 ， 那么 抛 向 空中 的 物体 就 会 坠落 于 原来 位 置 的 西边 ， 因 为 
当地 球 运动 时 物体 还 在 空中 。 更 进一步 ， 地 球 围绕 太阳 旋转 ， 既 
然 物 体 的 速度 与 其 量 量 成 正比 ， 至 少 如 同 希 腊 人 和 文艺 复兴 时 期 
的 物理 学 所 认为 的 那样 ， 那 么 地 球 上 较 轻 的 物体 应 留 在 后 边 ， 其 
至 空气 也 应 留 在 后 边 。 对 这 最 后 一 个 问题 ， 哥 白 尼 解释 说 :空气 
具有 “地 球 性 ”， 所 以 其 富有 同情 心地 跟着 地 球 运 动 . 所 有 这 些 反 
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对 意见 的 实质 在 于 : 地 球 的 自转 与 公转 不 符合 在 哥 哲 尼 和 开 普 坦 
时 代 被 普遍 接受 的 亚 里 士 多 德 运动 理论 。 

一 类 反对 日 心 说 的 科学 异议 来 白天 文学 本 身 ， 龙 以 基于 下 列 
事实 的 为 甚 : 日 心 说 把 恒星 视 为 固定 不 动 ， 然 而 ， 地 球 在 六 个 月 
时 间 内 要 在 空中 变换 它 的 位 置 约 186，000，000 英里 ， 因 此， 如 
果 人 在 某 一 时 间 内 看 到 此 里 得 星 并 且 在 六 个 月 后 又 看 到 它 ， 则 视 
差 应 该 可 以 被 观测 到 ,然而 在 哥 白 尼 和 开 普 勒 时 代 这 却 做 不 到 。 哥 
白 尼 争辩 说 ， 恒 星 离 我 们 是 如 此 之 远 以 至 于 视差 术 小 而 难以 被 观 
测 到 。 他 的 解释 不 能 使 批评 者 信服， 他 们 反 改 说: 如果 恒星 真 的 
那么 条 远 , 那么 它们 就 根本 不 会 被 清楚 地 看 到 . 在 这 个 间 题 上 , 哥 
白 尼 的 珂 答 是 正确 的 ， 即 使 是 离 我 们 最 近 的 恒星 ， 在 六 个 月 内 它 
的 视差 也 只 有 0. 31 秒 ， 这 是 由 数学 家 贝 塞 尔 于 1838 年 首次 观测 
到 的 ， 当 时 ， 他 有 一 架 高 级 望远镜 . 

传统 主义 者 又 进一步 间 道 , 根据 新 天 文学 ， 地球 以 每 秒 约 18 
英里 的 速度 绕 太 阳 转 动 并 以 每 秒 约 0. 3 BBR AR. AHS 
我 们 却 没 有 感到 任何 运动 呢 ? 事实 上 我 们 的 感觉 告诉 我 们 是 太阳 
在 天 空运 动 ， 对 于 开 普 鞠 时 代 的 人 来 说 ， 这 样 的 论证 是 无 可 辩 驱 
的 ， 所 有 这 些 对 地 球 是 在 运动 的 科学 异议 部 很 有 份量 ， 并 且 不 能 
视 为 拒绝 接受 真理 的 顽固 守旧 势力 而 不 予 考虑 。 

冰 白 尼 和 开 普 勒 都 很 虑 诚 ， 但 他 们 都 否定 了 基督 教 的 一 条 核 
心 教义 ， 即 人 是 宇宙 的 中 心 ， 上 帝 主要 关心 的 是 人 。 把 太阳 置 于 
FHP O. RAR AAR AN, ABE RAR 
为 可 能 有 的 一 大 群 党 泊 于 寒冷 天 空 的 流浪 者 之 一 ， 他 不 像 是 为 了 
生前 享受 荣华 富贵 , 死 后 荣 登 天 堂 , 更 不 像 是 上 帝 施 大 的 对 象 。 可 
白 尼 择 击 地 其 是 宝 宙 中 心 的 说 法 ， 他 指出 ， 字 宙 是 如 此 巨大 以 至 
于 去 谈论 其 中 心 是 毫 无 意义 的 ， 但 是 这 种 道 耳 之 声 在 当时 影响 
HH. 

EREE Rt A CHHT, EP ALT ERR RH T — e 
无 以 辩驳 的 回答 , -他们 都 使 得 自己 的 理论 下 于 数学 的 理论 ， 更 显 
得 和 谐 ， 优 雅 。 考 虑 到 上 帝 设 计 了 字 宙 并 且 显 然 会 采用 更 优秀 的 
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理论 ， 那 么 日 心 说 就 一 定 是 正确 的 。 

对 他 们 所 发 现 的 ， 并 认为 是 正确 的 理论 ， 在 哥 白 尼 的 《天 体 
运行 论 》 及 开 普 勒 的 许多 著作 中 都 有 终 唐 置疑 的 证 明 。 比 方 开 普 
hy. 评价 他 的 椭圆 运动 理论 时 说 :“ 我 从 内 心 深 处 感觉 到 这 个 理论 
的 真实 性 , 我 以 难以 自信 的 欣喜 之 情 欣 赏 它 的 美妙 .” 开 普 勒 1619 
年 发 表 的 著作 , 就 取 和 名 为 《世界 的 和 谐 》, 其 中 洋溢 着 他 对 上 帝 不 
尽 的 赞 僻 ， 表 达 了 对 上 帝 辉 煌 的 数学 设计 的 欣 企 之 情 ， 也 表示 了 
他 自己 对 此 坚信 不 疑 。 

起 初 只 有 数学 家 支持 新 理论 是 不 足 为 奇 的 。 因 为 只 有 那些 确 
信和 宇宙 数学 化 并 且 简 单 化 地 设计 的 数学 家 省 具备 坚定 的 信心 去 成 
IRE RTS LA. RR EMA EMS, 而 欣赏 这 种 
革 傅 性 的 天 文学 数学 。 只 有 对 数学 在 设计 字 宙 中 的 重要 性 坚信 不 
移 的 天 才 有 勇气 去 面 对 强 大 的 反对 力量 而 证 实 一 种 新 理论 。 

对 新 理论 的 支持 来 自 于 一 个 意 想 不 到 的 发 展 ， 早 在 17 世纪， 
望远镜 就 被 发 明 出 来 ， 合 利 略 听 说 了 这 项 发 明之 后 马上 自己 建 井 
了 一 梨 ， 然 后 用 于 天 体现 测 ， 这 令 他 的 同时 代 人 天 为 震惊 。 他 看 
到 了 木星 的 四 颗 卫 星 (我 们 现在 能 看 到 12 晒 ), 这 一 发 现 表 明 , 每 
个 行星 都 可 以 有 卫星 , 匣 利 略 还 观察 到 月 亮 粗粮 的 表面 及 山峰 ,他 
还 观察 到 志 阳 和 围绕 土星 赤道 的 一 条 中 起 带 〈 现 在 我 们 称 之 为 十 
星光 环 》。 他 的 发 现 进 一 步 证 实 : 行星 都 同 地 球 相像 . 它们 肯定 不 
是 像 希腊 人 和 中 批 纪 的 思想 家 所 认为 的 由 轻 杜 标的 物质 所 构成 的 
理想 球体 。 用 望远镜 可 以 发 现 原先 在 天 空中 像 一 条 宽 宽 的 光 带 的 
银河 是 由 无 数 晒 恒星 组 成 ， 因 此 天 空中 还 含有 其 他 的 太阴， 也许 
还 有 其 他 的 行星 系 .。 FARMS. Ba ABH SAE, 我 
们 就 能 观测 到 金 量 和 水 星 的 相位 ， 就 像 我 们 能 忆 肉 眼看 出 月 球 的 
相位 一 样 。 上 带动 贺 远 镜 合 利 虞 确实 观测 到 了 金星 的 相位 ， 他 的 观 
测 结果 使 他 确信 哥 白 尼 的 理论 是 正确 的 ， 而且 他 在 其 经 典 著作 
《关于 两 大 世界 体系 的 对 话 》(1632 年 ) 中 竭力 次 之 辩护 。 日 心 说 
之 所 以 被 接受 还 由 于 其 使 得 天 文学 家 、 地 理学 家 及 航海 家 计算 起 
SHAE. 到 17 世纪 中 叶 ,， 科 学界 也 愿意 在 日 心 说 的 基础 上 继 
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续 发 展 ， 而 数学 法 则 对 真理 的 要 求 也 得 到 了 极 太 的 加 强 .。 

坚持 地球 既 围绕 太阳 旋转 同时 又 自转 的 学 说 在 17 世纪 早期 
的 理性 氛围 中 绝 不 是 偶然 的 。 伽 利 略 被 罗马 天 主教 宗教 法 庭审 判 
FERRI, RRMA LSE FRA CHS RIA 
书 之 列 ， 国 为 他 不 知 天 高 地 厚 地 旗 毁 基督 耶稣 ， 在 他 的 《 致 儿 省 
AB) H. 帕斯卡 声称 :“ 对 于 匣 利 略 的 地 动 学 说 , 即使 你 得 到 了 
BE BSE Bie ARS AVR IE GEA HG H EAE RR 











HEEL ANI BE WR IE AAAS TAA SET RERS 
设计 的 信念 及 天 主教 关于 上 帝 创 造 和 设计 了 宇宙 的 信条 。 稍 卡尔 
(René Descartes) 着 手 建立 系统 的 、 清 晰 的 和 有 说 服 力 的 新 科学 
哲 掌 。 尽 管 币 卡尔 被 登 为 数 党 王冠 上 的 明 闹 之 一 ， 但 他 首先 是 一 
个 哲学 家 , 其 次 是 宇宙 学 家 , 第 三 是 物理 学 家 , 第 四 是 生物 学 家 ， 
第 五 才 是 数学 家 。 他 的 哲学 极为 重要 , 因为 它 主宰 了 17 HAIN 
的 思想 其 至 影响 到 牛顿 和 莱 布 尼 获 这 样 的 巨人 ， 他 的 基本 目标 是 
要 找到 在 所 有 领域 内 建立 真理 的 方法 ， 这 贯穿 了 他 的 基本 著作 
《更 好 地 指导 推理 和 寻求 科学 真理 的 方法 论 》(1637 年 ， 简 称 《 方 
HD. 

通过 只 接受 那些 确 溺 无 疑 的 事实 , 箔 卡尔 开始 他 的 折 学 体系 
的 建立 工作 。 那 必 他 是 怎么 区 分 哪些 是 可 接受 的 论据 ， 哪 些 是 不 
可 接受 的 呢 ? 在 他 的 《思维 指导 法 则 》 中 ( 写 于 1628 年 ,但 他 死 
后 才 得 以 出 版 ;*， 他 指出 “对 于 我 们 要 研究 的 对 得 来 说 ， 我 们 不 
仅 不 应 该 研究 他 人 已 经 想 出 的 ， 而 兰 也 不 应 研究 我 们 自己 腾 测 的 
泰西 ,而 应 研究 我 们 能 清楚 明了 的 看 出 或 可 车 地 演绎 出 的 泰西 , 因 
为 知识 不 可 能 用 别 的 方法 得 到 。” 使 头脑 有 能 力 直 接 获 得 清 息 和 骨 
晰 的 基本 原理 ， 极 其 敏锐 的 直觉 和 对 结果 的 演绎 一 -这 就 是 笛 卡 
尔 认 识 哲 学 的 实质 。 笛 尔 卡 认为 思维 只 有 两 种 方法 ， 它 们 能 使 得 
我 们 不 必 担 心 陷 入 雇 误 而 获得 知识 ， 这 就 是 ; 直觉 和 演绎 。 在 
《法 则 》 一 书 中 ， 管 卡尔 对 直觉 给 予 很 高 的 评价 :“ 直 觉 是 纯粹 的 
专注 的 思维 的 可 靠 概 念 ， 它 仅 由 理性 之 光 产 生 ， 而 且 比 演绎 更 可 
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信 一 些 。” 

在 《方法 论 》 一 书 中 ， 他 证 实 了 思想 欧 存 在 以 及 由 思想 包含 
的 确切 无 疑 的 知识 , 通过 他 的 基本 的 直觉, 币 卡 尔 在 4 方法 论 》 一 
书 中 甸 忙 地 证 实 了 上 帝 的 存在 。 而 且 后 来 在 围绕 着 循环 推理 的 争 
论 中 ， 他 自己 确信 ， 直 觉 和 演绎 的 方法 一 定 是 正确 的 ， 因 为 圭 帝 
不 会 欺骗 我 们 。 他 说 , “上帝 是 永恒 的 , 不 可 改变 的 , 独立 自主 的 ， 
全 知 的 和 全 能 的 ， 并 且 包 括 我 自己 在 内 的 万 物 都 是 上 帝 创 造 的 。” 

对 于 数学 本 身 的 真理 来 说 ,就 像 他 在 《哲学 原理 》(1641 年 ) 
一 书 中 指出 的 那样 “对 于 属于 算术 和 开 何 以 及 一 般 的 纯 拍 象 数学 
的 图 形 、 数 字 以 及 其 他 一 些 符 号 来 说 ， 我 认为 它们 是 最 可 蕴 的 真 
理 ， 对 此 我 感觉 得 一 清二 楚 .”“ 自 从 数学 家 从 最 容易 的 和 最 简单 
的 东西 开始 研究 后 ， 只 有 他 们 才能 找到 确 知 的 真理 及 相关 的 事 
实 。” 数 学 的 概念 和 真理 并 不 是 由 大 们 从 感觉 得 来 的 , 它们 自从 我 
fhe RRR RNS PT, Bee. SR 
形 的 感性 认识 永远 也 不 会 司 人 联想 起 理想 三 角形 的 概念 。 同 样 对 
心智 很 清楚 的 人 来 说 ， 三 角形 的 内 角 和 一 定 是 180"。 

第 卡尔 下 一 步 将 目光 对 淮 现 实 世 界 ， 他 说 ， 对 于 清 清楚 楚 的 
直觉 以 及 由 之 而 来 的 演绎 法 ， 我 们 可 以 放心 地 将 它们 应 用 到 现实 
He, 他 认为 土 帝 是 按 数 学 设计 世界 的 , 在 他 的 《方法 论 》 中 , 他 
证 实 耳 可靠 真 理 及 观念 的 存在 ， 前 者 是 上 帝 在 自然 界 中 建 并 起 来 
的 ， 而 后 者 扎根 于 我 们 灵魂 之 中 ， 一 旦 我 们 对 它们 有 是 够 多 的 思 
考 ， 将 不 再 怀疑 它们 可 以 在 世界 上 所 存在 和 发 生 的 万 事 万 物 中 精 
确 地 观测 到 。 

竹 卡 尔 进 一 步 证 实 自 然 法 则 是 永恒 不 变 的 ， 因 为 它们 是 并 且 
仅仅 是 预定 的 数学 模型 的 一 部 分 ,甚至 就 在 出 版 他 的 方法论》 以 
前 ， 笛 卡尔 在 1630 年 4 月 15 日 给 一 位 与 数学 家 过 从 其 密 的 神学 
家 梅森 (Marin Mersenne》 的 信 中 写 道 : 

对 于 到 处 宣扬 是 上 党 在 自然 界 建 立 了 这 些 原则 
不 要 害怕 ， ae 一 个 最 高 统治 者 在 他 的 国家 家 建立 
法 律 一 样 …… a 这 就 像 一 个 国王 ， 当 他 不 被 他 
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的 臣民 所 知 的 时 候 更 加 具有 威信 一 样 ， 我 们 把 国王 
的 伟大 看 成 不 可 思议 时 ， 我 们 并 没有 起 到 我 们 根本 
就 没有 国王 。 一 个 人 会 告诉 你 如 果 上 帝 建 立 这 些 真 
理 , 他 也 可 以 像 国王 改变 他 的 法 律 一 样 来 变更 他 们 。 
对 此 ， 人 人 们 可 能 回答 到 这 有 可 能 ， 只 要 他 的 意愿 可 
以 改变 ,但 我 认为 议 些 真理 是 永恒 不 变 的 ,这 也 间 
我 认为 上 帝 是 永恒 的 一 样 。 
这 里 币 卡 尔 否 认 了 通行 的 信念 ， 上 帝 在 不 断 地 干预 宇 窗 的 活动 。 
对 于 研究 客观 世界 ， 笛 卡尔 希 记 只 需 数 学 ， 就 像 他 在 《方法 
论 》 中 所 说 的 , “迄今 为 止 在 所 有 探求 真理 的 人 中 , 只 有 数学 家 成 
功 地 进行 任何 一 种 证 明 ， 即 进行 明白 无 误 的 ， 确 定 无 疑 的 推理 。.” 
在 研究 客观 世界 时 , 向 卡尔 相信 数学 足够 了 , 他 在 ¢ 哲 学 原理 》 中 
(1644 年 ) 写 到 ，; 
我 坦率 承认 ， 在 现实 物质 中 ， 我 还 不 知道 有 什 
么 其 他 的 物质 存在 …… 除 了 几何 学 家 用 数值 给 它 记 
上 符号 并 且 作 为 其 论证 的 对 象 的 那 种 物质 。 对 于 这 
和 物质 ,我 只 考 处 分 界线 、 形 状 人 以 及 和 变化。 HEZ, 
除了 可 以 由 那些 普通 信条 (它们 的 正确 性 性 庸 置 
疑 ) 用 在 数学 证 明 中 所 推出 的 以 外 ， 我 不 相信 任何 
事 。 而 且 到 现在 ， 通 过 这 种 方法 我 们 可 以 解释 自 锥 
FR BY — Tp HE, RR eee ee 我 不 认为 我 们 还 可 以 藉 认 什么 其 
他 的 客观 原理 ， 或 者 说 我 们 证 有 理由 再 寻 挠 其 他 攻 
何 一 条 。 
币 卡 尔 在 他 的 《哲学 原理 》 中 明确 指出 科学 的 实质 就 是 数学 ， 
他 说 他 “ 径 不 承认 也 不 希望 在 物理 学 中 还 有 除了 几何 上 的 或 机 这 
数学 中 以 用 的 什么 原理 ， 国 为 这 样 才能 使 所 有 自然 现象 都 可 解释 
并 且 可 给 出 确定 的 证 明 。” 客 观 世 界 就 是 一 个 静止 不 动 的 空间 , E 
具体 体现 在 几何 学 中 , 西 而 其 性 质 可 从 几何 的 基本 原理 中 得 出 
( 国 为 那 时 数学 的 大 部 分 都 是 几何 学 ,因而 笛 卡 尔 和 他 的 同 代 人 部 
将 几何 看 成 数 掌 的 同义词 )。 
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笛 示 乐 力图 解释 为 什么 世界 可 用 数学 来 解释 。 他 坚持 认为 物 
质 最 基本 最 可 靠 的 性 质 就 是 形状 、 延 展 性 和 在 时 空中 的 运动 ， 而 
所 有 这 些 都 是 可 用 数学 描述 的 。 由 于 形状 可 归 缚 为 延展 ， 币 ER 
宣称 ;“ 如 果 给 我 延展 和 和 运动， 我 就 能 构造 宇宙 。” 他 特别 强调 所 
有 物理 现象 者 是 受 外 力作 用 的 分 于 机械 运动 的 结果 ， 然 而 作用 旋 
同样 也 满足 不 变 的 数学 规律 。 
既然 身 卡 尔 认 为 外 部 世界 只 是 由 运动 的 物质 组 成 ， 那 么 他 怎 
CPR. SK. PURER? 在 这 些 问题 上 他 援引 古 希 
腊 人 的 信条 ， 即 德 谨 克 里 特 的 第 一 性 和 第 二 性 学 说 。 第 一 性 ， 物 
质 与 运动 ， 存在 于 客观 世界 中 ; 第 二 性 , 包括 味觉 ， 气味、 颜色 、 
热 、 声 音 的 悦耳 或 刺耳 ， 不 过 是 外 界 原子 与 感官 豆 擅 时 由 人 们 感 
官 中 药 第 一 性 产生 的 结果 。 现 实 镍 界 是 在 时 空中 可 用 数学 描述 的 
物体 运动 总 和 ， 整 个 字 窗 是 通过 数学 原理 建立 起 米 的 庞大 的 、 和 和 
谐 的 械 嚣 ， 科 学 以 及 事实 上 任何 用 来 建立 顺序 和 测量 的 原理 都 可 
归于 数学 。 他 在 《思维 的 指导 法 则 》 第 四 法 则 中 写 道 : 
所 有 那些 目的 在 于 研究 秩序 和 度量 的 科学 ， 都 
与 数学 有 关 。 至 于 所 求 欧 度量 是 关于 数 、 有 形 、 星 体 、 
声音 或 是 其 他 东西 郡 无 关 紧 要 。 因 此 ， 应 该 存在 一 
SR HAE, BAA RA AE oe RA 
度量 ,而 不 必 考 虑 他 们 家 某 个 特殊 学 科 中 的 应 用 。 事 
实 ~， 通 过 长 期 使 用 ， 这 门 科学 已 经 有 了 其 专门 的 
名 称 ， 这 就 是 数学 。……* 其 所 以 在 灵活 性 和 重要 性 
上 渤 远 超过 那些 依赖 于 它 的 科学 ， 是 因为 它 完全 和 包 
括 了 该 些 科 学 的 研究 对 人 象 种 许 许多 多 别 的 来 西 。 
币 卡 尔 对 数学 本 身 并 没有 提出 什么 新 定理 ， 但 他 却 提供 了 一 
种 非常 有 效 的 研究 方法 ， 即 我 们 现在 所 称 的 解析 几何 CR 
童 );， 从 技术 的 观点 来 看 ， 解 析 几 何 彻 座 改 变 了 数学 研究 方法 。 
在 科学 上 , MRR. 虽然 不 如 像 哥 白 尼 、 开 普 勒 以 及 
千 屯 那样 辉煌 灿烂, 但 也 不 容 轻 视 . eB CRBS) 是 
17 世纪 时 的 主要 宇宙 学 理论 , 他 是 机 械 沦 暂 学 的 莫 基 人 。 这 种 哲 
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结 为 服从 为 学 定律 的 运动 。 对 于 力学 来 说 ， 他 系统 地 曾 述 了 惯性 
定律 ， 即 现在 所 说 的 牛顿 第 一 运动 定律 ， 如 果 没 有 外 力作 用 ， 每 
个 物体 都 保持 其 静止 状态 或 匀速 直线 运动 状态 。 
光学 ,特别 是 透镜 设计 ， 生 笛 卡 尔 另 一 个 主要 兴趣 所 在 ， 实 
Prk they JLH? 一 -部 分 和 CES) 的 全 部 CCAD 后 
面 的 附录 ) 都 是 讲 光 学 的 。 他 和 斯 涅 耳 共同 发 现 了 光 的 折射 定律 ， 
即 光 在 媒质 中 传播 时 ， 媒 质 突然 变化 〈 如 光 从 空气 射 到 发 璃 或 
A) 时 光线 如 何 变化 。 希 腾 人 开始 将 光学 数学 化 ， 但 条 卡尔 的 贡 
献 在 于 他 把 光学 发 展 成 为 数学 科学 ， 在 其 他 领域 他 也 做 出 重要 贡 
BR, 包括 地 理学 、 气 锭 学 、 和 植 物 学 、 解 前 学 〈 动 物 解 前 )、 动 物 学 、 
CREF, HERF, 
尽管 箱 卡 尔 的 次 学 和 科学 观点 背离 亚 里 士 多 和 蕉 主义 及 中 供 纪 
的 经 院 哲 学 ， 但 在 一 个 基本 的 方面 ， 他 还 是 一 个 经 院 主义 者 : 他 
从 自己 的 心里 得 出 关于 存在 和 实在 的 本 质 命题 ， 他 相信 有 先 验 的 
真理 , 面 理 智 本 身 的 力量 可 以 得 到 对 一 切 事 物 的 完整 知识 。 这 样 ， 
他 在 先 验 推理 的 基础 上 阐明 运动 定律 (实际 上 他 在 生物 学 及 其 他 
一 些 领域 的 研究 中 作 了 一 些 实验 ,并且 从 中 得 出 一 些 重 要 的 结 
it). 然而 , HHT ARRAS AMR. 他 做 了 许多 努力 
去 剔除 科学 中 的 神秘 主义 和 超自然 力 。 
17 世纪 伟大 数学 家 之 一 , 帕斯卡 《Blaise Pascal) 毫 不 怀疑 科 
学 中 的 数学 及 数学 规律 是 真理 。 和 第 卡尔 不 同 ， 征 卡尔 认为 直觉 
明显 地 可 以 被 关 脑 接受 ,帕斯卡 则 认为 直觉 只 可 以 被 内 心 所 接受 。 
真理 必须 是 清晰 地 出现 或 在 心里 确定 无 疑 ， 或 者 是 这 类 真理 的 收 
辑 推论 ， 在 他 的 《思想 录 》 里 ， 他 告诉 我 们 ， 
ATS, Hl, BHR RAB wR 
oy Bl Th eS eo H 
上 ， 由 我 们 内 心 和 直觉 所 提供 的 这 种 知识 正 是 我 们 
的 推理 赖 以 建立 结论 的 基础 。 对 推理 来 说 ， 台 求 在 
接受 来 自 内 心 的 基本 原理 前 就 要 求 其 证 晓 是 无 意义 
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的 和 菠 雇 的， 就 如 同 对 内 心 来 说 。 在 接受 由 推理 所 
论证 的 所 有 命题 前 就 要 求 其 有 直观 知识 一 样 是 无 意 
XA RiR HK. 

对 帕 斯 示 来 说 ， 科 学 就 是 研究 上 帝 的 世界 ， 他 认为 单纯 为 了 
娱乐 来 从 事 科学 工作 是 错误 的 。 以 娱乐 为 主要 目的 而 搞 斌 究 是 精 
中 了 研究 ， 因 为 那 种 人 抱 有 “一 种 对 学 向 的 不 尽 贪 欲 ， 对 知识 的 
次 意 挥 霍 .”“ 这 种 对 科学 的 研究 出 自 于 对 自我 为 中 心 的 关心 ， 而 
不 是 着 眼 于 在 周 国 的 自然 现象 中 找 出 神 的 存在 和 光辉 。” 

在 开创 现 我 数学 和 科学 ， 富 有 独创 精神 的 思想 家 中 ， 合 利 略 
与 笛 卡 尔 齐名 ， 当 然 ， 他 也 相信 自然 界 是 上 帝 按 数学 设计 的 。 他 
在 1610 年 《 试 金 者 》 中 的 论述 非常 著名 ; 

哲学 (FA) 玖 写 在 那 部 永远 在 我 们 眼前 打开 
看 的 大 书 上 上， 我 指 的 是 字 密 。 但 只 有 首先 学 会 它 的 
语言 , 把握 了 它 的 书写 符号 以 后 ,我 们 才能 理解 它 。 
它 是 用 数学 语言 写 成 的 ， 符 号 是 三 角形 ， 圆 以 及 其 
ILA, REE, AM- RE REF 
E, 没有 它们 ， 人 们 就 只 能 在 黑暗 的 迷宫 中 游荡 。 
自然 界 是 简单 而 有 序 的 ， 它 的 行为 是 规则 的 而 县 是 必要 的 ， 它 依 
照 完美 并 旦 不 变 的 数学 规律 运动 ， 神 圣 的 推理 是 自然 界 中 理性 的 
源泉 ， 上 帝 把 严格 的 数学 必要 性 置 于 世界 ， 即 俩 人 的 推理 与 上 帝 
AX, 人 也 只 有 通过 艰苦 努力 才能 领 富 这 种 数学 必然 性 .因此 , 数 
学 知识 不 权 是 绝对 真理 而 且 像 《和 圣经》 那样 ， 每 句 每 行 都 不 可 侵 
犯 ， 更 进一步 ,研究 自然 就 得 像 研究 《圣经 》 一 样 虔诚 。“ 上帝 在 
自然 行为 中 所 星 现 给 我 们 的 ， 一 点 不 比 其 在 《圣经 $》 中 用 神圣 的 
字句 所 表示 的 进 色 .9 

何 利 略 在 《关于 两 大 世界 体系 的 对 话 》(1632 年 ) 中 断言 : 在 
数学 中 ， 人 类 法 到 了 所 有 可 能 的 知识 的 顶峰 ， 这 一 点 他 并 不 比 那 
位 神圣 的 智者 逊色 。 当 然 ， 后 者 知道 的 和 感觉 到 的 数学 真理 远 远 
比 人 知道 的 多 ,但 考虑 到 客观 确定 性 ， 少 数 被 人 掌握 的 真理 与 上 
帝 所 知道 的 一 样 完善 。 
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尽管 伽利略 是 个 数学 教授 而 且 是 官 廷 数学 家 ， 他 的 主要 贡献 
是 他 在 科学 方法 上 的 许多 蛮 革 ， 其 中 ， 最 著名 的 就 是 他 的 废除 物 
理解 释 的 主张 一 亚 里 士 多 德 奉 为 科学 的 真正 目标 一 一 而 应 去 寻 
求 数学 描述 ,这 两 种 目标 的 不 同 易 于 说 明 ; 一 个 物体 落 到 地 面 , 并 
且 ， 捉 实 .上 是 以 逐渐 增加 的 速度 下 落 的 ， 亚 里 士 多 德 及 信奉 他 的 
方法 论 的 中 址 纪 科学 家 则 力图 解释 引起 它 下 落 的 原因 ， 并 假设 是 
力学 方面 的 。 徊 利 略 正 相 反 ， 他 仅 用 数学 法 则 来 描述 下 落 ， 用 现 
代数 学 记号 来 表述 就 是 di 一 162, 这 里 dE PARP Re 
尺 数 。 这 个 公式 一 点 也 没 说 物体 为 什么 下 落 ， 而 且 与 人 们 想 知 道 
的 有 关 这 种 现象 的 事 更 是 两 马 牛 不 相 及 。 然 而 伽利略 确信 我 们 要 
探寻 的 自然 知识 是 可 描述 的 。 他 在 《两 类 新 科学 》 中 写 到 ;“ 有 关 
下 间 物 体 加 速 运动 的 原因 并 不 是 必然 四 研究 的 部 分 ”更 一 般 的 ， 
使 指出 ， 他 要 研究 和 证 明 的 是 一 些 运动 的 性 质 而 不 考虑 为 什么 会 
这 样 。 正确 的 科学 探索 同 所 谓 的 寻求 最 后 原因 之 类 的 问题 要 分 罚 
开 来 , 面 且 物 理 原 因 的 假设 诬 该 放弃 。 徊 利 略 坚持 向 自然 科学 家 
ER: 不 要 研究 为 什么 会 这 样 ， 而 要 讨论 怎样 定量 描述 。 

对 其 利 略 的 这 个 方案 的 核心 的 第 一 反应 即使 在 今天 也 许 也 是 
否定 的 ， 用 公式 来 描述 现象 只 能 说 是 第 一 步 ， 扯 里 士 多 德 派 好 像 
实际 .上 已 掌握 了 科学 的 真正 作用 ， 这 就 是 解释 这 些 现 象 为 什么 会 
发 生 。 即 使 篆 卡 尔 也 抗议 茹 利 略 的 寻找 描述 性 会 式 的 决定 , 他 说 ， 
“ 匣 利 略 关于 真空 中 落 干 所 说 的 一 切 都 是 缺乏 根据 的 ,他 应 该 首先 
确定 重量 的 本 质 .” 更 进一步 , 科 卡 尔 说 ,其 利 略 应 该 思考 终极 原 
因 。 人 依照 后 来 的 发 展 ， 现 在 我 们 知道 ， 其 利 略 追求 描写 的 决定 是 
关于 科学 方法 论 最 深刻 最 有 成 效 的 变革 。 它 的 重要 性 ， 以 后 会 更 
明显 ， 就 在 于 把 科学 置 于 数学 的 保护 之 下 , 

蔓 利 略 的 另 一 个 原则 就 是 科学 的 任 一 分 支 都 可 用 数学 模型 模 
WER, 两 个 基本 步 又 是 , 数学 从 公理 即 不 证 自明 的 真理 出 发 , 通 
过 推理 建立 新 定理 。 所 以 ， 任 一 科学 分 支 都 应 由 公理 或 原理 出 发 
进行 推理 。 更 进一步 讲 ， 人 们 应 该 从 公理 中 尽 可 能 多 地 推出 结论 。 
当然 这 个 原则 是 亚 里 士 多 德 提出 的 ， 其 目的 在 于 用 头脑 中 的 数学 
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模型 推出 科学 的 推理 结构 。 

然而 ， 舒 利 略 与 希腊 人 、 中 世纪 思想 家 和 和 卡尔 在 获取 基本 
原理 的 方法 上 截然 不同。 殴 利 略 以 前 的 人 及 第 卡尔 相信 基本 原理 
出 自 心中 , 心 具 须 对 任何 一 类 现象 加 以 思考 , 就 能 得 出 基本 真理 。 
心 的 这 种 力量 在 数学 中 得 到 明证 ， 像 等 其 加 等 量 结 果 仍 相等 ， 两 
点 决定 一 条 直线 等 公理 ， 只 要 一 想到 数 和 几何 图 形 ， 就 会 立刻 呈 
现 出 来 而且 是 地 良 置 疑 的 真理 。 希 腊 人 人 也 确 曾 找 出 一 些 自明 琢 
物理 原理 ， 例 如 “宇宙 中 所 有 物体 都 应 有 自然 位 置 ”这 条 原理 再 
恰当 二 过 了 。 苦 止 状态 看 起 来 显然 比 运动 状态 更 自然 ， 答 推动 一 
个 物体 和 且 使 其 保持 运动 , 则 必须 用 力 , 这 似乎 也 是 无 可 辨 发 的 。 相 
信心 能 够 提供 基本 原理, 并 不 否认 观测 能 帮助 我 们 获得 这 些 原理 ， 
但 是 观测 只 能 网 起 正确 的 原理 。 正 如 看 见 一 个 熟悉 的 面孔 ， 就 能 
想起 有 关 那 个 人 的 事情 一 样 。 

这 些 学 者 就 像 知 利 路 斯 说 的 ， 是 首先 决定 世界 怎样 优 照 他 们 
预定 的 原理 运作 。 WARAS. 在 物理 学 中 , 与 在 数学 中 相反 , 基 
本 原理 必须 来 源 于 经 验 和 实验 ， 获 取 正 确 基 本 的 原理 的 方法 应 是 
注意 自然 说 了 什么 面 不 是 我 们 想 了 什么 。 他 公开 批评 那些 接受 大 
自然 怎样 运作 符合 他 们 预定 原理 的 规律 的 科学 家 和 大 学 家 ,他 说 ， 
自然 界 并 不 是 首先 造 出 人 的 大脑， 然后 再 安排 世界 以 便 使 之 可 为 
人 的 智力 所 接受 ,中 世纪 的 思想 家 哄 哄 不 休 地 重复 亚 里 土 多 德 的 
话 并 目 和 争论 它 玖 含义 ， 仙 利 略 批评 说 ， 知 识 来 自 观测 ， 不 是 来 自 
书本 ， 关 于 亚 里 土 多 和 花 的 争论 是 无 用 的 。 对 于 沉 酒 于 把 科学 看 成 
ERK CPR) R (RER 或 者 是 诠释 希腊 人 著作 的 人 , i 
利 略 称 他 们 是 纸 上 科 学 家 。 他 说 :“ 当 我 们 得 到 自然 界 的 意志 时 ， 
权威 是 没有 意义 的 。” 

当然 ， 一 些 文艺 复兴 时 期 思想 家 及 人 徊 利 路 的 同 代 大 惠 朗 西 斯 
“ 培根 也 得 出 了 实验 是 必要 的 结论 。 在 他 的 新 方法 上 上， 伽利略 并 
不 超出 他 人 ， 但是， 第 卡尔 却 认 为 其 利 咯 依赖 于 实验 的 办 法 是 不 
明智 的 。 身 卡尔 认为 感觉 只 能 导致 幻觉 ,理性 才能 洞察 幻觉 。 从 
心智 所 提供 的 天 生 的 一 般 原理 ， 我 们 能 推出 自然 界 的 特殊 现象 并 
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且 理 解 它 们 。 确 实 ， 如 同 我 们 前 面 提 和 到 的 ， 在 笛 卡 尔 许多 科学 工 
作 中 ， 簿 卡尔 做 了 实验 而 且 要 求 理论 符合 事实 ,但 在 他 的 哲学 里 
他 仍然 依赖 内 心 的 真理 。 

少数 数学 物理 学 家 同意 偶 利 略 的 观点 ， 即 车 推 霸 并 不 能 确保 
物理 原理 的 正确 性 。 基 督 教徒 惠 更 斯 实际 上 批评 过 笛 卡 尔 ， 英 国 
物理 学 家 也 择 击 过 纯 理 性 主义 。 胡 克 (Robert Hooke) ii, g 
皇家 学 会 的 成 员 们 “而 临 着 这 人 么 多 致命 的 错 例 ， 这 些 铺 例 ， 使 人 
RAKSRABAZTER, AAI RLM TREO. i 
现在 ， eG Aaa REE LE A BR TL” 

当然 伽利略 意识 到 靠 一 条 不 正确 的 由 实验 得 出 的 原理 ， 推 出 
的 结果 也 是 不 正确 的 ， 因此， 他 建议 并 且 可 能 做 了 一 些 实验 来 检 
验 他 推理 的 结论 以 获得 基本 原理 ， 然 面 ， 佑 利 略 做 实验 做 到 何 种 
程度 却 不 得 而 知 。 有 一 些 他 称 之 为 实验 的 ， 实 际 上 是 理想 中 的 实 
验 ， 即 想象 如 果真 做 实验 的 话 ，-- 定 会 发 生 什 么 。 然 而 ， 他 的 宗 
a: 物理 学 原理 必须 建立 在 经 验 及 实验 基础 上 孝 具 有 革命 性 的 关 
键 意 义 。 人 区 利 略 毫 不 怀疑 一 些 上 帝 用 来 刨 造 宇 宙 的 真实 原理 可 从 
心里 推出 ,但 在 从 经 验 出 发 的 角度 上 , 他 允许 对 此 持 怀 疑 态度 。 如 
果 科 学 的 基本 原理 必须 来 源 于 实践 ， 数 学 公理 为 什么 不 行 呢 ? 这 
个 问题 在 1800 年 以 前 对 偶 利 略 及 他 的 后 人 都 设 引 起 什么 麻烦 , 数 
学 仍然 是 一 门 特 权 学 科 。 

在 他 的 科学 著作 中 ， 项 利 略 训 焦 于 物质 和 运动 ， 他 清楚 地 并 
独立 地 认识 到 笛 卡 尔 的 惯性 原理 ， 即 现在 所 说 的 牛顿 第 一 运动 定 
律 。 他 也 成 功 地 获得 作 垂直 运动 、 沿 射 面 运动 物体 及 抛射 体 运 动 
的 规律 ， 他 证 明 抛射 体 运 动 轨迹 为 抛物 线 ， 总之， 他 非得 了 所 有 
i LEE. 尽管 ， 在 任何 一 项 重大 的 变革 中 ， 都 可 以 
找 夺 一 些 前 人 的 足迹 ， 但 还 没有 人 能 够 像 荔 利 略 那样 清楚 地 通晓 
指导 科学 研究 的 概念 及 原理 ， 而 且 ， 没 有 人 像 他 那样 用 简单 而 有 
效 的 方式 证 明了 它们 的 应 用 。 

由 于 爷 利 略 的 对 他 的 时 代 的 重大 创新 ， 他 的 斩 学 入 科学 方法 
论 成 为 牛顿 伟 续 的 开端 ， 后 者 出 生 在 匣 利 略 逝 世 的 那 年 。 
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在 任何 特定 的 理论 中 ,只 有 其 中 包含 数学 的 部 分 才 是 真正 
的 笠 学。 
-一 康德 


科学 中 级 数学 定律 是 真理 ,体现 在 上 帝 对 宇宙 的 设计 之 中 ,如 
果 这 个 信念 还 须 加 强 ,那么 它 已 由 艾 萨 克 ， 牛顿 慎 士 极 好 地 完成 。 
牛顿 是 剑桥 天 学 的 数学 教授 ， 被 称 为 最 伟大 的 数学 家 之 一 ， 他 还 
被 誉 为 一 个 物理 学 家 。 他 的 工作 提供 了 一 整套 新 的 科学 方法 ， 开 
创 了 科学 的 一 个 新 纪元 ， 并 因 之 加 强 和 深化 了 数学 的 作用 。 

Wea. Fa. EEA. AAR. HORT AER OB RR 
fe) — HEE Se Sp Re RE A HT ae Ea a E, 
且 其 创造 与 人 的 数学 思维 相 一 致 .统治 17 世纪 的 哲学 或 科学 方法 
论 由 生 卡 尔 系统 地 阐述 和 发 展 ， 币 卡尔 甚至 认为 全 部 物理 学 都 可 
以 归结 为 几何 学 。 几 何 学 这 个 词 被 他 和 其 但 人 常常 用 作 数 学 的 同 
义 词 。 包 卡尔 的 方法 论 坡 大 多 数 牛 顿时 代 以 前 的 人 所 采纳 ， 尤 其 
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CREM. BRAUN. BPE BPO RE. BOSE GE— 
个 自然 现象 的 物理 解释 . 

希腊 人 ， 尤 其 是 亚 里 士 才 德 ， 也 用 物理 学 术语 来 解释 自然 现 
象 的 行为 。 他 们 的 主要 理论 是 , 所 有 的 物质 是 由 四 种 元 素 : 土 . 气 、 
炎 和 水 组 成 ， 它 们 具有 一 种 或 多 种 性 质 ， 重 性 、 译 性 、 下 性 和 沦 
性 。 这 些 性 质 可 解释 物体 的 表现 : AMR BAA KE. ME ` 
质 的 物质 向 下 落 是 因为 它 具 有 重量 。 对 于 这 些 性 质 ， 中 世纪 的 学 . 
者 们 还 增加 了 其 他 许多 性 质 ， 如 共振 和 不 相 容 。 共 振 解 释 了 一 个 
物体 相对 于 另 一 个 物体 ， 如 铁 对 磁石 的 吸引 。 不 相 容 则 解释 了 一 
个 物体 被 另 一 物体 所 排斥 。 

另 一 方面 ， 科 卡尔 却 按 弃 了 所 有 这 些 性 质 ， 坚 持 认 为 所 有 物 
理 现象 都 能 由 物质 和 运动 来 解释 。 物 质 的 这 些 基本 属性 具有 广 延 
性 ， 并 且 可 以 度量 ， 移 此 可 以 归结 为 数学 。 再 进一步 ， 由 于 没有 
Wik, WMA EE. 因 冰 真空 是 不 可 能 的 。 空 亲 充 满 着 物质 ， 
并 且 物 质 只 可 能 由 于 直 楼 接 栅 而 相互 必用。 然 面 , 物质 是 由 大 小 、 
形状 和 其 他 特征 各 蜡 的 不 可 见 颗 粒 所 构成 的 ， 正 是 因为 这 些 颗 粒 
小 得 不 可 见 ， 所 以 有 必要 对 它们 的 行为 作 一 些 假设 ， 以 解释 人 人 们 
可 以 观察 得 到 的 大 的 现象。 依据 这 个 观点 ， 空 间 充 满 了 微粒 ， 它 
们 可 以 推动 更 大 的 物体 ， 如 行星 绕 太 阳 旋 转 。 这 也 就 是 第 卡尔 的 
洲 混 理论 的 精 骨 所 在 。 

笛 卡 尔 是 笛 械 唯物 主义 的 葛 基 人 。 法 国 哲学 家 ， 基 营 教 士 朵 
Æ% (Pierre Gassendi), WE H AE h Hr (Thormas Hobbes) 和 
ff = PRS SARE Br (Christian Huygens) 继 承 了 他 的 学 
说 。 惠 更 斯 在 他 药 《 光 论 》(1690 年 ) 一 书 中 , 假设 空气 中 完满 能 
传递 光 的 运动 的 以 太 微 粒 ， 从 面 解 释 了 光 的 各 种 现象 。 事 实 上 这 
本 书 的 副标题 就 是 ; 对 反射 和 折射 发 生 原因 的 解释 .在 绪论 中 , E 
更 斯 认为 EREHE H, “人 们 构想 所 有 自然 界 和 作用 的 原色 是 
机 械 运 动 ， 因 此 ， 依 我 的 观点 ， 我 们 或 者 是 摘 铺 楚 所 有 的 物理 现 
象 , 或 者 是 放 奔 这 一 希望 .” 但 另 一 方面 徊 全 狄 却 坚 信 , 原子 是 在 
和 真空 中 运动 。 
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物理 学 有 关 微 粒 作 用 的 假设 确实 ， 至 少 在 大 体 上 ， 解 释 了 自 
然 界 的 总 体 行为 。 但 这 些 都 是 心 知 的 创作 ， 而 且 笛 卡尔 和 他 的 追 
随 者 们 的 物理 学 假设 是 定性 的 ， 因 此 也 就 仅 能 解释 而 已 ， 而 不 能 
精确 地 预言 观察 和 实验 中 所 出 现 的 现象 。 莱 布 尼 获 称 这 种 物理 学 
假设 为 ~- 个 美丽 的 神话 ， 

一 种 关于 科学 的 ， 与 上 述 上 哲学 完 爹 相 反 的 上 哲学 由 倪 利 略 所 开 
创 。 科 学 必须 寻求 数学 描述 而 不 是 物理 学 解释 ， 而 且 ， 基 本 理论 
应 由 实验 和 根据 对 实验 的 归纳 和 而 得 出 。 根 据 这 种 哲学 ， 同 时 受 他 
的 老师 巴 罗 的 影响 ， 牛 顿 改变 了 科学 研究 的 程序 。 他 采用 数学 前 
提 来 取代 物理 学 假设 ， 从 而 使 预谋 具有 培根 所 借 导 的 确定 性 ， 和 而 
这 些 前 提 是 由 实验 和 观察 得 来 的 。 

合 利 略 先 于 千 顿 探 讨 了 物体 的 下 落 和 抛物 体 的 飞行 ， 牛 顿 却 
解答 了 一 个 更 为 深 广 的 问题 ,一 个 1650 年 左右 在 科学 家 们 脑海 中 
占据 最 主要 地 位 的 问题 ， 能 理 在 期 利 路 的 地 上 物体 运动 定律 和 开 
普 鞠 的 天 体 运动 定律 之 同 建立 一 种 联系 ?所 有 运动 现象 部 应 遵循 
一 套 定律 , 这 种 想法 似乎 有 点 过 于 自信 和 不 凡 , 但 确实 在 17 世纪 
严 坦 的 教学 家 们 的 头脑 中 很 自然 地 产生 了 。 上 帝 设计 了 宇宙 ， 因 
此 可 以 推测 所 有 的 自然 现象 都 遵循 一 个 总 的 规划 ， 上 帝 极 可 能 用 
一 套 基 本 原理 来 支配 相 联 的 事物 .对 于 17 世纪 致力 于 揭示 上 帝 的 
自然 设计 的 数学 家 和 科学 家 来 说 ， 合 乎 情理 的 做 法 似乎 应 该 是 去 
寻求 控制 各 种 地 面 物体 运动 和 天 体 运 动 的 统一 规律 。 

在 实施 他 推导 宇宙 运动 规律 的 计划 的 过 程 中 ,牛顿 对 代数 , 几 
何 、 尤 其 是 微 积分 ( 见 第 六 章 ) 做 出 了 许多 贡献 ， 而 这 些 仅仅 是 
为 达到 其 科学 目标 的 辅助 工作 。 事 实 上 ， 和 牛顿 认为 数学 是 枯燥 和 
乏味 的 ， 只 是 表述 自然 定律 的 一 种 工具 。 他 致力 于 寻找 能 导出 一 
个 统一 地 上 物体 运动 和 无 体 运动 的 定律 的 科学 原理 ,幸运 的 是 , 正 
如 狐 德 罗 所 说 的 ， 自 然 界 把 秘密 告诉 了 牛顿 。 

牛顿 当然 熟悉 由 伽利略 建立 起 来 的 定律 ， 但 这 些 还 不 够 。 由 
”运动 学 第 一 定律 可 以 很 清楚 地 知道 ,行星 受 一 个 被 吸 往 太阳 的 力 ， 
如 果 没 有 这 个 力 ， 每 ，- 颗 行星 将 作 直 线 运动 。 总 是 有 一 个 力 将 行 
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星 拉 向 太阳 的 想法 许多 人 都 有 过 。 哥 白 尼 、 开 普 勒 、 贡 名 实验 物 
理学 家 胡 克 . 物理 学 家 和 著名 建筑 学 家 雷 恩 (Christopher Wren), 
KREIS (Edmund Halley) 以 肥 其 他 一 些 人 ,甚至 在 牛顿 之 
前 就 开始 了 探索 的 工作 。 而 且 有 人 推 想 ， 这 种 力 对 一 个 较 远 星球 
的 作用 必定 比 对 轻 近 星球 的 要 弱 ， 而 且 随 着 太阳 与 星球 的 距离 的 
增 大 ， 力 成 平方 反比 减 小 。 然 而 在 牛顿 的 工作 以 有 前， 这些 有 关 引 
为 的 想法 都 没有 推进 到 能 超过 观测 结果 。 

牛顿 吸收 了 他 的 同时 代 人 所 作出 的 推 想 ， 即 在 任何 两 个 质量 
Aim FM, HEJ r 的 物体 之 间 的 引力 可 由 以 下 公式 

F=G zM 

给 出 。 在 这 个 公式 中 , CERE, ME m, MAr AM. E 
都 不 变 。 这 个 常量 的 值 取决 于 所 用 的 质量 、 力 及 距离 的 单位 。 牛 
顿 还 将 姻 利 略 的 地 上 物体 运动 定律 进行 普遍 推广 ， 这 些 推广 现在 
称 之 为 牛顿 运动 三 定律 。 其 中 第 一 定律 已 由 第 卡尔 和 做 利 略 所 导 
出 : 如 果 一 个 物体 不 受 力 ， 它 将 保持 静止 或 做 匀速 直线 运动 ; 第 
二 定律 说 :; 如 果 一 个 力作 用 在 一 个 质量 为 m 的 物体 上 , 那么 它 将 
给 此 物体 一 个 加 速度 ， 准 确 一 点 说 ， 这 个 力 等 二 质量 与 加 速度 的 
KA, PARRA F=ma; 第 三 定律 则 认为 : MRE AB 
一 个 作用 力 丰 ,那么 已 给 4 一 个 大 小 相等 、 方 向 相反 的 作用 力 王 。 
由 这 三 个 定律 及 力 有 引力 定律 ， 牛 顿 可 以 很 容易 地 推断 地 球 土 所 
有 物体 的 运动 规律 。 

RAs. PHAN RET IER THe Hae 
多 年 观测 和 研究 得 出 的 开 普 得 三 定律 可 以 由 万 有 引力 定律 和 运动 
三 定律 用 数学 方法 推导 出 来 。 在 牛顿 以 前 关于 行星 运动 定律 的 研 
究 工作 ， 曾 被 认为 与 地 面 物 伍 运动 元 关 ， 现 在 的 结果 则 表明 行星 
运动 遵循 与 地 而 物体 运动 同样 的 规律 。 从 这 种 意义 上 说 ， 牛 顿 解 
释 了 行星 运动 规律 。 此 外 ， 由 于 从 万 有 引力 定律 所 推导 出 来 的 开 
普 勒 定律 与 观测 结果 十 分 吻合 ,也 为 万 有 引力 定律 的 正确 性 提供 
TIRA JAER. . 
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用 运动 定律 和 万 有 引力 定律 所 推导 出 来 的 这 些 结果 只 是 牛顿 
所 完成 的 工作 的 一 小 部 分 。 他 应 用 万 有 引力 定律 解释 了 以 前 一 直 
难以 解 灵 的 海洋 潮汐 现象 ， 对 大 范围 的 水 域 来 说 ， 引 力主 要 来 自 
于 月 亮 ， 其 次 是 太阳 。 由 收集 到 的 太阴 潮 ， 即 由 月 球 所 引起 的 潮 
的 高 度 的 数据 ， 和 牛顿 算出 了 月 球 的 质量 。 和 牛顿 与 惠 更 斯 计算 了 地 
球 沿 着 养 道 的 隆起 度 ， 牛 顿 还 与 其 他 人 一 起 说 明了 起 星 的 加 道 与 
DESA EER, AWW AAS EEA AW 
PARMA, WARE ZR LAUR ERE KAR Ah 
来 客 。 牛 顿 接 着 说 明了 月 亮 和 太阳 对 地 球 赤道 隆起 带 的 吸引 力 使 
地 球 的 自转 轴 形 成 一 个 周期 大 于 26000 年 的 锥 ， 其 不 总 指向 天 空 
中 的 同一 颗 星 。 地 轴 轴 向 的 这 种 周期 性 变化 使 每 年 的 春分 和 秋分 
都 发 生 些 微 的 变化 ,这 一 事实 喜 帕 恰 斯 早 在 1800 多 年 前 就 观察 到 
了 ， 这 样 牛 顿 就 解释 了 岁差 。 

最 后 , 牛顿 用 近似 的 方法 , 解 次 了 许多 有 关 月 妹 运 动 的 问题 。 
格 邵 ， 月 球 运动 所 在 平面 路 微 向 地 球 运动 平面 倾斜 ， 牛 顿 能 够 说 
明太 阳 、 地 球 、 月 球 三 者 之 间 的 相互 吸引 而 引起 的 这 种 现象 遵循 
万 有 引力 定律 。 牛 顿 和 他 的 直接 继 卫 者 们 礁 导 出 了 如 此 洲 繁 而 又 
杰出 的 有 关 人 恒星 、 过 星 、 月 球 、 海 洋 运 动 的 结果 ， 以 至 于 他 的 成 
REST RMB GE BREA “WIRE”. 

FER DO TIER. ARRAN PRR BREWS ETRA E 
面 不 是 物理 解释 。 和 牛顿 不 仅 将 开 普 勒 、 和 如 利 咯 、 惠 更 斯 的 大 量 实 
验 和 理论 性 成 果 融 汇 起 来 ， 而且 将 数学 描述 和 推导 置 于 所 有 科学 
描述 和 预 音 之 前 .在 他 巧妙 地 命名 为 《自然 暂 学 的 数学 原理 (1687 
年 ) SMFS. tho. 

古人 《如 册 营 斯 所 告诉 我 们 的 ) 认为 在 研究 自 
REH, JZ RAEE, 而今 人 们 则 会 天 其 实体 
化 的 形式 和 深 藏 的 实质 ， 而 力图 以 数学 定律 说 明 自 
然 现 象 。 我 在 本 书 中 致力 于 用 数学 来 探讨 有 关 的 斩 
学 问题 。*…*… 因此 我 把 这 部 著作 称 为 哲学 的 数学 原 
理 ， 因 为 暂 学 的 全 部 任务 就 在 于 从 各 种 运动 现象 来 
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研究 各 币 自 然 之 力 * 而 后 用 这 些 力 去 推 证 其 他 现象 。 

本 书 第 一 、 第 二 编 中 的 一 些 普 所 命题 就 是 为 了 这 个 

目的 而 提出 来 的 。-……- 然后 根据 其 仓 团 样 是 数学 上 

论证 过 的 命题 ， 从 这 些 力 中 推演 了 行星 、 和 彗星 、 上 月 

球 和 海潮 的 运动 。 
很 明显 ， 数 学 在 这 里 起 了 主要 作用 ， 

牛顿 有 充分 的 理由 强调 定量 的 数学 定律 来 反对 物理 学 解释 ， 
因为 在 他 的 天 体力 学 中 ， 核 心 概念 是 万 有 引力 ， 而 万 有 3 引力 的 作 
用 根本 不 能 用 物理 学 术语 解释 , 不 管 两 个 物体 相距 多 人 么 遥远 ， 它 
们 仍然 相互 吸引 ， 这 种 万 有 引力 的 概念 简直 和 亚 里 土 多 德 派 及 中 
址 纪 的 学 者 们 为 了 解释 科学 现象 而 发 明 “ 质 ”的 概念 一 样 令 信 难 
以 壮 斑 。 这 种 概念 尤其 不 能 为 牛顿 的 间 时 代 人 所 接受 ， 他 们 坚持 
力学 的 解释 并 且 认 为 力 只 有 在 一 个 暂 恒 “ 推 ” 关 一 物 蛋 时 才 有 可 
能 发 生 。 这 种 放弃 物理 机 制 而 采取 数学 描述 的 方法 震撼 了 其 至 是 
最 屿 大 的 科学 家 。 惠 更 斯 认为 万 有 引力 的 想法 是 荡 记 的， 因为 这 
种 超 空间 的 作用 不 属于 任何 一 种 机 械 运 动 。 他 对 牛顿 没有 根据 而 
不厌 其 糯 地 只 用 万 有 引力 的 数学 原理 作 那 么 多 繁琐 的 计算 感到 吃 
惊 , 其 他 许多 人 , BRETTER. 也 反对 万 有 引力 的 纯 数 学 解释 。 
FETE A 1690 年 读 完了 牛顿 的 《原理 》 后 就 开始 拉 击 它 直 至 进 
世 , 优 尔 索 CVoltaire》1727 年 在 出 席 了 牛顿 的 非礼 后 调侃 牛顿 
fi-+ HSE TCR. XERRI Y -—TES (Plenum), 在 
那儿 ， 笛 卡尔 的 哲学 仍然 盛行 ， 为 解释 “ 超 距 作用 ”而 作 的 努力 
一 直 持 续 到 1900 年 。 
即使 完全 没有 物理 学 解释 ， 而 仅仅 依 千 数 学 描述 ， 牛 顿 也 使 

得 他 那 函 与 伦比 的 贡献 成 为 可 能 ,作为 对 物理 学 解释 的 百代 ， 和 牛 
顿 确实 有 一 个 有 关 重 力作 用 定量 的 公式 ,这 个 公式 既 重 要 及 实用 ， 
因此 , 在 他 的 《原理 》 开 篇 中 , 牛顿 说 :“ 我 在 此 只 为 这 些 力 提供 
一 个 数学 的 概念 , 并 没有 考 虚 他 们 的 物理 因 末 ,” 在 书 末 他 又 重复 
了 这 种 思想 : 





伍 是 我 们 的 目的 ， 是 要 从 现象 中 寻 出 这 个 力 的 
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数量 和 性 质 ， 并 且 把 我 们 在 简单 情形 下 发 现 的 东西 
作为 原理 ， 通 过 数学 方法 ， 我 们 可 以 估计 这 些 原理 
在 较为 复杂 情形 下 的 效果 。.…… 我 们 说 通过 数学 广 
法 《着重 号 为 牛顿 所 加 )， 是 为 了 避免 基于 这 个 力 的 
本 性 或 质 的 一 切 问题 ， 这 个 质 是 我 们 用 任何 假设 世 
确定 不 出 来 的 ， 

在 他 1692 年 2 月 25 日 写 给 收 病 本 竺 利 博士 的 信 中 ， 牛 上 顿 这 

PERSIE. 





至 于 引力 是 物质 所 内 在 的 ,固有 的 和 根本 的 ,区 
TWh UR RSME EAA 
W. ERSTE MARR HPA TR. AEH 
OY fe JR at A a RE BB NR 
HARRE, LERE. RHSLEVSHRAS 
考 才 能 的 人 决 不 会 陷入 这 种 导论 之 中 。 引 方 必 然 是 
由 一 个 按 一 定 规律 行事 的 主宰 所 造成 的 ， 但 是 这 个 
主宰 是 物质 的 还 是 非 物 质 的 ， 我 留 给 读者 自己 去 思 
考 ， 
尽管 有 牛顿 在 数学 上 的 成 功 ， 但 物理 机 械 论 的 入 不 出 现 依然 
困扰 着 科学 家 们 ， 然 而 他 们 想得到 这 样 一 种 物理 机 械 论 的 努力 一 
HALA, NH Bishop George Berkeley) 在 他 的 对 话 C 
Pa SBE} CAlciphron, 173246) 中 阐述 了 以 下 观点 ， 
CERRAHA., LBRRACAX)., 
Ai: ven RERE, SHR. 未 要 被 那些 术语 所 
迷 感 ， 把 力 访 个 字 放 一 边 吧 ， 把 其 他 任何 事情 
从 你 的 思想 里 去 除 ， 然 后 看 你 对 力 有 什么 明确 
的 见解 。 
R: 为 是 存在 于 能 发 生 运 动 和 其 他 可 知 后 果 的 物体 
中 的 东西 。 
龙 : 那么 力 与 那些 后 果 是 截然 分 开 的 吗 ? 
i 是 的 。 
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A: 那 我 们 现在 很 高 兴 不 用 考虑 力 的 主体 和 后 果 ， 
而 只 须 考虑 力 本 身 的 准确 概念 了 。 
区 ;我 认为 事情 并 非 如 此 简单 。 
A: BREBSFEA ALAS RAA KES 
“PARR AAA BAF He wh, 
那么 我 们 可 以 设想 其 他 信也 不 会 有 比 我 们 更 好 
的 想法 了 。 
牛顿 确实 希望 引力 的 本 质 能 为 人 们 探究 和 知晓 ,但 事与愿违 ， 
疫 有 人 能 解释 引力 是 如 何 作 用 的 ， 这 种 力 的 物理 真实 性 从 未 得 以 
证 明 , 而 只 是 人 类 能 力 试 图 影响 这 种 力 的 一 个 科学 幻想 . 然而 , 由 
定量 定律 得 到 的 数学 结论 被 证 明 是 如 此 有 将， 以 致 于 这 种 方法 被 
认为 是 自然 科学 的 一 个 整体 部 分 。 科 学 所 做 的 就 是 牺牲 物理 上 的 
可 解释 性 而 得 到 数学 上 的 可 描述 性 和 可 预测 性 。 
17 世纪 的 成 就 常 被 概括 为 数学 物理 学 家 们 构造 了 一 个 僚 袖 
静 一 样 运转 的 力学 世界 。 当 然 ， 如 果 力 学 仅仅 是 指 通 过 和 作用 在 微 
粒 及 它们 的 延展 而 成 的 物体 上 的 力 ， 用 重 性 、 浮 性 、 共 振 和 前 而 
所 提 及 的 一 些 概念 解释 所 产生 的 运动 ,那么 ， 亚 里 士 多 德 及 中 世 
纪 的 科学 家 们 的 科学 也 是 力学 。 然 而 ,17 ERKA, THEBE 
尔 及 其 追随 者 , 接 弃 了 前 人 用 以 解释 运动 的 质量 多 元 性 的 假设 ,而 
将 力 限 定 为 物质 的 、 明 显 的 ， 搬出 一 个 物体 必须 有 重量 或 力 。 可 
以 称 这 种 和 牛顿 以 前 的 物理 学 为 物质 物理 学 ， 数 学 可 以 措 述 它 但 数 
学 不 是 根本 。 
牛顿 力学 和 他 以 前 的 力学 的 本 苇 不 同 不 只 在 于 引 人 了 数学 来 
描述 物体 的 状态 ， 数 学 对 物理 学 的 帮助 也 不 只 因为 它 是 一 种 更 方 
恒 、 更 简洁 、 更 清晰 、 更 普 记 的 语言 ， 而 是 因为 它 提供 了 最 基本 
的 概念 。 重 力 只 是 一 个 数学 符号 的 名 称 ， 同 理 在 牛顿 第 二 运动 定 
律 〈 瑟 一 ma， 力 等 于 质量 乘 以 加 速度 ) 中 , 力 可 以 是 使 物体 产生 扣 
速度 的 任何 东西 。 力 本 身 的 性 岳 在 物理 上 也 许 是 不 可 知 的 ， 因 此 
牛顿 谈 到 而 且 使 用 了 向 心力 和 离心 力 的 概念 ， 尽 管 他 并 不 知道 这 
些 力 的 机 制 。 
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在 生 顿 力学 中 甚至 质量 的 概念 也 是 虚构 的 。 确 切 而 音 ， 质 量 
是 物质 ， 而 物质 却 如 同 塞 继 尔 所 “证 明 ” 的 像 踢 一 块 石 头 RR 
实 。 对 生 顿 来 说 ， 质 量 最 基本 的 性 质 是 惯性 ， 其 意义 已 在 第 一 运 
动 定律 中 表述 ， 即 若 一 个 物体 处 于 静止 旦 不 受 力作 用 时 ， 它 将 继 
ERRE: 车 它 处 于 运动 状态 ， 则 它 将 作 匀 速 直线 运动 。 为 什 
么 是 直线 而 不 是 则 线 呢 ? 其 利 略 将 惯性 运动 理解 为 盟 线 运动 。 那 
么 ， 为 什么 会 是 勾 速 运动 呢 ? 如 果 没 有 力 的 人 必用， 物体 为 什么 总 
保持 静止 或 做 匀速 运动 ? 惯性 是 一 个 虚构 的 概念 , 并 非 实 验 事实 ， 
质量 不 可 跟 所 有 的 力 分 开 。 和 牛顿 运动 定律 中 唯一 具有 物理 真实 性 
的 部 分 大 加 速度 ， 我 们 可 以 观察 并 度量 出 物体 加 速度 的 大 小 。 

但 牛顿 终于 放弃 了 物理 的 解释 ， 他 用 数学 概念 及 量化 了 的 公 
式 ， 还 有 能 导 至 公式 的 数学 推导 重 锋 了 整个 17 世纪 的 物理 学 “。 
牛顿 的 光辉 业绩 时 现 给 人 类 一 个 如 新 的 世界 秩序 , 和 一 个 用 一 套 
普遍 的 ， 仅 用 数学 表述 的 物理 原理 控制 的 宇宙 。 这 是 一 个 包括 了 
石头 干 落 、 海 洋 潮 沙 、 行 星 及 其 卫星 运动 、 芷 星 挑战 性 的 大 尾巴 
以 及 恒星 辉煌 庄严 的 运动 的 宏大 的 规划 。 和 牛顿 这 个 规划 使 世人 折 
腿 ， 自 然 界 是 依 数学 设计 的 ， 自 然 界 的 真正 定律 即 数学 。 牛 顿 的 
《原理 》 是 物理 解释 的 莫 志 铬 。 拉 普 拉 斯 曾 说 过 , 牛顿 是 最 幸运 的 
人 ， 因 为 只 有 一 个 宇宙 ， 而 他 成 功 地 发 现 了 它 的 定律 。 

在 18 世纪 , 数学 家 们 , 疝 时 也 是 伟大 的 科学 家 们 继承 了 牛顿 
的 想法 , 拉 格 朗 日 的 《分 析 力 学 }(1788 年 ) 可 视 作 是 牛顿 数学 方 
法 的 烘 范 。 在 这 本 书 中 ， 力 学 完全 数学 化 地 处 理 ， 与 物理 过 程 无 
ERKA. FXE, PEURA Op, EE EJLA EE E 
不 需要 。 牛 琶 力 学 和 天 文学 的 方法 ， 也 被 用 于 处 理 物 理学 一 些 较 
新 的 分 支 ， 如 流体 力学 ， 弹 性 力学 和 电磁 学 .定量 的 、 数 学 化 的 
方法 构成 了 科学 的 本 项 ， 真 理 大 多 存在 于 数学 之 中 。 

17 让 纪 的 产道 者 们 借助 于 数学 措 述 进行 研究 , 发 现 了 一 个 量 
化 了 的 世界 。 他 们 将 物理 世界 的 具体 事物 转换 成 数学 公式 ， 从 而 




















* EOP E, PMS HMR. ATRL RRS HERS 


Fi ”科学 的 数学 化 51 





留 给 后 人 一 个 数学 的 、 定 量 的 世界 ， 这 就 是 繁荣 至 今 的 自然 的 数 
学 化 的 开始 。 MAER + SEAR E James Jeans) 在 《神奇 世 
界 》(1930 年) 中 称 ;“ 宇 宙 的 伟大 建筑 师 现在 看 起 来 似乎 是 一 个 
纯粹 的 数学 家 ”时 ， 他 至 少 已 落后 于 时 代 两 个 世纪 。 
虽然 如 我 们 所 说 ， 单 纯 依 赖 于 不 被 物理 解释 记 支 持 的 数学 会 
式 ， 和 牛顿 也 颇 感 不 安 ， 但 他 不 仅 竭 力 提 倡 他 的 关于 自然 哲学 Ø 
理学 ) 的 数学 原理 , 向 日 确 信 其 是 他 所 描述 的 现象 的 真正 解释 . 他 
为 何 有 这 种 信念 呢 ? 原因 是 ， 正 如 他 那个 时 代 的 所 有 数学 家 和 科 
SR, PRU Li MMA SS RMS. RR 
服 力 的 是 牛顿 在 《光学 》Q704 年 ) 中 ， G% EREA SHER 
造 者 而 存在 的 一 段 经 典 论 述 ， 
自然 新 学 的 主要 任务 是 不 作 康 顶 假 说 而 从 现象 
来 讨论 问题 ， 并 从 结果 中 导出 其 原因 ， 直 到 我 们 找 
到 第 一 个 原因 为 止 ,而 这 原因 一 定 不 是 机 械 的 。…… 
在 几乎 室 无 一 物 的 地 方 有 些 什 么 ?了 六 阳 和 行星 之 间 
既 无 稠密 物质 ， 它 们 何以 相互 吸引 ? 何以 自然 界 不 
ERLE, 而 我 们 在 宇宙 中 看 到 的 一 切 秩 序 和 美 
英 又 从 和 何 而 于 ?出 现在 星 的 目的 何在 ， 并 上 且 何 以 行 
星 都 是 一 样 在 同心 的 轨道 上 运动 ， 是 什么 在 阻止 一 
颗 星 下 落 到 另 一 颗 的 上 面 ? 动物 的 身体 怎么 会 道 得 
如 此 巧 赵 ,它们 的 各 个 部 分 各自 为 了 哪些 目的 而 设 ? 
没有 光学 的 技巧 , 是 否 能 道 出 眼睛 , 没有 声学 知识 ， 
是 否 能 造 出 耳朵? 身体 的 运动 怎样 依从 意志 的 支配 ， 
而 动物 的 本 能 又 从 何 而 来 ? eee 这 些 事情 都 是 这 样 
并 井 有 人 条， 所 以 从 现象 来 看 ， 是 否 好 像 有 一 位 没有 
wea eH. BPR. DETERE, 他 
在 无 限 空间 中 ， 像 在 他 的 感觉 中 一 样 ， 仿 佛 素 切 好 
看 到 形形色色 的 事物 本 身 ， 深 肇 地 理解 并 全 面 地 领 
会 它们 ， 因 为 事物 就 直接 呈现 在 他 的 面前 ? 
在 他 的 《原理 》 第 三 版 中 ， 牛 顿 目 答 了 他 自己 的 问题 ， 
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太阳 、 行 星 和 替 星 这 个 最 美丽 的 系统 只 能 开始 
于 一 个 有 智慧 、 有 -能 方 的 人 的 圣 间 和 支配 。…… 这 
个 人 统治 了 天 下 万 物 ， 他 不 仅 是 世界 的 灵魂 ， 而 且 
OWES. 
牛顿 也 确信 ， 上 党 是 一 个 全 能 的 数学 家 和 物理 学 家 。 他 在 一 
封 1692 年 12 月 10 日 给 理 查 德 ， 本 特 利 的 信 中 写 道 ; 
为 了 形成 (宇宙) 系统 及 其 全 部 运动 ， 训 得 有 
这 样 一 个 原因 ， 它 了 解 并 且 比 较 过 太阳 、 行 星 和 卫 
星 等 各 天 体 中 的 质量 以 及 由 此 确定 的 重力 ， 也 了 解 
和 比较 过 各 个 行星 与 太阳 的 距离 ,各 个 卫星 与 土星 、 
木星 和 和 地球 的 中 离 ， 以 及 这 些 行星 和 卫星 围绕 该 些 
中 心 体 中 所 售 的 质量 运转 的 速度 。 要 在 善 别 如 此 巨 
大 的 天 体 之 问 比 较 和 协调 所 有 该 一 苞 ， 可 见 那 个 原 
因 决 不 是 言 目的 和 偶然 的 ， 而 是 非常 精通 为 掌 和 几 
何 学 的 。 
科学 将 揭 开 上 帝 瘤 煌 设计 的 秘密 ， 牛 顿 在 给 本 特 利 的 同一 信 
中 开头 如 此 表达 自己 的 观点 :“ 在 我 撰写 关于 我 们 系统 〈 译 注 : 指 
太阳 系 ) 的 著作 (译注: 指 《原理 》) 时 ， 我 曾 着 眼 于 这 样 一 些 原 
理 ， 用 这 些 原 理 也 许 能 使 深思 熟 虑 的 人 们 相信 上 帝 的 存在 ; 而 当 
我 看 到 它 对 这 个 朋 的 有 用 寺 ， 可 以 说 没有 别 的 什么 东西 能 使 我 更 
加 高 兴 的 了 。” 和 牛顿 还 有 许多 类 侯 这 样 的 信件 。 
牛顿 对 宗教 的 兴趣 是 他 进行 数学 和 科学 研究 的 趴 正 动力 。 他 
相信 和 基督教 的 教义 就 是 上 帝 的 启示 ， 上 党 是 所 有 自然 力 和 万 事 万 
物 存在 与 发 生 的 原因 ， 神 的 意志 、 引 导 、 控 制 无 所 不 在 。 从 他 青 
年 时代 开始 ,牛顿 就 做 过 严格 的 有 关 宗 教 方面 的 研究 和 解释 工作 ， 
他 的 后 半生 也 全 部 献 给 了 神学 。 在 他 的 著作 《对 丹尼尔 的 预言 和 
圣 约 得 的 启示 录 的 观察 》(1733 年 ) 和 《古代 王国 编 年 史 修 订 本 》 
残存 的 数 百 页 手稿 中 ， 他 试图 确定 《圣经 》 事件 年 表 。 虽 然 科 学 
研究 本 身 就 是 要 从 神秘 和 超自然 中 解放 出 来 ,但 牛顿 认为 科学 也 
是 崇拜 上 帝 的 一 种 形式 。 牛 顿 为 自己 的 工作 揭示 了 无 所 不 在 的 上 
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科学 成 就 ， 因 为 后 者 只 不 过 是 展示 了 .上帝 对 字 密 的 设计 而 已 。 估 
经 常 为 自己 那 艰 难 有 时 营 至 是 枯燥 的 工作 办 护 ， 因 为 这 些 工 作 通 
过 提供 上 帝 安 排 宇宙 秩序 的 证 据 支持 了 宗教 、 他 就 像 兰 读 《 圣 
经 ?》 一 样 氏 诚 地 工作 。 上 帝 的 智 莫 可 以 通过 展示 宇宙 的 结构 而 被 
证 明 ， 上 帝 也 是 天 下 万 种 发 生 的 原状， 奇迹 只 是 上 帝 常规 活动 之 
外 的 即兴 创作 。 上 帝 偶 尔 也 必须 修正 一 些小 纶 泼 ， 正 如 钟表 匠 修 
理 钟表 那样 。 

上 帝 设计 了 字 宙 ， 数 学 和 科学 的 作用 是 揭示 这 些 设计 ， 如 果 
这 一 信念 还 须 加 强 ， 那 么 这 一 工作 已 由 半 布 尼 落 (Gottfried Wil- 
helm Leibniz) XHM. (QB ERE, 莱 布 尼 蒋 主要 是 个 哲学 家 ， 
ESTEE, Ae. RS. WE, ERA, AR. SP CA 
A) aR aR SY. Ea, ST Be Be 
教 使 命 ， 科 学 家 们 有 义务 去 肩负 之 。 在 1699 年 或 1700 年 的 一 对 
没 署名 日 期 的 信 中 全 与 道 :“ 在 我 看 来 ,整个 人 类 的 首要 追求 目标 
应 该 是 理解 和 发 展 上 帝 所 创造 的 奇迹 ， 这 也 是 上 帝 网 给 人 类 地 球 
这 个 帝国 的 原因 。” 

在 《 神 正 论 》(1710 年 中 , AERA E TERR Aba 
一 些 类 做 的 想 锥 ， 即 上 帝 是 位 伟大 的 智者 ， 正 是 好 创造 了 这 个 精 
心 设计 的 世界 。 葬 布 尼 蔬 对 现实 世 罚 和 数学 世界 的 和 谐 ， 以 及 对 
数学 在 现实 世界 适用 性 的 最 答辩 护 是 ， 上 帝 与 世界 是 统 -- 的 ， 因 
为 上 帝 已 精心 计算 在 先 , 所 以 世界 就 是 如 此 , 数学 与 自然 之 间 , 有 
一 种 先天 的 默契 。 宇 宙 是 尽 善 扩 美 的 ， 是 所 有 可 能 有 的 批 界 中 最 
SHA, MAREN BART CHR. 

真正 的 知识 在 我 们 头脑 中 是 与 生 俱 来 的 ， 尽 管 不 是 如 柏拉图 
所 说 ， 是 先 验 存在 的 。 感 觉 永 远 不 能 教 给 我 们 诸如 上 帝 存 在 ， 或 
所 有 直角 都 相等 之 类 最 起 码 的 真理 。 因 此， 数学 的 公理 是 先天 存 
在 的 真理 ， 正 如 它 是 力学 和 光学 等 推理 科学 中 的 基本 原理 -一样 。 
“为 了 确定 被 感知 的 事物 ， 感 党 不 可 或 缺 ， 同 样 ， 为 了 确定 事实 ， 
实验 不 可 或 铀 。---…- 但 证 明 的 力 景 在 于 理性 的 概念 和 真理 ， 只 有 
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它们 能 使 我 们 识别 件 么 是 必需 的 。……- ” 

TERA eS Le eM ar. RIL ARE 
述 。 但 有 点 像 笛 卡尔 ， 全 的 贡献 是 技术 性 的 。 他 在 微 积 分 及 微分 
方程 创立 之 初 所 散 的 工作 ， 还 有 他 对 某 些 新 出 现 的 概念 一 一 如 我 
们 今天 称 之 为 动能 一 一 的 重要 性 的 确认 ， 剖 是 第 一 流 的 。 但 菜 布 
尼 著 没有 贡 黄 任 何 新 的 关于 自然 的 根本 性 法 则 ， 便 是 他 的 以 数学 
为 基础 的 科学 哲学 认为 , 在 激励 人 们 寻求 真理 时 , 数学 最 为 重要 。 

18 世纪 的 人 们 极 大 地 发 展 了 数学 和 数学 科学 , 使 有 知识 的 人 
稿 依 ， 数 学 和 科学 中 的 数学 定律 是 真理 ， 重 他 们 的 工作 大 部 分 是 
前 人 工作 的 延 伟 。 贝 努 利 家 族 ， 尤 其 是 钴 姆 斯 ， 贝 努 利 (James 
Bernoulli}, Base e USE] ohn Bernoulli) Re STA 
尔 + 贝 努 利 (Daniel Beroul, WARG EAR. ARH. 
拉 普 拉 斯 及 其 他 许多 人 继续 对 自然 进行 数学 探索 ， 他 们 都 对 微 积 
分 的 技巧 有 所 发 展 ， 并 创建 了 一 些 全 新 的 数学 分 支 ， 如 常 微分 方 
程 、 仿 微分 方程 、 微 分 几何 ， 变 分 法 、 无 穷 级 数 及 复 变 函数 。 这 
些 学 科 本 身 不 仅 被 作为 真理 接受 ,而 且 为 探索 大 自然 提供 了 更 加 
AAU, EEIE 1741 年 所 言 ;:“ 数 学 的 用 处 ， 通 常 认为 
是 其 基础 部 分 ， 伯 数学 的 用 处 ， 不 仪 不 章 于 较 高 深 的 数学 ， 而且 
事实 上 ， 科 学 越 向 纵深 发 展 ， 数 学 的 作用 就 越 显著 。” 

数学 研究 的 目的 在 于 获得 更 多 的 自然 规律 ， 更 帝 刻 地 了 解 目 
然 的 设计 。 为 了 继续 牛顿 描述 和 预言 天 体 运 动 的 工作 ， 人 们 在 天 
文学 上 所 做 的 努力 最 多 。 牛顿 的 主要 理论 , 即行 星 的 轨 计 是 椭圆 ， 
失当 天 空中 局 有 太阳 和 一 颗 行 星 时 才 正 确 ， 他 对 此 也 很 清楚 。 但 
在 牛顿 时 代 和 几乎 整个 18 世纪 ， 人们 已 得 知 有 6 TE, 每 一 颗 
AT STP aR eS MARRS. BE, EFE, 
地 球 、 木星 、 土 星 均 有 卫星 ,因此 椭圆 形 轨 道 会 受到 干扰 。 闭 么 ， 
真正 的 转 道 你 是 什么 呢 ? 所 有 18 世纪 的 伟 太 数学 家 们 都 在 考虑 这 
个 问题 。 

问题 的 关键 在 于 三 个 物体 之 间 相 互 有 引力 作用 。 如 有 果 能 够 设 
计 某 种 方法 以 测定 第 三 个 物体 的 干扰 作用 ， 那 么 这 种 方法 也 同样 
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适用 于 第 四 个 物体 , 并 可 恢 此 类 推 下 去 。 然而 , 即使 到 了 今天 , 就 
算是 三 个 物体 运动 的 … 释 问题 也 还 没有 确切 的 解答 ， 不 过 ， 人 们 
已 经 设计 出 近似 程度 越 来 越 好 的 方法 。 

即便 是 采用 了 近似 的 方法 ，18 世纪 的 成 就 仍然 是 令 人 瞩 嫩 
的 。 克 药 洛 《Alexis-Claude Clairaut) 对 哈雷 在 性 回归 的 预言 证 明 
了 数学 工作 在 天 文学 上 的 精确 性 ,这 是 最 富有 戏剧 性 的 论据 之 一 。 
有 好 几 个 人 都 曾 观测 过 这 颗 彗 星 ,哈雷 在 1682 年 曾 试图 测定 出 它 
的 轨道 ， 他 预言 说 这 晒 赴 性 将 于 1758 年 返回 。1758 年 11 月 14 
日 ,在 巴黎 科学 院 的 一 次 会 议 上 , THEA SEF 1759 
年 4 月 中 名和 返回 到 它 的 近 月 点 ,可 能 的 误差 是 30 天 , PRB 
预料 的 早 到 了 一 个 月 ， 一 个 月 的 误 关 似乎 很 天 .但 是 人 们 最 多 只 
能 在 几 天 中 看 到 ， 而 且 这 晒 赵 星 77 年 才能 见 到 一 次 。 

天 文学 中 一 辉煌 的 成 就 应 归功 于 拉 格 朗 日 和 拉 普 拉 斯 的 工 
作 。 大 们 观测 到 月 球 和 行星 的 运动 不 很 规则 ， 这 些 不 规则 的 运动 
可 能 意味 着 行星 将 越 来 越 才 离 太 阳 或 是 移 向 太阳 。 拉 格 朗 日 和 拉 
普 拉 斯 证 明了 ， 人 人 们 所 观测 到 的 木星 和 土星 速度 的 不 规则 是 周期 
性 变化 的 ， 因 而 它们 的 运动 基本 于 是 稳定 的 。 这 个 世纪 的 天 文学 
工作 都 收录 在 拉 普 拉 斯 恢宏 的 科学 巨著 《天 体力 学 》 中 ， 这 本 书 
在 1799 到 1825 年 间 共 出 版 了 五 卷 。 

拉 普 拉 斯 实际 上 将 他 的 全 部 生命 献 给 本 天文学， 他 将 他 所 涉 
狂 的 每 一 个 数学 分 支 都 应 用 于 天 文学 .众所周知 的 一 个 事实 是 ,他 
在 他 的 著作 中 经 常 省 略 一 些 困 难 的 数学 步 又 ， 并 且说 :，“ 易 知 
terane ”这 说 明 他 实际 上 对 数学 细节 并 无 耐心 ,而 只 管 应 用 。 他 对 
数学 的 许多 基本 贡献 只 是 他 在 自然 科学 的 伟 天 工作 中 的 副产品 ， 
而 由 别人 发 展 起 来 的 。 

同样 为 人 们 所 津津 乐 道 呈 富有 戏剧 性 的 是 海王 星 的 发 现 。 虽 
然 海王 星 迟 至 1846 年 才 发 现 ， 但 是 这 一 发 观 都 是 建立 在 18 世纪 
数学 工作 的 基础 之 上 的 。1781 年 , BPE CWilliam Herscher) iÑ 
过 一 个 大 功率 的 新 式 望 远 镑 发 现 了 天 王 星 ， 但 是 天 王 星 的 轨迹 与 
和 大 们 所 预测 的 并 不 相符 。 于 是 , Wt (Alexis Bourard 提出 这 




















56 数学 ， 确定 性 的 丧失 





样 一 个 假想 : 还 有 一 颗 未 知 的 行星 在 干扰 着 天 王 星 的 运动 。 人 们 
通过 观测 和 计算 这 栖 未 知行 星 可 能 的 大 小 和 轨迹 ， 以 试图 确定 这 
颗 行 星 的 位 置 。1845 年 ， 亚 当 斯 John Couch Adams)， 剑 桥 大 
学 的 一 个 26 岁 的 学 生 , 对 这 上 颗 假想 的 行星 的 质量 、 位 置 及 轨道 收 
了 详细 的 估算 。 当 得 知 这 一 工作 时 , 格林 威 治 皇家 天 文 台 台 长 , 著 
SAYS] (George Airy) BAS CAPER. 但 是 另外 一 位 年 轻 
的 天 文学 家 、 法 国 的 列 维 利 尔 〔〈Urhain J. J. Leverrier) 也 独立 地 
推出 了 和 亚当 斯 相同 的 结论 ， 并 给 德国 天 文学 家 加 勒 _ (Johann 
Galle) 寄 去 了 一 套 如 何 找到 这 颗 行 星 的 位 置 的 说 明 。 加 勒 于 1846 
年 9 月 23 日 收 到 了 这 份 资料 并 于 当天 晚上 发 现 了 海王 星 , 其 方位 
与 列 维 利 尔 预测 的 仅 差 55 分 .在 预测 能 够 精确 到 万 分 之 一 的 情况 
下 ， 对 于 使 这 种 惊人 的 预测 成 为 可 能 的 天 文学 理论 ， 谁 又 会 怀疑 
它 的 真实 性 呢 ? 

除了 天 文学 以 外 ， 光 学 这 门 学 科 甚 至 在 古 希 工时 代 就 已 经 部 
分 数学 化 了 217 世纪 早期 显微镜 和 望远镜 的 发 明 根 大 地 激发 了 人 
们 研究 光学 的 兴趣 ， 并 且 像 古 希 腊 时 代 一 样 ，17、18 世纪 的 每 一 
位 数学 家 都 致力 于 这 一 领域 的 研究 。 在 17 HARA ER 
已 经 发 现 了 托 勤 密 求 而 无 获 的 光 折 射 定律 : 光 通 过 突然 改变 的 介 
质 时 ， 如 从 空 气 到 水 ， See ARS. FR Olaus 
Roemer) 注意 到 光速 是 有 限 的 , TE POUR ERSTE RT 
有 颜色 的 光 的 混合 物 。 这 两 个 事实 极 大 地 激发 了 人 人 们 对 光学 的 兴 
趣 。 牛顿 在 《省 学 》(1704 年 ) 一 书 中 大 力 提倡 这 门 学 科 并 将 其 归 
功 于 显微镜 与 望远镜 的 改进 。 在 这 里 , 数学 仍然 是 主要 的 工具 , 而 
欧 拉 关于 光学 的 一 部 三 卷 著 作 则 是 另外 一 个 里 程 碑 。 

但 光 的 物理 本 质 却 一 点 也 不 清楚 。 和 牛顿 认为 光 是 一 种 微粒 的 
运动 , 惠 更 斯 则 认为 光 是 波 的 运动 , 虽然 并 不 是 通常 意义 的 波 . 而 
欧 拉 却 是 第 一 个 用 数学 处 理光 振动 并 得 出 光 的 运动 方程 的 人 。 他 
力主 光 的 波动 本 质 并 在 这 个 问题 上 成 为 唯一 反对 牛顿 的 人 。19 让 
纪 早 期 菲 涅 尔 CAugusfin-Jear Fresnel) 和 托马斯 ， 扬 〔Thomas 
Young) 的 工作 都 为 他 的 理论 作 了 辩护 。 但 是 光 的 本 质 即 便 在 那 时 
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也 没有 变 得 更 清楚 些 ， 数 学 定律 依然 占据 主导 地 位 。 现 在 被 人 们 
普遍 接受 的 光 理 论 、 电 磁 理 论 ， 在 那 时 离 诈 生还 有 50 Ee, 

18 世纪 时 ， 人们 还 开辟 了 一 些 新 的 研究 领域 ,并 旦 至 少 取得 
了 部 分 成 功 。 第 一 个 就 是 乐音 的 数学 描述 和 分 析 。 这 一 过 程 颇 为 
TE. Bee te. HO, He ae eH 
BRIG. ER. WA. GAM DUAR, RAMAH. E 
By TR. (Ae AT SCE TIN. SPE TT PE 
分 歧 ,直到 19 th ee ES RI BARR. 
RSM, Æ 18 世纪, SAMRAT A KATIE. 我 
们 现在 知道 ， 每 个 乐音 者 是 基 音 和 泛音 组 成 ， 泛音 的 频率 ， 用 音 
乐 术语 来 讲 就 是 音 高 ,都 旦 基 音 频率 的 整数 倍 , 这 些 已 在 18 tha 
大 师 们 的 著作 中 明确 指出 , 在 今天 的 录音 及 播放 设备 , 如 电话 , 电 
唱机 、 收 音 机 和 电视 机 的 设计 中 带 是 最 基本 的 知识 。 

还 有 一 个 数学 物理 的 分 支 至 少 也 是 起 源 于 18 世纪 , 即 对 流体 
(气体 或 液体 ) 及 流体 中 物体 运动 的 研究 .牛顿 考虑 过 这 样 的 问题 : 
一 个 物体 欲 在 流体 中 以 最 小 的 阻力 前 进 , 应 当 取 什么 样 的 形状 ?在 
丹尼尔 。 贝 努 利 的 葛 基 性 著作 《流体 动力 学 》 (1738 年 ) 中 , 他 磊 
便 提 及 ， 这 个 理论 可 用 于 描述 人 体 动脉 和 静脉 中 血液 的 流动 。 随 
后 , 欧 拉 的 一 篇 重要 文章 (1755 年 ) ,推导 出 了 可 压缩 流体 的 运动 
方程 。 他 写 道 ; 

wR RAGA GEMS AK KB oh G EE 

知识 ， 那 么 归结 其 原因 ， 并 非 因 为 我 们 对 才学 或 对 

已 知 的 运动 原理 认识 不 足 ， 而 是 因为 ORF) 分 析 

本 身 彰 弃 了 我 们 ， 因 为 所 有 的 流体 运动 理论 已 经 归 

持 王 分 村 分 式 的 求解 了 。 
事实 上 , 流体 理论 比 欧 拉 想 象 的 要 复杂 得 多 ,以 后 的 70 年 ， 又 增 
加 了 许 凶 知识 。 比 方 说 ， 欧 拉 忽 视 了 粘 (水 是 无 精 流 体 , 但 油 ， 
则 有 些 粘性 , 因而 流 得 缓慢 )。 然 而 、 可 以 说 , 欧 拉 创立 了 可 用 于 
船舶 和 飞机 运动 的 流体 力学 。 

大 自然 是 数学 化 的 ， 而 上 党 肯定 是 志 间 万 事 万 物 的 设计 者 
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是 最 有 效 的 设计 者 , 对 这 种 观点 ,如 果 说 18 世纪 的 人 还 需 什 么 另 
外 的 佐证 处 ， 他 信 已 在 其 他 的 数学 发 现 中 找到 。 海 伦 证 明了 《 见 
第 一 童 } 光 经 过 一 面 镜 子 的 反射 ,从 忆 点 至 @ 点 遵循 最 短 的 路 线 ， 
因为 区 在 此 以 匀速 运动 ， 所 以 最 短 距 离 即 最 少时 间 。 

17 世纪 的 费 马 《Pierre de Fermat) 作 汶 数学 巨 车 之 一 , 在 相 
当 有 限 的 事实 基础 上 ,证 明了 他 的 最 少时 间 原 理 , 该 原理 认为 , 光 
在 从 一 点 到 另 一 点 的 过 程 中 ， 总 是 选择 所 需 时 间 最 短 的 路 径 ， 显 
然 上 帝 不 仅 让 光 服 从 数学 定律 ， 还 让 其 遵循 最 短路 径 。 当 费 马 成 
基地 从 中 奈 尔 和 笛 卡 尔 先 前 发 现 的 光 的 折射 定律 中 得 到 这 一 原理 
时 ， 他 您 发 相信 他 的 原理 的 正确 性 了 。 

到 18 世纪 初 , 数 学 家 们 对 自然 界 总 试图 将 某 些 重要 量 取 成 极 
太 或 航 小 值 这 一 事实 有 了 一 些 很 鲜明 的 实例 。 囊 更 斯 起 初 也 反对 
费 马 的 原理 ， 他 认为 费 马 原 理 不 能 解释 光 在 连续 变化 的 介质 中 传 
播 时 的 现象 。 但 甚至 牛顿 第 一 运动 定律 ， 即 一 个 运动 的 ， 不 受 任 
何 力 于 挑 的 物体 ， 将 作 直 线 GEER) 运动 ， 也 是 自然 界 力图 
节约 的 范例 。 

18 世纪 的 人 人们 确信 : 因为 一 个 完美 的 址 界 不 能 容 抱 浪费 ， 所 
以 自然 的 作用 应 该 是 剃 间 最 少 即 能 达到 目的 ， 于 是 ， 一 个 寻找 普 
遍 原 理 的 工作 开始 了 。 些 种 原理 的 第 一 个 公式 由 莫 帕 图 伊 斯 
(Pierre-Louis Moreau de Maupertuis) 提出 。 他 主要 是 一 个 数学 
家 ， 曾 率领 一 支 探险 队 到 拉 普 兰 地 区 挪威、 瑞典 、 苏 兰 和 前 落 
联 各 国 靠近 北 被 的 地 带 ) 丈量 沿 着 子午 线 一 度 的 长 度 。 他 的 测量 
显示 了 地 球 确 如 和 牛 罩 和 惠 更 斯 通过 理论 证 明 得 到 的 那样 ， 其 两 航 
ZRH. ROE PME T J+ PEE Jean-Dominique 
Cassini) REFERS Jacques) 相反 的 论调 。 莫 由 图 伊 斯 困 此 得 
了 个 绰号 叫 “ 弄 平地 球 的 人 ”, 或 者 像 忧 尔 泰 所 说 的 , A EEE dh 
BRAK PE. 

1744 年 ， 在 进行 光 的 理论 的 研究 时 ， 莫 由 图 依 斯 在 他 题 为 
《迄今 为 止 看 起 来 似乎 不 相等 的 自然 界 不 同 法 则 的 协调 性 ?的 论文 
中 提出 其 著名 的 最 小 作用 原理 。 他 从 费 马 的 原理 出 发 ， 但 考虑 到 
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当时 的 一 些 不 同 见 解 ， 如 光 在 水 中 的 速度 是 否 比 在 空气 中 大 O 
卡尔 和 牛顿 的 观点 )， 或 者 比 在 空气 中 小 〈 费 马 的 观点 )， 握 弈 了 
最 少时 间 说 法 而 代 之 以 作 有 嵌 的 概念 。 葛 帕 图 伊 斯 认 为 ， 作 用 是 质 
量 , 速度 及 所 经 距离 乘积 的 积分 《在 微 积分 的 意义 上 )， 而 自然 界 
的 枉 何 改变 都 是 要 使 作用 最 小 。 划 帕 图 伊 斯 多 少 有 点 糊涂 ， 因 为 
他 没有 规定 乘积 是 在 什么 时 间 区 间 上 取 的 ， 又 因为 他 在 光学 和 革 
些 力学 问题 的 每 个 应 用 中 对 作用 赋 以 不 同 的 意义 。 

虽然 蔓 帕 图 伊 斯 有 一 些 物理 实例 来 支持 他 的 原理 ， 但 他 提倡 
这 个 原理 还 是 出 于 宗教 理由 。 物 质 行为 的 各 种 规律 应 只 有 上 帝 创 
造 的 完美 性 ， 而 最 小 作用 原理 似乎 满足 这 一 准则 ， 因 为 这 个 原理 
显示 出 自然 界 是 经 济 的 。 莫 帆 图 仇 斯 宣称 他 的 原理 是 自然 界 的 普 
站 规律 ， 是 上 帝 存 在 和 她 富 于 智慧 的 第 一 个 科学 明证 。 

欧 拉 ， 是 18 世纪 最 伟大 的 数学 家 ， 在 1740 年 至 1744 年 间 ， 
他 一 直 就 这 个 话题 与 莫 帕 图 伊 斯 通 信 。 他 竺 同 后 者 的 观点 ， 即 上 
帝 根据 某 种 基本 原理 建造 广 字 出 ， 这 种 原理 的 存在 即 证 明了 上 帝 
的 能 力 。 他 用 这 样 的 话 来 表述 他 的 坚信 不 疑 ; “宇宙 的 结构 是 最 完 
2M. EE- MRAR BHOR HARE. BW. WREE p 
极 大 或 极 小 的 法 则 ， 那 就 根本 不 会 发 生 任 何事 情 ,” 

欧 拉 的 观点 比 莫 由 图 伊 斯 更 进 了 一 步 。 欧 拉 认 为 所 有 自然 现 
象 之 所 以 表现 如 此 ,是 因为 它们 要 使 某 些 函数 达到 极 太 或 极 小 , 因 
而 ， 基 本 的 物理 原理 诬 包 括 达 到 极 上 大 或 棚 小 的 函数 。 无 疑 ， 上 帝 
这 位 数学 家 比 16、17 让 纪 人 们 所 称 领 的 更 为 英明 , 欧 拉 的 宗教 信 
恒 还 使 他 和 确信， 上帝 赋 了 予 人 类 的 使 命 是 运用 人 类 自身 的 才能 去 理 
解 她 的 法 则 ， 自 然 之 书 已 经 打开 展现 在 我 们 面前 . 但 它 是 用 我 们 
一 时 半 会 不 能 理解 的 语言 写成 的 ， 只 有 用 妇 力 、 热 爱 、 坚 忍 和 和 钻 
WARE. 这 种 语言 便 是 数学 。 因 为 我 们 的 这 个 世界 是 最 好 的 ， 
所 以 其 法 刚 也 应 是 最 好 的 。 

最 小 作用 原理 是 由 拉 格 朗 用 阐明 并 推广 的 。 作 上 腻 成 为 基本 能 
Hh, 从 这 个 基本 淹 理 出 发 , 可 以 推导 出 更 多 的 力学 问题 的 解答 , 这 
个 原理 成 了 变 分 法 (由 拉 格 朗 日 在 欧 拉 所 作 初 步 工 作 的 基础 上 创 
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立 的 一 个 新 的 数学 分 支 ) 这 门 学 科 的 核心 。 英 国 的 “牛顿 第 一 ”， 
哈密 尔 顿 (Wiliam R. Hamilton) 对 这 个 原理 作 了 更 进一步 的 推 
广 ， 邻 天， 其 是 力学 中 最 宣 内 润 的 原理 ， 同 时 也 成 为 物理 学 其 他 
分 支 中 类 似 的 原理 ， 称 为 变 分 原理 的 范例 。 然 而 我 们 应 知道 ， 到 
哈密 尔 顿 时 代 ， 莫 帕 图 伊 斯 和 欧 拉 关于 上 帝 设计 宇宙 和 甬 合 了 最 小 
作用 原理 的 推 斯 已 被 握 弃 ， 一 些 征兆 表明 在 解释 该 原理 意义 时 已 
发 生 了 某 种 改变 。 伏 尔 泰 在 《 阿 卡 基 亚 博士 的 历史 》 一 书 中 嘲弄 
了 这 种 证 明 上 帝 存在 的 论点 。 然 而 ，18 世纪 的 人 人 们 还 是 坚信 这 样 
一 个 无 所 不 包 的 原理 只 可 能 意 际 着 世界 理所当然 地 是 由 上 帝 设计 
并 与 这 一 原理 相 殉 合 的 。 
数学 支配 一 切 ，18 世纪 最 伟大 的 智者 对 此 深信 不 疑 。 著名 的 
数学 家 丹尼斯 ， KS Denis Diderot), 编纂 《法国 大 百科 全 
书 》 的 主要 参与 者 ， 说 “世界 的 真正 体系 已 被 确认 ， 发 展 和 完善 
了 。.” 显 然 ， 自 然 法 则 就 是 数学 法 则 。 
拉 普 拉 斯 还 有 一 段 更 著名 的 论述 ， 
我 们 可 以 把 目前 的 字 宙 状态 着 作 是 军 宙 过 去 的 
结果 和 将 来 的 原 妈 。 如 果 一 个 有 理性 的 人 在 任何 时 
刻 都 知道 生物 界 的 一 切 为 受 所 有 生物 的 相互 位 置 ， 
What PLEA OHH, MARE 
ABEARKFRPREAN MAE REE NRT 
的 运动 。 对 他 来 说 ， 一 切 都 是 显然 的 ， 过 去 与 来 来 
都 将 呈现 在 他 眼前 。 
RRS - SURG William James) 在 《实用 主 闵 》 一 书 中 描述 
了 这 个 时 期 数学 家 们 的 态度 : 
当 最 初 数 学 级 、 还 辑 的 和 自然 的 统一 体 ， 最 裙 
的 定律 被 发 现时 ， 它 们 的 清晰 、 美 妙 和 简洁 深 深 地 
吸引 了 人 们 ,使 众人 相信 似乎 他 们 已 真正 成 功 地 读 
出 了 万 能 之 主 的 真正 思想 。 上 沉 的 心 营 发 出 秦 鸣 , 作 
为 对 演绎 法 的 回声 , 她 也 陷 人 对 圆锥 曲线 .平方 、 方 
` 根 和 上 比例 的 沉思 , 像 欧 几 里 得 那样 进行 几何 研究 ,她 
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为 行星 运动 确立 了 升 普 勒 定律 ， 她 使 落体 的 球 慰 与 
时 间 成 比例 地 增长 。 她 还 创造 了 正弦 定律 ， 使 光 在 
折射 时 遵循 。-…… 上 帝 构想 出 一 切 物 体 的 原型 ， 设 
计 出 它们 的 变 体 ， 而 当 我 们 重新 发 现 了 其 中 任何 一 
个 神奇 创作 时 ,也 就 是 说 我 们 理解 了 她 的 原始 本 意 。 


坚信 息 然 是 上 帝 依 据 数 学 设计 的 , 甚 鱼 在 许 中 也 得 到 了 反映 ， 
例如 . 约 登 福 ， 艾 迪生 (Joseph Addison) fi fh) (AR) PR 
这 : 


EER, 

BRAS. 

星 汉 灿烂 ， 
EXE UA BEM. 
AMARRE, H-H, 
把 她 有 力 的 圣 光 ， 

酒 向 四 看 和 八方 ， 

这 就 是 互 能 的 主 ， 功 德 辉煌 。 
所 有 的 行星 都 怡 守 规矩 ， 
在 它们 让 已 的 轨道 上 旋转 ， 
把 真理 传 到 每 一 寸土 地 上 。 


到 了 18 HAR, 数学 已 如 问 一 棵 和 根深蒂固 的 参天 大 树 , 扎根 


于 现实 之 中 已 有 两 干 年 之 深 , CRUE RARE TAR 
知识 体系 ， 无疑， 这 棵 大 树 将 水 远 生 存 下 去 。 
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RUR 第 一 场 灾难 : 真理 的 赤 失 


每 个 出 代 都 有 其 神话 ， 并 称 之 为 更 高 的 真理 。 
一 一 无 名 氏 


进入 19 世纪 , See FE UR RR: PA A AER 
RSH. POR IE MPEP fee Be F 
究 他 1807 年 的 手稿 ， 这 篇 手稿 后 来 并 人 了 他 的 经 典 著作 《 热 论 》 
(1822 年 )， 高 斯 (Gauss) 刚刚 发 表 了 他 的 《算术 研究 》《〈1801 
年 ?， 这 是 关于 数论 的 一 个 里 程 碑 ， 随 后 他 又 做 出 了 许多 的 贡献 ， 
为 他 赢得 了 数学 王子 的 雅称 ;高 斯 的 法 国 同行 柯 西 〈Augustin- 
Louis Cauchy) 在 他 1814 年 的 一 篇 论文 中 显露 出 趣 凡 的 才能 。 
通过 对 这 些 人 的 工作 的 简单 介绍 ,可 以 看 出 19 世纪 前 半 叶 在 
发 现 自然 设计 的 奥秘 的 过 程 中 取 组 了 巨大 进步 。 尽 管 高 斯 在 数学 
上 做 出 了 巨大 贡献 一 一 我 们 很 快 将 要 讨论 其 中 之 一 -一 担 他 把 大 
部 分 时 间 投 入 了 物理 学 研究 。 事 实 上 他 并 不 是 数学 教授 ， 在 将 近 
50 年 的 时 间 里 ， 便 一 直 担 任 天 文 学 教授 和 哥 廷 根 天 文 台 台 长 。 天 
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文学 占 去 了 他 的 绝 大 多 数 时 间 和 精力 ， 而 且 他 对 天 文学 的 兴趣 可 
追 测 到 他 在 1795—1798 年 在 哥 迁 和 根 求 学 的 时 候 。1801 年 他 获得 
了 他 的 第 一 项 令 人 瞩目 的 成 就 ， 那 年 ] At A Ay (Giuseppi 
Piazz) 发 现 了 小 行星 谷 神 星 .尽管 能 观察 到 的 时 间 只 有 几 个 星期 ， 
当时 年 仅 24 岁 的 高 斯 却 在 观察 中 运用 了 新 的 数学 方法 ,并 预言 了 
这 颗 行 星 的 轨 送 。 这 “年 的 年 底 的 观察 结果 与 高 斯 的 预言 十 分 接 
近 。1802 年 当 奥 怕 斯 (Wilhelm Olbers) 发 现 另 一 其 小 行星 智 神 
星 的 时 候 ， 高 斯 又 一 次 成 功 地 算出 了 它 的 轨迹 。 在 高 斯 的 主要 著 
作 之 一 《天 体 运 动 论 》(1809 年 ) 中 ,对 所 有 这 些 天 文学 方面 的 早 
期 工作 作 了 总 结 。 

Be. WRC CH. BHM TM. EE 
了 大 地 测量 学 , 并 由 此 产生 了 微分 几何 的 创造 性 思想 . TE 1830 年 
到 1840 年 间 对 理论 利 实验 磁 学 中 的 物理 研究 也 获得 了 巨大 的 成 
功 ， 他 创造 了 测量 地 球 磁 场 的 方法 。 麦 克 斯 书 (James Clerk 
Maxwell), 这 位 电磁 场 理 论 的 英 基 人 人 , 在 他 的 《电学 和 磁 学 论 》 中 
说 ， 高 斯 的 磁 学 研究 重新 构造 了 整个 科学 :使 用 的 工具 ， 观 察 的 
方法 及 对 结果 的 计算 。 高 斯 的 地 磁 学 论文 是 物理 研究 的 典范 。 为 
了 纪念 这 项 工作 ,磁场 的 单位 叫做 高 斯 。 

尽管 高 斯 和 韦伯 CWilhelm Weber) 并 没有 首创 电报 的 思想 ， 
《因为 在 此 之 前 甘 他 人 已 有 许多 尝试 }, 1833 年 他 们 却 设 计 了 一 个 
实用 的 装置 ， 能 使 指针 向 左 或 向 右 偏 转 ， 转 的 方向 依赖 于 导线 上 
电流 的 方向 ,这 只 是 高 斯 的 若干 发 明之 一 。 他 还 从 事 光 学 方面 的 
研究 ,这 是 一 项 自 欧 拉 时 代 以 来 就 一 直 被 忽略 的 学 科 。 他 在 
1838 一 1841 年 间 所 做 的 研究 莫 定 了 处 理光 学 问题 一 个 全 新 的 
基础 。 

19 世纪 在 数学 界 能 与 高 斯 匹敌 的 就 是 柯 西 了 , 兴趣 广泛 的 柯 
西数 学 论文 超过 700 舌 ， 数 量 上 仅 次 于 欧 拉 ， 按 现代 的 版 本 算是 
穆 整 26 卷 ， 涉 及 数学 的 所 有 分 支 。 他 是 复 变 卫 数论 见 第 七 章 ， 
SAR) 的 草 基 上 信 。 但 柯 西 投入 到 物理 问题 中 的 精力 至 少 与 投入 
到 数学 中 的 一 样 多 。1815 年 由 于 一 篇 关于 水 波 的 论文 使 他 获得 了 

















64 ; 数学 ， 确 定性 的 丧失 





法 国 科学 院 颂 发 的 一 项 奖 天 .在 小 棒 及 弹性 膜 (例如 金属 薄片 ) 的 
平衡 ， 弹 性 介质 中 的 波 等 方面 ， 他 都 写 出 了 奠基 性 的 著作 。 他 也 
是 数学 物理 这 一 -分支 的 创 妈 人。 他 从 事 于 由 非 涅 耳 创 建 的 光波 理 
论 的 研究 并 把 这 项 理论 扩展 到 光 的 分 解 各 偏振 领域 。 柯 西 是 一 流 
的 数学 物理 学 家 。 

虽然 情 立 叶 的 工作 与 高 斯 和 柯 西 并 不 完全 在 同一 领域 ,但 由 
于 他 为 数学 领域 热 的 传导 带 来 了 更 为 实质 性 的 进展 ， 因 此 他 的 工 
作 元 其 值得 -- 担 。 情 立 叶 把 这 一 学 科 看 作 字 宙 研 究 中 最 重要 的 一 
环 ， 因 为 对 地 球 内 部 的 热传导 的 研究 有 可 能 证 明 地 球 是 从 一 种 粹 
化 状态 冷却 凝固 而 形成 的 ,这 样 就 可 以 对 弛 球 的 年 零 做 一 些 估 计 。 
在 这 项 工作 过 程 中 他 发 展 了 无 穷 三 角 级 数 一 一 现在 称 为 傅立叶 级 
St 一 的 理论 ， 使 得 它 能 用 于 许多 其 他 的 应 用 数学 领域 中 。 对 他 
的 工作 无 论 用 什么 词 来 装 誉 都 是 不 过 分 的 。 

高 斯 、 柯 西 、 情 立 叶 以 及 其 他 数 百 人 的 成 就 似乎 成 了 不 容 反 
缀 的 明证 : 越 来 越 多 关于 自然 界 的 真理 正在 被 揭示 。 事 实 是 整个 
19 世纪 中 数学 巨人 们 一 直 在 沿 着 先 人 铺设 的 道路 前 进 , 创造 了 更 
为 有 力 的 数学 方法 并 把 它 成 功 地 麻 用 到 对 自然 界 的 进一步 探索 
中 。 他 们 吉 速 寻求 自然 界 的 数学 定律 ， 他 们 似乎 锌 这样 一 种 信念 
所 驱使 ， 他 们 就 是 神 派 来 揭示 上 帝 意 图 的 。 

恨 如 他 们 对 一 些 同 行 的 行为 稍 加 注意 ， 那 么 ， 也 许 他 们 会 对 
即将 面临 的 灾难 有 所 准备 。 培 根 早 就 在 他 的 《新 工具 》 (1620 年 ) 
中 写 道 : 








一 个 群体 的 观念 是 与 生 俱 来 的 ， 与 群体 和 种 族 
关系 甚 密 。 因 而 人 的 感觉 有 时 错误 地 被 当 作 事 物 的 
球 准 。 男 一 方面 ， 所 有 感觉 上 的 或 是 心智 上 的 领 司 
力 ， 依 赖 于 人 而 不 是 宇宙 。 而 人 的 心智 就 像 不 平坦 
的 镜面 ， 把 自己 的 性 质 转 赋 给 了 事物 。 交 线 原由 事 
WR, ATR Zh RH 
在 同一 部 著作 中 培根 倡议 几经 验 和 实验 作为 所 有 知识 的 基础 ， 他 
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推理 建立 起 来 的 公理 不 足以 产生 新 的 发 沈 ， 因 
为 自然 界 的 奥秘 远 胜 过 推理 的 奥秘 。 
是 什么 导致 了 上 帝 在 设计 字 宙 中 作用 的 削弱 ， 即 使 是 最 忠实 的 信 
秆 也 会 无 意 地 在 这 个 问题 上 发 生 分 歧 ， 

哥 白 尼 ， 开 普 勒 都 将 他 们 的 日 心 说 理论 看 作 是 上 帝 的 数学 智 
车 的 明证 ,但 它 却 是 与 《< 圣经》 中 人 的 重要 性 相 冲 窒 的 。 佑 利 赂 、 
HLH (Robert Boyle)、 和 牛顿 坚持 说 他 们 进行 科学 研究 的 目的 在 
子 证 明 上 帝 的 意图 和 存在 ,但 实际 上 和 他们 的 工作 中 其 少 涉 扩 上 帝 。 
事实 上 伽利略 在 他 的 一 封 信 中 说 道 :” 对 我 来 说 从 来 没有 任何 关于 
《圣经 》 的 直接 讨论 , 以 前 从 来 没有 哪个 天 文学 家 或 科学 家 像 我 这 
ET” HR, 正如 我 们 所 着 到 的 那样 , 伽利略 是 相信 上 帝 的 数 
学 设计 的 ,他 之 所 以 这 样 说 只 是 为 六 说 明 在 解释 自然 界 的 奥秘 时 ， 
不 应 该 引入 其 他 的 神秘 的 或 是 超自然 的 力量 ,在 贫 利 咯 的 时 代 , 万 
能 的 上 帝 能 改变 他 的 设计 这 一 信人 刷 占 着 统治 地 位 。 而 笛 卡 尔 ， 这 
位 虔诚 的 教徒 却 宣称 自然 界 的 法 则 是 不 可 层 变 的 。 这 就 无 疑 地 限 
制 了 上 上 帝 的 能 力 。 和 牛顿 也 相信 宇宙 的 固有 秩序 ， 并 用 指望 上 帝 依 
照 自己 的 肯 意 来 维持 世界 运转 。 他 把 这 比 作 钟表 区 修理 钟表 来 使 
之 正常 工作 。 和 牛顿 有 充分 的 理由 相信 上帝 的 创造 ， 尽管 他 十 分 清 
楚 由 于 一 颗 行 星 的 镇 迹 受 到 其 他 行星 的 影响 从 市 不 是 一 个 真正 的 
椭 贺 ， 他 却 不 能 从 数学 上 证 明 这 种 偏离 是 由 于 其 他 行星 对 它 的 引 
力 产生 的 ， 因 此 他 认为 ,除非 是 上 帝 按照 自己 的 计划 继续 使 征 定 
运行 ， 和 否则 不 可 能 维持 其 稳定 。 

莱 布 尼 芯 反对 这 种 看 法 ,在 他 1715 年 11 月 给 牛顿 的 拥护 者 、 
哲学 家 克拉 克 的 信 中 ， 他 这 样 评价 牛顿 关于 上 沉 经 常 需 要 给 宇宙 
修理 和 上 改 的 观点 的 :“ 上 帝 似 平 并 没有 足够 的 二 见 维持 世界 的 水 
远 运动 。…… 在 我 看 来 ， 世 界 了 的 力 和 能 是 恒定 的 ， 依 据 自 然 法 
则 从 物质 的 一 部 分 转移 到 另 一 部 分 而 已 。" 莱 布 尼 芯 指南 牛顿 否认 
了 上 帝 的 能 力 。 实 际 上 、 莱 布 尼 芯 还 指责 牛顿 使 英国 的 宗教 信 信 
日 趋 衰 弱 。 

莱 布 尼 艾 的 话 并 没有 说 错 ， 牛 旱 的 工作 无 意 中 使 自然 科学 第 
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一 次 从 神学 中 分 离 或 者 解放 上 出来。 我们 已 经 提 到 过 .人 匣 利 略 坚 持 
说 自然 科学 必须 与 神学 相 分 离 ， 而 牛顿 在 他 的 《原理 》 一 书 中 坚 
持 这 一 原则 , 朝 着 对 自然 现象 给 以 纯 数 学 的 解释 迈进 了 一 大 塌 。 因 
此 上 帝 越 来 越 多 地 被 排斥 在 科学 理论 的 数学 描述 之 外 了 ,实际 上 ， 
牛顿 所 没 能 解释 的 那些 反常 现象 在 后 来 的 研究 中 得 到 了 根本 上 的 
解释 ， 

制约 天 体 和 地 面 物体 运动 的 普 适 法 则 逐渐 统治 了 整个 知识 
界 ， 而 县 预言 和 观察 结果 的 持续 一 致 说 明了 这 法 则 的 完善 。 尽 管 
在 牛顿 之 后 ， 仍 然 有 人 认为 这 种 完美 的 设计 出 自 于 上 帝 之 手 , 但 
上 帝 已 退 到 幕后 。 字 宙 的 数学 法 则 则 成 为 了 焦点 。 莱 布 尼 菠 注意 
到 在 牛顿 的 《原理 》 中 暗示 着 : 不论 有 没有 上 帝 ， 世 界 依然 我 行 
我 素 ， 于 是 攻击 这 本 书 为 非 基督 徒 的 。 追 求 纯粹 的 数学 结果 的 目 
的 他 浙 取 代 了 对 上 帝 的 设计 的 关注 。 昌 然 欧 拉 之 后 的 许多 数学 家 
仍然 相信 上 帝 的 存在 ， 相 信 上 壳 对 世界 的 设计 ， 以 及 数学 作为 一 
门 科学 其 主要 功能 是 提供 破译 这 个 设计 的 工具 ， 但 是 随 着 数学 的 
进一步 发 展 以 及 其 后 的 更 多 的 发 展 ， 数 学 研究 从 神 那儿 得 到 的 启 
示 越 来 越 少 ， 上 帝 的 存在 性 也 变 得 模糊 起 来 。 

拉 格 朗 日 、 拉 普 拉 斯 虽 出 身 天 主教 世家 ， 却 荐 无 神 论 者 。 拉 
普 拉 斯 完全 理 认 上 帝 是 世界 的 数学 设计 者 。 有 个 著名 的 故事 说 , 拉 
普 拉 斯 把 他 的 《天 体力 学 》 旦 献 给 拿破仑 时 , 后 者 说 :“ 拉 普 拉 斯 
先生 ， 他 们 告诉 我 ， 你 写 了 这 本 关于 宇宙 系统 的 书 ， 却 根本 没有 
提 到 它 的 创造 者 。” 据 说 拉 普 拉 斯 是 这 样 回答 的 :“ 我 不 需要 这 种 
假说 ,” 自 然 代 替 了 上 上帝， 正如 高 斯 所 说 :“ 你 ， 自 然 ， 我 的 女神 ， 
我 对 你 的 规律 的 贡献 是 有 限 的 .” 高 斯 确信 有 一 个 无 时 不 在 , 无 所 
不 知 ， 无 所 不 能 的 上 帝 ， 但 却 认为 上 帝 与 数学 及 宇宙 的 数学 规律 
RRA LER. 

哈密 尔 顿 关于 最 小 作用 原理 的 工作 〈 见 第 三 章 ) 也 揭示 了 知 
识 界 观点 的 转变 ， 在 1833 年 的 一 篇 文章 中 ， 他 写 道 ; 

虽然 最 小 作用 定理 已 立足 于 物理 学 最 高 级 定理 
之 林 ， 然 而 从 宇宙 经 济 的 基地 上 看 ， 当 时 人 们 普遍 
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碟 绝 把 它 作为 字 宙 规律 的 主张 。 对 此 ， 拒 绝 惟 和 苔 在 
千 其 他 理由 ,事实 上 伪装 节约 的 都 是 常常 浪费 地 消 
FE Bp veers Ls ARTI ARE GA Dy IARE hT 9 h 
字 宙 的 神 的 思想 诬 计 的 。 不 过 ， 某 种 高 度 的 简洁 下 
以 被 认为 是 包 会 在 这 一 思想 中 。 
河 顾 一 下 就 可 以 看 出 ， 自 然 是 上 帝 的 数学 设计 这 一 信条 正在 
被 数学 家 们 的 工作 所 削弱 。 学 者 们 越 来 越 多 地 相信 ， 人 的 推理 是 
最 有 力 的 工具 和 最 好 的 证 明 ， 因 为 它 是 数学 家 的 成 功 。 可 果 为 了 
正当 的 理由 要 去 捍卫 它们 ， 为 什么 不 能 和 将 推理 用 于 评判 流行 的 宗 
教 与 伦理 的 信条 呢 ? 幸 或 不 幸 的 是 特 推 理 运 用 于 宗教 信仰 的 基础 
损害 了 许 才 正统 观念 的 根基 。 宗 教 信 仲 因 此 而 从 正统 观念 分 化 出 
许多 的 旁 门 左 系 ， 诸 如 唯 理论 的 超自然 主义 、 自 然 神 论 、 不 可 知 
论 或 是 干脆 的 无 神 论 .这 些 运 动 对 18 世纪 那些 学 识 广 博 的 数学 家 
PRT ER. EMR BP EMH, RARER 
PIRATE: “bef Le. ALR ARPS th.” RMT 
有 13 世纪 的 数学 家 都 否认 上 帝 的 地 位 . 柯 西 这 位 虚 诚 的 天 主教 徒 
指责 人 们 “ 毫 不 犹 列 地 抛弃 与 已 发 现 的 定理 着 盾 的 一 切 假说 。” 然 
而 把 上 帝 看 作 宇 宙 的 数学 设计 者 这 样 的 信 仲 还 是 开始 套 退 了 。 
这 种 售 你 的 误 退 不 久 就 产生 了 这 样 一 个 辣 题 ， 即 为 什么 自然 
的 数学 法 则 一 定 是 真理 呢 ? 最 早 对 真理 问题 提出 质疑 的 人 中 有 狄 
EP. 在 他 《自然 的 解释 ;3《1753 年 ) 中 说 , 数学 家 就 像 财 徒 : 二 
者 都 与 自己 发 明 的 抽象 规则 赌博 。 他 们 的 研究 主题 只 是 毫 无 事实 
基础 的 规则 。 学 者 冯 登 利 (Bernard Le Bovier de Fontenelle) 在 他 
的 《世界 的 多 元 性 》c1686 年 ) 中 对 此 也 同样 持 批评 态度 , 他 对 天 
体 运 动 法 则 不 变性 的 攻击 是 这 样 的 ， 只 疡 玫瑰 花 还 在 开放 ， 园 丁 
就 永远 不 会 死去 。 
数学 家 们 愿意 相信 是 他 们 提供 了 哲学 家 思想 的 源泉 , 但 在 18 
世纪 , 哲学 家 们 都 是 否认 物质 世界 真理 的 先驱 。 RIM eM. 
洛克 Jobn Locke) 和 大 主教 贝克 菜 的 教条 , 这 不 是 由 于 它们 能 被 
轻易 地 双 倒 而 是 因为 它们 不 像 激进 的 体 谍 (David Hume) 那样 有 
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影响 力 。 实 际 上 休 谋 不 仅 鞠 同 由 克 莱 的 观点 ， 甚 至 走 得 更 还。 在 
他 的 《大 性 论 ?《1739 一 1740 年 ) 一 书 中 , (RIA, RIST 
解 精神 ， 也 不 了 解 物 质 ， 两 者 都 是 虚 纪 的 。 我 们 只 接受 感觉 ， 诸 
如 印象 、 记 忆 和 思 引 等 简单 的 慨 念 只 是 这 些 感觉 的 模糊 反映 ， 任 
何 复杂 概念 郁 是 简单 概念 的 集合 。 精 神 实际 上 只 是 我 们 的 感觉 和 
概念 的 集中 ,除了 可 以 通过 直接 经 验 所 感知 的 事物 ， 我 们 不 能 假 
定 任 何其 他 事物 的 存在 ， 然 而 经 验 只 能 产生 感觉 ， 

休 庶 对 物质 持 同 伴 的 怀疑 态度 。 谁 能 保证 有 一 个 永远 存在 的 
实物 的 世界 ， 所 有 我 们 能 够 知道 的 只 是 我 们 对 这 样 一 个 世界 的 感 
觉 。 重 复 地 感知 一 张 椅子 并 不 能 证 明 这 椅子 确实 存在 ， 时 间 和 空 
条 只 是 我 们 产生 福 念 的 方式 和 顺序 ， 同 样 的 ， 因 果 关 系 只 不 过 是 
概念 在 习惯 上 的 一 种 联系 而 已 。 无 论 是 时 间 还 是 空间 ， 或 是 因果 
关系 ， 都 不 是 客观 实在 ， 我 们 被 自己 的 感知 能 力 所 迷 惑 ， 因 狸 相 
信 了 这 样 的 实在 ， 存在 一 个 有 确定 属性 的 外 部 世界 。 这 实际 上 只 
是 一 种 无 根据 的 推论 , 知觉 的 产生 是 不 可 理解 的 。 我 们 不 知道 E 
EKA TBH. ob ROR AIRE LA a 

人 人 本身 不 过 是 单个 的 感 党 和 思想 的 集大成 者 ， 他 只 能 这 样 存 
在 着 .“ 自 我 ”就 是 不 同 的 感知 刀 的 汇聚 。 任何 试图 了 解 自己 的 尝 
试 最终 只 能 导向 领悟 ， 所 有 其 他 的 人 和 假定 存在 的 外 部 估 界 只 是 
某 一 个 人 的 领 属 ， 而 且 没 有 什么 能 保证 他 们 矿 实 存在 。 于 是 也 就 
不 可 能 有 任 向 关于 一 个 水 恒 的 客观 的 物质 世界 的 科学 法 则 。 这 样 
的 法 则 仅仅 是 一 种 感觉 的 合适 的 总 结 。 更 进一步 说 ， 由 于 因果 概 
含 并 不 是 基于 科学 的 证 明 而 不 这 基 一 种 来 自 于 经 常 发 生 的 “ 事 
PE” 的 通常 的 颗 序 的 思维 习 人 各， 所 以 我 们 无 法 了 解 ， 过 去 感知 到 
的 事件 将 来 还 会 不 会 再 发 生 。 这 样 休 六 就 否认 了 自然 法 则 的 必然 
性 、 永 恒 性 以 及 不 可 破坏 性 。 

否认 了 外 部 世界 遵循 固定 的 数学 定律 这 一 信条 ， 休 访 也 就 否 
认 了 代表 实在 的 逻辑 推理 结构 的 价值 。 但 是 数学 中 也 包含 着 关于 
数字 和 几何 的 定理 ， 其 之 无 疑问 是 从 包含 数字 和 和 几何 的 假设 真理 
Hye EA. RIFE GACH, HARMEN Ree 
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的 结果 。 公 理 来 自 于 对 假定 存在 的 物理 地 界 的 感知 ， 定 理 的 确 是 
公理 的 必然 结果 ， 却 无 非 是 公理 的 精确 复述 。 它 们 是 推论 ， 但 只 
是 隐 全 在 公理 中 的 论断 的 推理 。 因 此 公理 和 定理 , 都 是 同 义 重 复 ， 
并 不 是 真理 。 

由 是 休 谎 回答 了 “人 怎样 获得 真理 ”这 一 基本 问题 一 他 和 否 
认真 理 的 存在 ， 人 不 可 能 区 别 真 理 。 休 谎 的 工作 不 仅 星 损 了 在 科 
学 和 数学 上 人 竺 出 的 努力 和 得 到 的 结果 ， 还 对 推理 本 身 的 价值 提出 
了 质疑 。 对 于 大 多 数 18 世纪 的 思想 家 来 说 , 这 样 一 种 对 人 类 最 高 
知 慧 能力 的 否认 是 大 道 不 道 的 。 数 学 家 、 人 类 推理 的 其 他 成 就 如 
此 辉煌 以 至 于 到 了 “ 厅 可 一 日 无 此 君 ” 的 地 步 ， 休 席 的 哲学 对 于 
18 世纪 绝 大 客 数 的 学 者 来 说 是 矛盾 和 令 人 嫌 晋 的 , 而 且 与 数学 和 
其 他 科学 中 的 惊人 的 成 就 是 如 此 格格 不 入 ， 因 此 齐 到 了 驱 斥 。 

历史 上 最 受 尊敬 的 可 能 也 是 最 深 音 的 哲学 家 康德 发 起 了 这 一 
挑 成 。 担 是 对 康德 弹 精 竭 虚 所 提出 的 结论 进行 仔细 推 艾 后 发 现 其 
并 不 比 其 他 人 的 更 令 人 信服 。 在 他 的 《未 来 形而上学 导言 》(1783 
年 ) 一 书 中 , 康德 看 来 确 是 站 在 科学 家 和 数学 家 一 边 :“ 我 们 可 以 
确切 地 说 : 纯粹 的 先 验 的 综合 知识 ， 纯 粹 数学 和 纯粹 物理 学 是 真 
实 存 在 也 是 先天 既定 的 ， 二 者 都 包 会 一 些 被 广泛 承认 、 绝 对 肯定 
的 命题 ，……: 而 且 是 独立 于 经 验 的 .” 在 他 的 《纯粹 理性 批判 》 
(1781 年 ) 一 书 中 , 康德 甚至 使 用 更 为 确信 的 词语 作为 开头 ,他 肯 
定 所 有 的 数学 公理 和 定理 都 是 真理 , 但 是 为 什么 ? 康德 自问 道 。 他 
愿意 接受 这 样 的 真理 吗 ? 显然 经 验 本 身 并 不 是 以 证 明 它 们 的 有 效 
性 。 如 果 你 能 回 等 一 个 更 大 的 问题 一 -数学 确实 是 一 门 科学 吗 
你 也 就 能 回答 这 个 问题 了 。 康德 的 回答 是 时 间 和 空间 的 形 
式 依 我 们 的 心智 所 定 , 所 谓 时 间 和 空间 只 是 我 们 感知 的 一 种 模式 。 
这 种 感知 一 一 康德 称 之 为 直觉 一 ~ 的 模式 由 心智 对 待 经 验 的 方式 
决定 。 我 们 依据 这 些 智 力 形 式 去 感知 ， 组 织 和 理解 经 验 ， 经 验 与 
之 相符 犹如 而 团 符 合 于 它 的 模子 .心智 将 这 些 方式 加 到 感觉 、 印 
象 上 去 使 感觉 与 内 在 的 模式 相 易 合 .既然 空间 的 直觉 来 源 于 心智 ， 
那么 心智 自动 地 接受 空 辐 的 某 些 属 性 ， 诸 如 直线 是 两 点 癌 的 最 短 
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路 径 ， 二 点 确定 一 平面 以 及 网 几 里 得 的 平行 公理 。 康 德 称 这 些 真 
理 为 一 个 先 验 的 假设 的 真理 ， 它 们 是 我 们 心智 构成 的 一 部 分 。 下 
EH PLETE te te EF RB AR TE AE ET. TES 
at “SERGE” R EP SS ad A eS RE 
和 定理 是 一 致 的 。 我 们 自 认 为 感知 到 的 外 部 世界 的 秩序 和 理性 是 
由 我 们 的 精神 和 我 们 的 思考 方式 加 诸 其 上 的 。 

康德 购 然 从 人 的 大 脑 创 造 出 了 空间 ， 那 他 也 就 着 不 出 有 什么 
理由 不 让 它 是 欧 氏 空间 。 他 不 能 构想 出 其 他 的 几何 空间 ,这 促使 
他 相信 ， 不 奏 在 别 的 空间 ， 由 此 欧 开 几何 定理 吻 不 是 宇 害 中 固有 
的 ， 也 不 是 由 上 帝 设 计 出 来 的 ， 它 是 使 人 的 感性 认识 条 理化 、 理 
性 化 的 作用 结果 。 至 于 上 帝 ， 康 德 说 上 帝 的 市 质 不 在 理性 知识 
围 内 ， 但 我 们 还 是 应 该 相信 上 帝 。 康 德 在 几何 上 的 轻率 超过 他 在 
哲学 上 的 大 胆 -他 没有 到 过 离 东 普 鲁 士 城 市 哥 尼 斯 集 他 的 家 40 英 
里 以 外 的 地 方 ， 然 而 他 却 息 定 他 能 决定 世界 的 几何 形状 ， 

科学 的 数学 法 则 又 是 如 何 呢 ? 由 于 所 有 的 经 验 都 是 时 和 间 和 空 
间 的 精神 框架 所 构成 的 ,数学 一 定 易 合 于 所 有 的 经 验 。 在 他 的 《 自 
然 科 学 的 形而上学 基础 并 1786 年 ) 中 康德 举 认 牛顿 定律 及 其 推论 
是 不 证 自明 的 。 他 宣称 已 知 证 明了 的 牛顿 运动 定律 可 由 纯粹 推理 
导出 , 面 且 这 些 定律 也 是 唯一 能 使 自然 界 被 理解 的 假设 。 他 说 , 牛 
顿 所 给 予 我 们 的 ,对 宇 窗 如 此 清晰 的 领悟 ,永远 也 不 会 改变 。 

更 一 般 地 ， 康 德 认 为 科学 的 世界 是 一 个 由 精神 所 组 织 和 控制 
的 ， 与 内 在 的 范畴 ， 诸 如 空间 、 时 间 、 因 果 以 及 物质 等 相 一 致 的 
感官 印象 的 世界 。 精 神 包 含 客体 必定 符合 的 结构 。 感 官印 化 确 乎 
来 自 于 真实 的 世界 ， 然 而 不 幸 的 是 ， 这 个 世界 是 不 可 知 的 ， 所 谓 
实在 只 是 借助 于 感知 ， 通 过 主观 分 类 所 耳 解 的 。 因 此 除了 欧 氏 几 
何 和 和 牛顿 力学 , 没有 别 的 办 法 来 使 经 验 条 理化 。 随 着 经 验 的 增加 ， 
新 的 科学 的 形成 ， 心 智 并 不 会 从 这 些 新 的 经 验 中 提取 并 形成 新 的 
原理 ， 而 是 将 沉睡 的 心智 部 分 唤醒 来 解释 这 些 新 的 经 验 。 心 智 的 
观察 力 是 靠 经 验 来 启发 的 ， 这 就 解释 了 为 什么 有 些 真 理 辟 如 说 力 
学 定律 发 现 得 相当 晚 ， 而 有 些 则 在 凡 个 基 纪 前 就 为 人 们 所 知 了 。 
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作用 不 在 于 对 自然 界 的 探索 ， 而 在 于 开发 人 类 心智 荒 落 之 处 。 由 
于 来 自 于 外 部 世界 的 感知 提供 了 精神 组 织 的 原始 材料 ， 因 此 经 验 
就 作为 知识 的 必然 因素 而 被 认可 ， 而 数学 就 是 精神 的 必然 法 则 的 
揭示 者 。 

数学 家 们 是 习惯 于 “数学 是 :一个 先 验 真理 的 体系 ”这 一 论断 
的 ， 但 大 多 数 人 并 没有 对 康德 是 如 何 得 出 这 个 结论 给 以 足够 的 注 
意 。 否 巾 他 的 学 说 一 一 数学 家 所 证 明 的 并 非 是 物质 世界 固有 的 ,而 
是 来 自 于 人 类 的 精神 一 一 会 使 所 有 的 数学 家 停止 工作 。 我 们 实际 
中 所 加 有 的 与 所 感觉 的 是 同一 结构 吗 ? 这 种 空间 的 感知 结构 一 定 
是 欧 氏 的 吗 ? 我 们 如 何 知道 这 一 点 呢 ? 与 康德 不 同 的 是 ， 数 学 家 
和 物理 学 家 仍然 相信 存在 一 个 受 独 立 于 人 的 精神 的 法 则 支配 的 外 
部 世界 。 人 只 是 揭示 其 设计 规律 并 用 来 预测 在 这 个 外 部 世界 中 将 
要 发 生 的 事情 ， 

康德 的 学 说 购 有 解放 思想 的 一 面 ， 也 有 束缚 思想 的 一面， 出 
于 强调 了 精神 能 够 组 织 ， 我 们 并 不 真正 了 解 的 基 界 中 的 经 验 ， 他 
为 创建 与 当时 人 们 坚信 的 概念 相反 的 概念 打下 了 基础 ， 但 由 于 他 
坚持 依照 欧 氏 几何 法 则 来 组 织 空间 感知 ， 他 一 碍 了 其 他 观点 的 接 
受 。 如 果 康 德 对 同时 代 的 数学 家 的 工作 多 加 关注 ， 也 许 他 对 这 一 
观点 不 会 那样 固执 已 见 了 。 

对 于 “上 帝 是 宇 窗 原 旭 的 制定 者 ”这 一 信仰 的 漠视 甚至 否认 
以 及 康德 的 “法 则 存在 于 人 的 精神 的 结构 中 ”的 观点 ， 引 起 了 
“神圣 的 设计 者 ”的 报复 ， 上 帝 决 定 要 惩罚 这 些 康 巷 主义 者 , AR 
是 那些 自以为是 、 育 目 自信 的 数学 罕 们 。 因 而 他 转 面 鼓励 非 欧 几 
何 ， 这 项 发 明 摧 鱼 了 人 类 自 以 为 扒 理 是 自给 自 是 、 无 所 不 能 的 信 
条 。 

尽管 到 1800 年 时 上 帝 的 存在 越 来 越 不 被 感觉 到 ,而 且 一 些 像 
- 休 洲 那样 偏激 的 哲学 家 否认 所 有 真理 ,然而 当时 的 数学 家 们 还 是 
相信 严格 的 数学 真理 和 自然 界 的 数学 法 则 .在 所 有 的 数学 分 支 中 ， 
欧 氏 几何 最 受 推 尝 。 这 不 仅 由 于 它 是 第 一 个 用 演绎 方法 建立 起 来 
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一 致 。“ 上 帝 ” 上 所 攻击 的 正 是 欧 氏 几何 。 
欧 氏 几何 中 有 一 条 公理 一 直 存 困 感 着 数学 家 们 ,不 是 由 于 他 
们 对 其 正确 性 有 任何 怀疑 之 处 ， 而 是 由 于 它 的 表达 方式 。 这 就 是 
平行 公理 ， 或 者 通常 称 为 欧 几 里 得 的 第 五 假设 ， 欧 几 里 得 的 表述 
EXPERI: 
如 果 一 条 直线 【图 业 1) 与 两 条 直线 相交 ,使 得 
一 全 的 内 角 不 都 是 直 前 , 则 如 果 将 这 两 条 直线 延长 ， 
它们 在 肉 角 不 都 是 直角 的 直 比 一 仙 祖 交 。 
BOSS Z 14+ 72<2180°, Hea, b 充分 延长 ， 则 它们 必定 相交 。 


M 4-1 

网 几 里 得 有 很 好 的 理由 以 这 种 方式 表述 他 的 公理 。 他 本 可 以 
ASA RRR: 阁 玫 1 十 2 二 180° 则 直线 & 与 直线 如 永 不 
相交 , 即 直 线 z 平行 于 直线 5, 但 欧 几 里 得 显然 是 害怕 假设 有 永 不 
相交 的 无 限 直 线 。 当 然 经 验 并 没有 提供 无 限 直 线 的 性 质 ， 而 会 理 
是 被 认为 是 关于 物理 世界 的 自明 的 真理 。 然 而 他 确实 以 他 的 平行 
公理 和 其 他 公理 证 明了 平行 直线 的 存在 。 

欧 几 里 得 对 平行 公理 的 叙述 被 认为 有 点 过 于 复杂 了 ， 它 缺少 
其 他 公理 的 简洁 性 ， 显 然 连 欧 几 里 得 本 人 也 不 喜欢 他 对 平行 公理 
的 叙述 ， 因 为 直到 所 有 可 以 不 用 它 的 定理 都 被 证 明 出 来 以 后 ， 他 
才 提 到 它 。 

一 个 并 没有 使 许多 人 不 安然 而 最 终 却 至 关 重 要 的 问题 是 能 否 ， 
肯定 在 客观 世界 中 存在 无 限 直 线 。 欧 几 里 得 的 措 词 颇 为 道 愤 ， 你 
可 以 按 需要 任意 延长 一 条 (有限) 直线 ， 且 延长 后 的 直线 仍然 是 
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有 限 的 。 欧 几 里 得 确实 暗示 了 无 限 直 线 是 存在 的 : 否则 在 任何 情 
况 下 也 不 能 按 需 要 任意 延长 。 

早 在 希腊 时 代 ， 数 学 家 们 就 开始 致力 于 解决 欧 几 里 得 的 平行 
公理 所 带 来 的 问题 了 。 他 们 做 了 两 种 不 同类 型 前 尝试 ， 一 种 是 用 
看 来 更 加 自明 的 命题 来 代 昔 平行 公理 。 另 -- 种 是 试图 从 欧 几 里 得 
的 其 他 九条 公理 中 推导 出 平行 公理 。 如 果 这 一 办 法 可 行 则 平行 公 
理 就 成 为 定理 ,也 就 无 可 怀疑 的 了 。 在 两 干 多 年 的 时 间 里 ， 许 杀 
著名 的 数学 家 曾 从 事 于 这 两 方面 的 研究 。 至 于 那些 元 名 之 非 ， 我 
们 就 不 去 多 说 了 。 这 上段 历史 相当 长 而 过 于 专业 化 ， 它 们 中 的 大 部 
分 不 在 这 里 重 述 ， 因 为 它们 很 容易 查 到 而 且 并 不 大 切 题 ”。 

在 众多 的 蔡 代 公理 中 有 一 条 是 我 们 今天 通常 在 中 学 里 学 习 
的 ,因而 值得 一 提 : 这 是 普 莱 费 尔 John Playfair) 1795 年 提出 的 
平行 公理 的 另 一 种 说 法 ; 过 不 在 直线 /上 一 给 定点 了 (图 4.2), 有 
HRE- FAA P 确定 的 平 商 上 的 直线 ,不 与 1 相交， 


P 











i 
i 4.2 

所 有 的 兰 民 公理 似乎 都 比 欧 儿 里 得 的 要 简单 ,但 进一步 考察 
就 会 发 现 , 它 们 并 不 比 欧 几 里 得 的 叙述 更 令 人 满意 。 其 中 许多 , 包 
括 普 莱 费 尔 的 氢 述 涉及 到 空间 的 无 穷 远 处 。 另 一 方面 ,那些 不 直接 
提 及 “无 限 ” 的 等 代 公 理 , 例 如 ，“ 存 在 两 个 相似 但 不 全 等 的 三 角 

形 ”, 看 赵 来 比 殉 几 里 得 本 人 的 平行 公理 更 为 复杂 ,更 不 可 取 。 
在 试图 用 第 二 种 方法 ， 即 从 其 他 九条 会 理 中 推出 平行 公理 以 
解决 平行 公理 问题 的 努力 中 ， 最 有 意义 的 是 萨 谢 利 〈Gerolamo 
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Saccheri) 的 工作 。 他 是 一 个 耶稣 会 教士 ， 帕 维尔 大 学 的 教授 。 他 
的 思想 是 ， 如 果 你 使 用 了 一 个 本 质 上 不 同 于 欧 儿 里 得 平行 公理 的 
会 理 的 话 ， 你 将 得 出 与 他 的 其 他 公理 矛盾 的 定理 。 这 种 矛盾 意味 
着 否认 平行 公理 一 一 它 是 唯一 存在 疑问 的 公理 一 一 是 错误 的 。 因 
此 欧 几 里 得 的 平行 公理 一 定 是 正确 的 ， 即 它 是 其 余 九 条 公理 的 
推断 。 


i 
图 4-3 

考虑 普 芋 费 尔 的 公理 ， 它 与 欧 几 里 得 的 公理 是 等 价 的 ， 萨 谢 
利 首先 假定 "过 已 点 《图 4.3) 没有 与 1 平行 的 直线 , 则 由 这 一 公 
理 和 欧 几 里 得 采用 的 其 他 九条 公理 ， 萨 谢 利 确 实 推出 了 矛盾。 萨 
谢 利 接 着 又 试 了 其 他 可 能 的 假设 。 即 过 P 点 至 少 有 2 RR pM 
q: 不 管 如 何 延 伸 总 不 与 上 相交。 萨 谢 利 进一步 证 明了 许多 有 趣 的 
定理 ， 直 到 他 推出 一 个 奇怪 而 且 令 人 讨厌 的 结论 ， 他 认为 它 与 前 
面 得 出 的 结论 是 矛盾 的 。 由 是 萨 谢 利 认为 有 理由 推出 结论 : BOUL 
里 得 的 平行 公理 是 其 他 公理 的 推论 ， 因 此 将 他 的 书 命名 为 《 欧 几 
里 得 无 懈 可 击 》《1733 年 )。 然 而 后 来 的 数学 家 发 现 萨 谢 利 并 未 真 
正 推出 予 盾 ， 因 此 平行 公理 的 问题 依然 存在 。 花 在 寻找 一 个 可 接 
受 的 欧 几 里 得 平行 公理 的 替代 公理 或 证 明 它 是 其 他 九条 公理 的 推 
论 上 的 精力 如 此 巨大 面 且 徒劳 无 功 , 以致 于 达 兰 贝尔 在 1759 年 称 
平行 公理 问题 是 “几何 原理 中 的 家 丑 ”。 

新 新 地 数学 家 们 开始 正确 地 理解 欧 几 里 得 的 平行 公理 的 重要 
性 。1763 FHERR (Georg S. Klugel) 在 他 的 博士 论文 中 提出 
了 引入 注意 的 论点 : 即 估 们 确信 欧 几 里 得 平行 公理 为 真理 是 基于 


* 以 下 的 描述 对 萨 谢 利 的 原 步 获 已 略 加 恬 改 。 — Bik 
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经 验 的 ， 他 熟知 萨 谢 利 的 书 和 许多 试图 证 明 平 行 公 理 的 方法 ， 后 
来 他 成 为 海 姆 斯 塔 特 天 学 的 教授 .这 “论点 首次 引进 的 思想 是 : 公 
理 的 实质 在 于 符合 经 验 而 并 非 其 不 证 月 明 " 。 克 吕 培 尔 对 欧 几 里 
得 平行 公理 能 够 证 明 表 示 怀 疑 ， 而 且 他 认识 到 萨 谢 利 并 未 得 出 巴 
盾 ， 人 仅仅 得 到 一 些 奇怪 的 结果 。 

克 虽 格 尔 的 论文 局 发 了 兰 伯 特 人 chann Heinrich Lambert) 在 
半 行 公理 上 所 微 的 工作 ,在 他 的 平行 线 理 论 》( 写 于 1766 年 ,1786 
年 出 版 ) 中 ， 兰 伯 特 类 人 羽 于 萨 谢 利 ， 考 虑 了 两 种 不 同 的 情况 。 他 
也 发 现 假设 过 没有 平行 于 ! HER AR 4. D 会 导出 矛盾 , 但 
他 与 萨 谢 利 不 同 的 是 他 没有 得 出 假定 过 三 至少 有 两 条 平行 线 则 
得 到 了 矛盾 的 结论 。 而 再 ， 他 意识 到 不 推出 矛盾 的 任何 一 组 假设 都 
能 产生 一 种 可 能 的 几何 。 尽 管 这 种 几何 可 能 与 实际 图 形 没有 什么 
关系 ， 但 却 是 一 种 有 效 的 逻辑 结构 。 

兰 怕 特 和 其 他 人 (例如 克 斯 特 纳 Abraham G. Kastner), FF 
廷 根 大 学 的 教授 , 也 是 高 斯 的 老师 ) 的 工作 都 强调 一 个 基本 点 ,就 
是 欧 几 里 得 的 平行 公理 不 能 由 其 他 九 条 网 几 里 得 的 公理 证 明 ， 那 
也 就 是 说 ， 它 是 独立 于 其 他 公理 的 。 进 一 步 ， 兰 伯 特 认为 有 可 能 
通过 引信 一 条 蜡 于 欧 几 里 得 平行 公理 的 公理 来 建立 一 个 馆 辑 上 -- 
致 的 几何 , 尽管 他 没有 作出 这 种 几何 应 用 的 可 能 性 的 判断 。 这样， 
他们 三 人 都 认识 到 了 非 欧 几何 的 在 在 。 

从 事 欧 几 里 得 平行 公理 工作 最 著名 的 数学 家 当 属 高 斯 。 高 斯 
十 分 清楚 试图 证 明 欧 几 里 得 平行 公理 是 徒劳 的 ， 在 哥 廷 根 这 已 是 
当 识 。 囊 实 上 ， 高 斯 的 老师 克 斯 特 纳 完全 了 解 这 些 工 作 及 全 部 历 
史 。 数 年 以 后 的 1831 年 ， 高 斯 告诉 他 的 一 个 朋友 ， 早 在 1792 年 
(当时 高 斯 只 有 15 岁 ) ,他 就 已 经 掌握 能 够 存在 一 种 逻辑 几 仔 的 思 
B. 欧 凡 里 得 平行 公理 在 其 中 不 成 立 。 但 是 直到 1799 年 , 高 斯 仍 
然 试图 从 其 他 更 可 信 的 假设 之 中 推导 欧 几 里 得 平行 公理 ， 而 且 尽 
管 他 能 够 稳 想 出 多 辑 的 非 欧 几 何 ， 他 还 是 相信 欧 氏 几何 是 物理 空 
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闻 的 几何 。 然 而 ，1799 年 12 月 17 日 ,高 斯 写 信 给 他 的 同行 和 朋 
A. RSE RH (Wolfgang Bolyai): 
ETHER, RARHLEPLARA- LH 
E. Bit, RRB RT HES RNA KAA 
标 《 平 行 公 理 的 推导 》、 而 你 让 我 确信 你 已 过 到。 这 
ER Mee RP RIL AAR SORE. MR. R 
所 得 到 的 许多 东西 ， 在 大 多 数 人 和 看 来 都 可 以 认为 是 
一 种 证 明 , 而 在 我 卫 中 却 什么 也 没 有 证 明 .。 例 如 " 妇 
果 我 们 能 够 证 明 可 以 存在 一 个 直线 三 角形 ， 它 的 面 
各 太志 任何 给 定 面 各 的话， 那么 我 就 立即 能 绝对 严 
密 好 证 明 全 部 〈 殉 儿 里 得 ) 几何 。 
大 多 数 人 肯定 会 把 这 个 当 作 真理 ; 但 是 我 , 不 ! 
实际 上 ， 三 角形 的 三 个 顶点 无 论 取 多 么 远 ， 它 的 面 
积 可 能 永远 小 于 一 定 的 极限 。 
太 约 从 1813 年 起 , 高 斯 开始 发 展 他 的 非 欧 几何 , 最 初 称 之 为 反 欧 
几何 ， 后 入 星空 几何 ， 最 后 称 为 非 欧 几何 。 伙 相信 它 在 妹 辑 上 是 
相 容 的 ， 并 且 确 信 它 一 定 也 是 能 够 应 用 的 。 
Bote 1824 年 11 A 8 HSB MARES (Franz 
Adolf Taurinus) 的 信 申 说 ， 
RE (LAR) 内 和 角 之 和 小 于 180" 将 导出 一 种 
奇怪 的 几何 , ECS Riley RR) ILER ae Bl, 
而 却 是 完全 相 容 的 ， 我 已 经 将 它 发 展 担 令 自己 完全 
满意 了 。 它 的 定理 着 起 来 是 巴 盾 的 ， 介 是， 如 果 你 
从 最 开始 的 不 习惯 开始 对 它 进 行 平心静气 的 深入 细 
至 的 思考 ， 就 会 发 现 这 里 并 没有 包括 千 么 不 可 能 的 
东西 。 
在 1829 年 1 月 27 日 写 给 数学 家 、 天 文学 家 风 塞 尔 的 信 中 ， 高 斯 
再 一 次 肯定 了 平行 公 型 不 能 由 欧 几 里 得 的 其 他 公理 证 明 出 米 。 
我 们 在 此 木 讨 论 高 斯 创建 的 非 欧 几何 的 细节 ， 全 没有 写 出 过 
完整 的 推导 ， 而 他 所 证 明 的 那些 定理 与 我 们 很 快 将 要 讨论 的 罗 巴 
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WA (Lobatchevsky) KJ + MA CSA US eh. 在 给 
中 塞 尔 的 信 中 他 说 他 也 许 永 远 不 会 发 表 他 在 这 方面 的 发 现 ， 因 为 
(RA AVLS. RAIEK. (eR ARE { 波 尔 
SABAH MNT OSS oN RD. AT Mic. & 
BRE A E AIA SE BK IL fal OF EY TE, RTT EE POR RR 
G SSH A PRE. BRR ILS] EE RE SRL. FRAT 
所 知道 的 高 斯 在 非 欧 几 他 上 的 二 作 ，、 是 从 他 给 期 友 们 的 信 中 透 训 
出 来 的 。1816 年 与 1822 年 《 骨 迁 根 学 报 》 上 的 两 篇 短评 和 1831 
年 的 一 些 注 记者 是 他 去 世 后 在 遗物 中 发 现 的 。 

两 个 由 于 创建 非 欧 几何 而 著 得 的 荣誉 多 于 高 斯 的 人 是 罗 巴 切 
AZ J + HHH, PEE, 他们 的 工作 是 前 人 的 创造 性 思想 的 压 
轴 戏 ,但 是 由 于 他 们 发 上 坪 了 系统 的 推导 文章 ， 他 们 通常 被 称 为 非 
欧 几 和 何 的 创立 者 。 FEMA RBRAA. PRETORIUS, 
并 在 1821 年 到 1846 年 间 在 那里 任教 授 和 校长 。 从 1825 年 起 , 他 
开始 在 多 篇 论文 和 两 本 书 中 就 几何 基础 的 问题 提出 自己 的 观点 ,J 
- HE Ws SP. AMIE RE, ARS ORR PIER 
几何 -一 他称 之 为 绝对 几何 -一 -的 26 页 的 论文 《绝对 空间 的 科 
学 3}, 作为 他 父亲 的 两 卷 著作 《为 好 学 青年 的 数学 原理 论著 的 第 
iS, 尽管 这 本 书 是 1832—1833 年 出 版 的 , 但 是 在 罗 巴 切 
夫 斯 基 的 著作 出 版 之 后 ，J， 鲍 子 似乎 是 在 1825 年 就 已 经 形成 了 
有 关 非 欧 几 何 的 思想 ， 并 且 在 那 时 就 已 确信 新 几何 不 是 自 相 堵 掉 
HW. 在 1823 年 11 A 23 日 写 给 他 父亲 的 一 封 信 中 , 了， HRS. 
“我 已 得 到 如 此 奇异 的 发 现 ， 使 我 自己 也 为 之 惊讶 不 已 。” 

mt, FE WAR J 鲍 耶 都 认识 到 欧 儿 里 得 的 平行 公 
理 不 能 在 其 他 九条 公理 基础 上 证 明 ， 也 认识 到 附加 平行 公理 是 建 
立 欧 几 里 得 几何 所 必需 的 。 既 然 平行 公理 是 独立 的 ， 于 是 至 少 从 
逻辑 上 讲 有 可 能 采 吏 一 个 与 此 相 了 矛盾 的 傅 题 ， 并 从 新 的 一 组 公理 
来 推导 出 结论 . 

RILA AST REE AR PA A Se PTS A RE 
作 是 同样 的 ， 这 里 我 们 只 氢 述 均 巴 切 夫 斯 基 的 工作 。 均 巴 切 去 斯 
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基 果 敢 地 放弃 了 欧 几 里 得 的 平行 公理 并 提出 自己 的 假设 (与 萨 谢 
利 的 假设 一 样 )。 给 定 一 条 直线 48 和 点 (图 4.4),， 则 所 有 过 PP 
的 直线 可 按 与 48 的 关系 分 为 两 类 ， 即 与 AB 相交 的 和 不 与 AB 
相交 的 。 第 二 类 中 的 两 条 直线 p, q 是 两 类 直线 的 边界 。 更 准确 地 
Bi. Æ P ER 4 垂直 距离 为 a 的 一 点 ， 则 存在 锐角 4， 使 得 所 
ASHR PD 夹 角 小 于 4 的 直线 都 与 4B 相交 , 与 PD 夹 角 大 于 
等 于 4 的 直线 不 与 4B 相交 ， 与 PD 夹 角 为 4 的 直线 p. q 称 为 
TR, AMR ETA. GP 点 且 不 与 4B 相交 〈 不 包括 平行 
线 ) 的 直线 称 为 不 相交 直线 ， 尽 管 在 欧 几 里 得 的 意义 上 它们 是 平 
行 的 。 从 这 个 角度 来 说 ， 罗 巴 切 夫 新 基 几 何 允 许 过 PP 点 有 无 限 多 
条 平行 线 。 





Æ 4. 4 


(AE TILE ERE. BASES UBM LEE 
的 平行 公理 。 若 4 为 锐角 ， 则 随 着 距离 < BUF 0， 角 4 增 大 趋 
PSs 4a 趋 于 无 穷 大 , AMUN BIST 0. 三 角形 的 内 角 和 总 是 


小 于 180"， 理 随 着 三 角形 面积 的 减 小 而 趋 近 于 180"。 而且， 两 个 
相似 三 角形 必定 全 等 。 

任何 较 大 的 数学 分 支 其 或 较 大 的 特殊 成 果 ， 都 不 会 只 是 个 人 
的 工作 。 充 其 量 ， 某 些 决 定性 步骤 或 证 明 可 以 归功 于 个 人 。 这 种 
数学 积累 发 展 特别 适用 于 非 欧 几何 。 如 果 非 欧 几 何 意味 着 一 系列 
包括 异 于 欧 几 里 得 平行 公理 的 公理 系统 的 发 展 ， 那 么 最 大 的 功绩 
必须 归于 萨 谢 利 。 即 便 是 他 也 利用 了 很 多 人 寻求 更 易于 接受 的 替 
换 欧 风 里 得 公理 的 工作 。 如 果 说 非 欧 几 何 的 创立 意味 着 人 们 认识 
天 了 除了 欧 氏 几何 之 外 还 可 以 有 它 种 几何 的 话 ， 那 么 它 的 创立 应 
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该 归功 于 克 上 虽 格 条 和 兰 伯 特 。 然 而 关于 非 欧 几 人 最 大 的 事实 是 它 
同样 可 以 像 欧 氏 几何 一 样 ， 淮 确 地 描述 物理 空间 的 性 质 ， 欧 氏 空 
间 不 是 物理 空间 所 必然 有 的 几何 。 它 的 物理 真实 性 不 能 由 任何 先 
验 基础 得 证 。 这 种 认识 ， 不 需要 任何 技术 性 的 数学 推导 HAA 
大 做 过 )， 最 早 是 由 高 斯 得 到 的 ， 

根据 他 前 一 篇 传记 可 知 ， 高 斯 曾经 试图 检验 这 一 观点 。 他 入 
PIER RL = Ae AAMA 180°, ESE UL fat ob 
180°, fhe iE T LARA RETIN. 并 记录 了 数据 ， 
BS) AY BE fe Fk SARKAR = Fe PN AA. HE 1827 年 写 的 
一 篇 著名 的 论文 中 , 高 斯 注意 到 由 布 诺 肯 山 (Brocken), AAH 
il) (Hohehagen) 和 英 色 伯 档 山 (Inselberg) = Æ MM RASA 
WAAAH 180"15"。 这 什么 也 证 明 不 了 ， 因 为 测量 误差 远大 于 
15"， 也 许 正确 的 和 不 会 超过 180*， 高 斯 一 定 意 识 到 这 个 三 角形 太 . 
小 了 。 因 为 在 他 的 非 欧 几何 中 ， 三 角形 内 和 角 和 与 180° 的 访 离 程度 
正 于 于 它 的 而 积 。 只 有 非常 评 大 的 三 角形 ， 比 如 在 天 文学 研究 中 
的 三 角形 ， 才 能 显示 出 明显 的 篇 离 。 然 而 高 斯 还 是 相信 这 门 新 的 
蕊 何 和 欧 氏 几何 一 样 有 实用 性。 

男 巴 切 夫 斯 基 也 考虑 了 他 的 几何 在 物理 空间 中 的 应 用 ， 而 且 
确实 给 出 了 证 据 ， 说 胃 它 可 用 于 非常 大 的 几何 图 形 。 因 此 ， 到 了 
19 Hin 30 年 代 , 非 欧 几 何 已 不 仅仅 是 被 少 数 几 个 人 接受 了 ,而且 
它 在 物理 空间 的 适用 性 被 认为 至 少 是 可 能 的 。 

最 初 由 高 斯 的 工作 提出 的 问题 一 一 哪 种 几何 适合 于 物理 空间 
一 一 促使 了 一 门 新 的 几何 学 的 产生 ， 它 使 数学 界 更 加 相信 ， 物 理 
室 体 的 几何 可 以 是 非 欧 几 里 得 的 。 它 的 创建 者 是 黎明 Georg 
Bernhard Riemann), 他 是 高 斯 的 学 生 , 后 来 成 为 哥 延 根 的 数学 教 
H. 尽管 他 并 不 知道 罗 书 切 夫 斯 基 和 村 ， 鲍 耶 的 工作 的 详细 内 容 ， 
但 高 斯 是 知道 的 ， 而 且 黎 太一 定 知道 高 斯 对 欧 氏 邢 何 的 必然 适用 
性 持 怀 疑 态度 。 

高 斯 指定 歼 曼 把 攻 何 基础 作为 他 应 该 发 表 的 就 职 演说 的 题 
A, KERB AAR ARRAS RI ARBOR AS ER 
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学 费 ) 资格 所 应 做 的 演说 . ARP 1854 年 给 哥 廷 根 的 教授 集团 做 
了 这 一 演讲 (1868 年 它 以 《关于 几何 学 基础 的 假设 》 为 题 发 表 )， 
高 斯 也 在 场 。 在 这 篇 论文 中 ， 黎 曙 重 新 考虑 了 空间 结构 的 全 部 问 
题 ， 他 首先 考虑 的 问题 是 ， 关 于 物理 空间 ， 我 们 究竟 可 以 确信 什 
Al 在 我 们 赁 经 验 确 定 物 理 空间 可 能 具有 的 性 质 前 ， 什 么 条 件 或 
事实 必须 预先 假定 呢 ? 从 这 些 被 当 作 公理 的 条 件 和 事实 出 发 ， 他 
打算 推导 出 更 多 的 性 质 。 这 些 公理 和 它们 的 逻辑 结果 应 该 是 先 验 
的 , 绝对 正确 的 。 空间 的 任何 其 他 性 质 都 必须 是 击 经 验 得 到 的 。 歼 
曼 的 目的 之 一 是 为 了 证 明 欧 几 里 得 的 公理 ， 与 其 说 是 自明 的 ， 还 
不 如 说 是 经 验 的 。 他 采用 了 分 析 〈 微 积分 及 其 扩展 ) 的 方法 ， 因 
为 在 几何 证 明 中 我 们 可 能 会 被 感觉 误导 ， 去 假定 一 些 不 是 星 然 可 
以 承认 的 事实 。 

Ae hI aS EA a EE. FEU TRA BE 
它 敌 详细 的 讨论 。 在 研究 什么 可 以 作为 先 验 知识 的 过 程 中 ， 他 区 
别 了 空间 的 无界 和 无 限 (这 样 球 的 表面 是 元 界 但 不 是 无 限 的 》, 这 
一 区 别 后 来 变 得 更 为 重要 。 他 指出 无 界 比 无 限 具有 更 大 的 经 验 可 
ae. 

R Sb Se F 25 A] OY PAE AS BR a SB A 
TBE NHERULA, RERARB ELE. BORSA CA 
尔 特 拉 米 (Eugenio Beltrami) 认为 这 门 新 的 几何 只 适用 于 某 些 特 
定 的 曲面 (例如 球 的 崇 面 ， 这 里 大 问 看 成 是 “家 线 ”)。 但 是 后 来 
ALS (Arthur Cayley》 和 和 其 他 受 此 思想 启发 的 数学 家 们 认为 双 椭 
BULLS et. FEMA J + 鲜 耶 的 几何 一 样 , 可 以 描述 我 
们 的 三 维 物理 空间 ， 直 线 的 定义 是 它们 的 根本 区 别 。 

在 双 椭 图 几何 中 直线 是 无 界 的 但 不 是 无 限 长 的 ， 而且， 没有 
平行 直线 的 概念 ,由 于 这 门 新 几何 中 保留 了 一 些 欧 天 几 和 柯 的 公理 ， 
所 以 有 些 定理 的 叙述 是 相同 的 。 例 如 和 定理 “三 角形 两 边 及 一 内 前 
对 应 相等 的 两 个 三 角形 全 等 ”是 新 的 几何 中 的 一 条 定理 。 其 他 我 
们 总 悉 的 全 等 定理 也 同样 成 立 。 然 而 这 门 几何 中 的 主要 定理 异 于 
BREIL) PATA EE. 也 异 于 高 斯 , 罗 巴 切 夫 斯 基 和 了 + HER 
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几何 定理 。 一 条 是 说 , 所 有 具有 相同 的 有 限 长 度 的 直线 交 于 两 点 。 
另 一 条 则 是 ， 一 条 直线 上 的 所 有 和 屁 线 交 十 一 点 ， 三 骨 形 的 内 角 和 和 
永远 大 于 180°, 不 过 当 三 角形 的 面积 趋 于 0 时 , 内 前 和 趋 于 180°, 
相信 三 前 形 必 全 等 。 至 于 双 椭 圆 儿 何 的 着 用 性 ,关于 先前 创立 的 
非 欧 几何 一 一 现在 称 为 戏曲 几何 -一 的 适用 性 所 做 的 所 有 讨论 ， 
也 具有 同样 的 效力 * 。 

所 有 这 些 奇 怪 的 几何 都 可 与 欧 氏 几何 匹敌 ， 甚 至 有 可 能 取 而 
RZ. SAE ERR RAE, 但 是 高 斯 接受 了 这 :一 可 能 性 。 
无 论 他 是 杏 确 实 使 用 了 他 在 1827 年 的 论文 中 记录 的 测 其 方法 来 
性 验 非 欧 儿 何 的 适用 性 ， 他 是 第 一 个 不 仅 肯 定 非 欧 几 何 的 适用 性 
而 且 是 认识 到 我 们 不 能 确信 欧 氏 几何 的 真理 性 的 人 。 他 是 否 受 到 
休 庶 著作 的 影响 币 得 而 知 ， 而 且 ， 他 吉 薄 康德 对 休 席 的 反 驶 ， 然 
而 他 生活 在 一 个 数学 法 则 止 在 受到 挑战 的 时 代 ， 他 一 定 在 洲 移 上 默 
化 中 感受 到 了 这 种 学 术 气 氛 。 一 种 新 的 学 术 氛 围 总 是 在 不 知 不 觉 
中 形成 的 , 要 是 萨 谢 利 早生 100 年 , 也 许 他 也 能 得 出 高 斯 的 结论 。 

最 初 高 斯 似乎 得 出 数学 中 没有 真理 的 结论 ， 在 1811 年 月 
2 日 写 给 贝 骞 尔 的 一 封 信 中 他 说 :“ 我 们 不 该 忘记 ，( 复 变 ) 函数 
与 其 他 所 有 的 数学 构造 一 样 ， 只 是 我 们 自己 的 创造 物 ， 因 此 当 我 
们 外 之 开始 的 定义 不 再 有 意义 的 时 候 ， 我 们 就 不 应 当 再 问 它 是 什 
A. MAR., 如 何 做 出 合适 的 假设 ,使 它 继续 有 意义 ”, 但 没有 
人 乐意 放弃 赛 中 宝物 ， 高 斯 显然 是 重新 考虑 了 数学 的 真理 问题 并 
找到 了 立足 的 根据 . 在 1817 年 写 给 由 伯 斯 (Heinrich W. M. Ol- 
bers) 的 一 封 信 中 , 他 说 : “我 越 来 越 相 信 , 我 们 的 《 欧 儿 里 得 ) 几 
何 的 (物理 ) 必然 性 是 不 可 证 明 的 ， 至 少 不 能 黎 人 的 推理 能 力 来 
证 明 ， 人 的 理性 也 不 需要 去 证 明 它 。 也 许 来 世 我 们 将 能 获得 现在 
所 不 具备 的 对 空间 本 质 的 一 种 洞察 力 。 而 到 那 时 我 们 已 无 需 将 几 
何 与 算术 置 于 同一 地 位 ,后 者 基 一 种 纯粹 的 先 验 知识 ， 现 在 我 们 
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只 能 将 几何 与 力学 相提并论 。” 高 斯 与 康德 不 同 , 他 没有 把 力学 定 
律 视 为 真理 。 其 实 他 和 大 多 数 人 部 接 受 了 怖 利 格 的 观点 ， 即 这 些 
定律 是 基于 经 验 的 。!1830 年 4 月 9 日， 高 斯 写 信 给 贝 塞 尔 说 ; 
按时 我 最 深 的 信念 ,在 我 们 先 验 的 知识 中 间 ，, 空 
间 理 论 与 纯粹 算术 占有 完全 不 加 的 地 位 ， 在 我 们 关 
于 空间 理论 的 全 部 知识 中 ， 对 作为 纯粹 算术 的 特征 
HbR CBM RH) 缺少 完全 的 信念 ， 我 们 还 
必须 谦和 虑 好说， 如果 数 仅仅 是 我 们 思维 的 产物 ， 那 
么 空间 在 我 们 的 思维 之 外 有 其 实在 性 ， 它 的 法 则 我 
们 不 能 完全 先 验 地 规定 。 
高 斯 是 在 说 明 ， 真 理 存 在 于 算术 中 ,， 因 此 也 存在 于 建筑 在 算术 之 
上 的 代数 和 分 析 〈 微 积分 及 其 扩展 》 中 ， 因 为 算术 的 真实 性 对 我 
从 的 心智 来 说 是 明显 的 。 
欧 氏 几何 是 物理 空间 的 几何 ， 是 关于 空间 的 真理 ， 这 一 观念 
在 人 们 心中 如 此 根深 蒂 固 ， 以 至 于 在 许多 年 中 ,与 之 相悖 的 任何 
EE, Hee. PRCT. MFR RIK (Georg 
Cantor) 曾 这 样 评 述 这 种 无 知 的 保守 : 一 旦 错误 的 结论 被 广泛 接 
受 ， 那 么 它 将 不 会 轻易 地 被 放弃 ， 而 且 对 它 懂得 越 少 ， 则 它 的 地 
位 越 率 固 。 罗 巴 切 夫 斯 基 和 本 鲍 耶 的 著作 发 表 后 三 十 年 左右 的 
时 间 中 ， 除 了 少数 凡 个 数学 家 外 ， 几 平 所 有 数学 家 都 对 其 置 之 不 
理 ， 它们 被 视 为 异端 邪说 。 有 些 数 学 家 并 不 否认 它们 的 敢 辑 上 的 
一 致 性 ， 另 一 些 则 相信 它们 必定 包 售 着 矛盾 因而 豪 无 价值 。 儿 乎 
所 有 的 数学 家 都 坚持 相信 物理 空间 的 几何 ， 必 须 是 欧 氏 几何 ， 
不 幸 的 是 ， 数 学 家 们 已 经 抛 宅 了 上 帝 ， 因 此 这 位 “神圣 的 开 
何 学 家 ” 拒 钊 吐露 他 是 用 这 些 彼 此 抗衡 的 几何 中 的 哪 一 个 来 设计 
字 宙 的 ， 数 学 家 们 只 好 型 精 竟 虑 以 寻求 答案 。1855 年 高 斯 死 后 
(此 时 他 的 声望 已 无 可比), 他 的 笔记 中 的 材料 被 公之于众 .1868 
年 黎 曼 于 1854 年 写 就 的 论文 的 发 表 使 得 许多 数学 家 相信 , 非 欧 岂 
何 也 可 以 是 物理 空间 的 几何 ， 我 们 不 能 再 肯定 哪 门 几 何 一 定 是 正 
确 的 。 单 是 还 有 别 的 几何 存在 就 已 是 一 个 信人 震惊 的 事实 了 ， 然 
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而 更 令 人 震惊 的 是 作 不 再 知道 哪个 是 正确 的 ,或 者 究 况 有 没有 正 
确 的 。 显 然 ， 数 学 家 们 将 基于 有 限 的 经 验 显 得 正确 的 命题 作为 公 
理 ， 并 错误 地 相信 了 它们 是 自明 的 。 数 学 家 们 路 入 了 马克 。 吐 温 
BURA BR: “AGRA BI. 他 是 唯一 具有 真正 宗教 的 一 一 他 们 
中 的 少数 人 。” 

非 欧 玫 何 及 其 隐 会 的 关于 交 何 真理 性 的 内 容 逐 渐 被 数学 家 们 
所 接受 。 但 并 木 是 由 于 它 的 适用 性 的 任何 论据 被 加 强 了 ， 而 是 正 
如 普 朗 克 (Max Planck) , 这 位 量子 力学 的 葛 基 人 在 本 世纪 初 所 说 
的 :“ 一 个 新 的 科学 真理 并 不 是 靠 说 服 它 的 对 手 并 使 其 看 见 真理 之 
光 取 胜 ， 而 是 由 于 它 的 对 手 死 了 ， 新 的 一 民 熟 悉 它 的 人 成 长 起 
来 了 。” 

至 于 说 到 整个 数学 的 真理 , 有 些 数 学 家 赞同 高 斯 的 观点 ,真理 
存在 于 数 中 , 它 是 算术 ,代数 、 微 积分 以 及 后 续 学 科 的 基础 。 当 雅 可 
(Karl Gustav Jacob Jacobi) 说 ,“ 上 帝 一 直 竹 进行 算术 化 ”的 时 
名 ,他 并 没有 像 柏拉图 那样 坚持 说 上 帝 永远 在 进行 几何 化 。 

看 起 来 数学 家 总 算 设法 拯救 并 且 保 住 了 建筑 在 算术 基础 之 上 
那 一 部 分 数学 的 真理 性 , 这 一 部 分 到 1850 年 时 在 科学 上 远 比 那 几 
门 儿 何 使 用 得 更 为 广泛 也 更 为 活 睹 。 不 幸 的 是 典 灭 性 的 事情 接 晤 
而 来 ， 为 了 理解 这 些 我 们 必须 往 回 走 一 点 点 。 

从 16 世纪 开始 ,数学 寮 们 就 在 使 用 向 量 的 概念 了 。 一 个 向 
BH, 通常 画 为 一 条 有 向 线段 , 既 有 方向 也 有 大 小 《图 4.5)。 它 用 来 
代表 力 ， 速 度 或 其 他 方向 和 大 小 都 有 意义 的 量 。 辣 一 平 而 内 的 向 
基 可 在 几何 三 通过 加 、 减 . 乘 、 除 的 运算 而 得 到 一 个 新 的 向 量 。 16 
世纪 还 引入 了 形 如 a 十 如 的 复数 ， 其 中 i= 
v 一 1, 测 se 各 是 实数 .即使 对 数学 家 来 说 , 这 
些 数 也 是 深奥 莫 测 。 因 此 当 1800 年 左右 ， 韦 塞 
尔 (Caspar Wessel), 阿尔 岗 (Jean-Robert Ar- 
gand) 和 高 斯 等 儿 个 数学 家 意识 到 可 用 平面 上 
的 有 向 线段 来 袁 示 复数 《〈 见 图 4.6) A. EHR 
示 才 变 得 方便 起 来 。 这 些 人 马上 看 出 复数 不 仅 Hi 4.5 
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可 以 用 来 表示 平面 上 的 向 
量 , 还 可 以 玫 来 表示 向 量 的 
DN. oR. FE. 除 等 运算 。 女 ， 
复数 被 用 作为 向 量 的 代数 ， 
正如 整数 和 小 数 用 来 表示 
商业 事务 。 因 此 ,不 需要 用 
几何 进行 向 量 运 算 而 只 要 
代数 运算 就 可 以 了 。 这 样 求 
At ee OA MOB {图 
d. 7) 的 和 ,根据 平行 四 边 形 
EME RRR YB oy 
量 OC， 用 复数 3 十 点 表 示 
OA, MHAR 2 十 4 表示 
OB, 其 和 5 十 Br 就 表示 向 量 
Oc, 

这 种 用 复数 来 表示 平 
面 上 的 向 量 及 其 运算 的 方 
法 到 1830 FH EZERS 
是 众所周知 的 了 , Ri. 如 oO 
果 几 个 力作 用 于 一 个 物体 ， a7 
则 这 些 力 及 其 向 量 表示 不 一 定 通 常 也 不 会 总 在 同一 平面 上 。 如 果 
为 了 方便 起 见 将 通常 实数 称 为 一 维 数 ， 复 数 为 二 维 数 ， 那 么 ， 要 
用 什么 来 表示 空间 中 某 种 三 维 数 的 向 量 及 其 代数 运算 呢 ? Ala 
望 对 这 种 三 维 数 进 行 的 运算 , 类 似 于 复数 的 情况 , 将 必须 包括 加 、 
wR. He. RR, 面 且 必须 满足 通常 实数 和 复数 所 县 有 的 那些 性 质 。 这 
样 代数 运算 才能 自由 旦 有 效 地 使 用 。 于 是 ， 数 学 家 们 开始 寻找 一 
种 称 为 三 维 复数 及 其 代数 的 数 。 

有 许多 数学 家 从 事 了 这 一 问题 的 研究 。1843 年 ,哈密 尔 项 提 
出 了 一 个 有 用 的 复数 的 空间 类 似 物 ,哈密 尔 顿 为 此 国 惑 了 15 年 。 
那 时 数学 家 们 所 知道 的 所 有 的 数 都 共有 乘法 的 变换 性 ， 即 ad= 
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sz 因此 哈密 水 顿 很 自然 地 相信 他 所 找 的 一 维 数 或 三 元 数 ,也 应 该 
具有 这 一 性 质 以 及 其 他 实数 和 复数 具有 的 性 质 。 哈密 尔 顿 终于 成 
THY . 不 过 他 被 追 作 出 两 点 让 步 。 首先 , 籽 的 新 数 包 含 四 个 分 量 ， 
其 次 ， 他 不 得 不 抹 牧 了 苹 法 交 搁 律 。 这 两 个 特点 对 代数 学 来 说 部 
是 革命 性 的 ， 他 把 这 种 新 的 数 叫 做 四 元 数 。 
BMA ath, HP i= Y 一 1， 而 四 元 数 则 形 为 

atbitcjt+de 
Epi, j, 二 都 与 一 1 有 相同 特性 。 即 

P=j =k’ =] 
两 个 四 元 数 相 等 的 准则 是 系数 a、5、c、d 部 对 应 相等 ， 

两 个 四 元 数 相 加 只 要 将 对 应 系数 分 别 相 加 形成 新 的 系数 ， 这 
样 和 本 身 也 是 … 个 四 泡 煞 。 为 了 定义 乘法 ， 喻 密 尔 顿 不 得 不 规定 
;与 六 工 与 下 及 了 与 下 的 乘积 。 为 了 保 证 乘积 是 一 四 元 数 , 并 且 尽 
可 能 和 多 地 保留 实数 和 复数 的 特点 ， 他 约定 : =i Aji, I= 
j ik= j, jk, a 一 外 ， 这 些 约定 意味 着 乘法 是 不 可 能 交换 
AD. 这 样 若 户 和 8 为 四 元 数 , 则 py 不 等 于 ge。 一 个 四 元 数 被 另 一 
个 四 元 数 除 也 是 可 以 和 做 的 ， 然 而 ， 系 法 的 不 可 交换 性 蔓 售 了 用 四 
元 数 4 去 除 四 元 数 疡 时 ,可 以 意味 着 找到 >, 使 得 p 一 gr 或 p=rg， 
Mr 在 两 种 情形 下 可 能 不 等 。 尽管 四 元 数 并 没有 像 哈 窗 尔 顿 希望 
的 那样 有 广泛 的 使 用 价值 ， 他 还 是 能 用 它们 来 解 央 大 基 的 物理 和 
也 何 问题 。 

四 元 数 的 引入 给 丁 数学 家 们 又 - -次 震动 。 它 是 一 个 确 确实 实 
有 实际 用 途 的 代数 , 却 不 具备 所 有 实数 和 复数 部 具 省 的 基本 性 质 ， 
BD az 一 2 。 

哈密 尔 顿 发 明 四 元 数 后 不 入 ， 从 捉 其 他 领域 研究 的 数学 家 们 
引入 了 更 奇怪 的 代数 。 著 名 代数 几何 学 家 凯 莱 引 进 了 和 矩阵， 它 是 
抢 形 或 正方 形 数组 。 对 它们 也 可 进行 通常 的 代数 运算 。 但 是 如 同 
在 四 元 数 中 的 情形 一 样 ， 它 也 没有 乘法 可 交换 性 。 而 且 即 使 两 个 
矩阵 都 不 为 0, 它们 的 积 也 可 能 为 0。 四 元 数 和 符 阵 只 不 这 是 许多 
性 质 越 来 越 奇 茎 的 代数 的 先驱 。 格 拉 斯 量 (Hermann Gunther 
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Grassmann ) 发 明了 许多 这 样 的 代数 .它们 甚至 比 哈密 尔 屯 的 四 元 
数 还 要 一 般 化 。 不 幸 ， 格拉 斯 如 只 是 个 中 学 教师 ， 因 此 过 了 许多 
年 他 的 工作 才 获 得 了 应 有 的 注意 。 无 论 怎样 ,格拉 斯 缀 工作 增添 
了 现在 称 为 超 复 数 的 新 代数 中 的 多 样 性 

为 了 特别 的 目的 而 创建 的 这 些 新 代数 本 身 并 没有 向 普通 的 算 
术 及 其 扩展 在 代数 和 分 析 中 的 真理 提出 挑战 。 毕 竟 ， 一 般 的 实数 
和 和 复数 可 用 于 完全 不 向 的 目的 ， 它 们 的 实用 性 是 无 可 质疑 的 。 然 
而 ， 新 代数 的 出 现 征 人 们 对 熟悉 的 算术 和 代数 中 的 真理 提出 了 质 
疑 ， 正 如 接受 了 新 的 文明 的 习俗 的 人 开始 反省 他 们 自己 。 

HERREDER EHI a SE BF eee (Hermann von 
Helmholtz), 他 是 个 卓越 的 物理 学 家 、 数 学 家 和 医生 . 在 他 的 《 算 
与 量 》 (1887 年 ) 一 书 中 , 他 认为 数学 的 主要 问题 是 算术 对 物理 现 
象 的 和 月 适应 性 的 证 明 ， 他 的 结论 是 只 有 经 验 能 告诉 我 们 算术 的 法 
则 能 用 在 哪里 ,我们 并 不 能 肯定 一 条 先 验 公式 是 否 在 任何 情况 下 
都 适用 。 

变 姆 惟 兹 考虑 了 许多 相关 的 问题 , 数 的 概念 本 身 来 自 于 经 验 ， 
某 些 经 验 启 发 了 通常 类 型 的 数 : 整数 、 分 数 和 无 理 数 及 其 性 质 . 对 
于 这 些 经 验 ， 熟 悉 的 数 是 适用 的 。 我 们 认识 到 存在 确实 相等 的 物 
体 ， 因 此 我 们 可 以 说 ， 例 如 ， 两 头 牛 。 然 而 ， 这 些 物体 必须 不 能 
消失 、 温 合 或 分 着。 一 个 雨滴 与 男 一 个 雨滴 相 如 并 不 能 得 到 两 个 
雨滴 。 蓉 至 是 相等 的 概念 也 不 能 自动 凶 用 于 经 验 。 看 起 来 如 果 物 
ft a=e T b= 则 一 定 有 a&==&。 但 是 有 可 能 两 个 音 听 起 来 都 与 第 
三 个 音 相 同 ， 而 特 荣 却 可 以 区 别 出 前 两 个 音 。 这 里 与 同一 事物 相 
同 的 事物 并 不 相同 , 同样 地 , 颜色 a 和 < 看 起 来 都 和 相同, 而 a 
Ac 却 是 有 区 别 的 。 

还 可 举 出 许多 例子 来 说 明 简 单 地 应 用 算术 可 能 会 导出 散记 的 
绪 果 。 如 果 你 将 等 体积 的 两 份 水 混合 ,一 份 温 度 为 40 下 ， 另 一 份 
A 50F, 休 并 不 能 得 到 温度 为 90"F 的 两 份 体积 的 水 . 一 个 频率 为 
100 赫兹 和 另 一 个 200 赫兹 的 单 音 胎 加 ， 得 天 的 并 不 是 频率 300 
幸 兹 的 单 音 ， 事 实 上 合成 音 的 频率 还 是 100 ee. BR PRK 
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ASIA R 和 R 的 电阻 并 联 ， 它 们 的 等 效 电阻 是 RR Rit 
Rò., Fahl (Henri Lebesgue) AMILA, RIE - 头 狮 子 和 
HATXE- TETE, Ree PA SAA RAD. 

我 们 在 化 学 中 知道 ， 将 所 和 和 毛 混 合 就 得 到 水 。 但 是 如 果 将 两 
体积 的 氢 和 一 体积 的 氧 混合 得 到 的 不 是 三 体积 而 是 两 体积 的 水 燕 
气 。 同 样 ， 一 体积 氮气 和 三 体积 氢气 作用 生成 两 体积 氮气 。 我们 
磁 巧 知道 这 些 令 人 惊讶 的 算术 事实 的 物理 解释 。 根 据 阿 伏 倪 德 罗 
假设 ， 间 一 温度 、 闻 一 压强 下 ， 体积 相间 的 任何 气体 所 含 分 子 数 
相同 . SOR. 如 时 给 定 体积 的 氢气 含有 10 个 分 子 , 则 两 倍 这 一 体 
积 的 氢气 含有 20 个 分 子 。 磋 巧 氧气 和 氧气 都 是 双 原 子 分 子 , 即 每 
个 分 子 出 两 个 原子 组 成 。 这 20 个 双 原 子 氨 分 子 中 的 每 个 都 与 10 
个 所 分 子 中 的 一 个 原子 结合 从 而 得 到 20 个 水 分 子 , 即 两 体积 的 水 
蒸气 而 不 是 三 体积 。 击 此 可 以 看 出 算术 不 能 正确 描述 按 体积 混合 
气体 的 结果 。 

一 般 来 说 ， 算术 也 不 能 正确 反 蜡 按 体 积 混合 液体 的 结果 。-- 
夸 脱 的 柱 松子 酒 与 一 夸 脱 苦 艾 酒 混合 ， 得 到 的 不 是 两 夸 脱 混合 物 
而 是 稍微 少 一 些 。 一 专 脱 酒精 与 一 压 脱 水 混合 得 到 大 约 1. 8 SH 
的 伏特 加。 对 于 大 多 数 笨 类 这 一 点 都 是 正 移 的 。 三 茶匙 水 加 上 一 
茶匙 盐 不 会 是 四 茶匙 。 有 些 化 学 混合 物 不 仅 不 按 体 积 增 加 ， 还 会 
爆炸 。 

不 仅 是 整数 的 性 质 在 许多 物理 情况 下 不 成 立 ， 许 多 实际 情况 
中 还 要 用 到 不 同 的 分 数 计算 。 让 我 们 以 棒球 为 例 来 考虑 〈 这 当然 
是 上 百 万 美国 人 所 感 兴趣 的 问题 ) 。 

假设 一 个 运动 员 在 一 场 比 赛 中 击 球 3 次 ， 在 另 一 场 比赛 中 击 
BRAK. 那么 他 总 共 击 了 几 次 球 ? 这 没有 什么 困难 .他 一 共 击 球 
7 社 ,假设 他 在 第 一 场 比 赛 中 有 2 ARAM. MAB Bae 
远 ， 在 第 二 场 中 成 功 3 次 ， 两 场 比 赛 中 他 一 共 成 功 几 次 呢 ? 这 也 
没有 什么 困难 ， 一共 是 5 次。 然而 ,观众 和 对 手 本 人 通常 最 感 兴 
趣 的 是 平均 击 中 率 ， 也 就 是 击 中 次 数 与 击 球 次 数 的 比例 。 在 第 一 
场 中 比例 是 2/3, 第 二 场 中 是 3/4, 假设 该 球 手 或 者 一 个 梯 球 迷 想 
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XPERIA RECE 12 次 机 会 中 击 中 17 次 。 显 
然 ， 通 常 将 两 次 比赛 的 平均 击 中 率 相 加 来 得 到 两 次 比赛 的 平均 击 
中 率 的 办 法 是 行 不 通 的 。 

我 们 怎样 才能 由 两 次 比赛 各 自 的 半 均 击 中 率 求 得 这 两 次 比赛 
的 平均 击 中 率 呢 ?答案 是 用 一 种 新 的 分 数 加 法 。 我 们 知道 联合 的 平 
均 击 中 率 是 5/7, 而 单 场 比 赛 的 击 中 率 分 别 是 273 和 3/4, 我 们 看 
到 如 果 把 分 子 和 分 母 对 应 相 加 得 到 新 的 分 数 , 这 就 是 正确 答案 , 即 

2,33) 
3 4 7 
(ER ae PS RS St FAB DF 4B 

3% ot SEE Ba Pie a. hE 
销 的 商人 在 第 一 天 的 五 个 推销 电话 中 成 功 了 二 次 ， 第 一 天 七 次 成 
功 了 四 次 ， 他 把 这 些 记 录 下 来 。 为 了 得 到 正确 的 成 功率 ， 介 必须 
把 375 和 477 按 平均 击 中 津 的 那 种 方法 计算 这 两 天 中 他 的 记录 
是 在 总 共 12 个 电话 中 成 功 了 7 次, 这样 7/12 就 是 3/5 十 4/?， 假 
设 加 号 意味 着 分 子 相 加 和 分 母 奏 加 。 

再 举 一 个 更 为 一 般 的 例子 ,假设 一 辆 汽车 用 2 小 时 走 了 50 英 
E, 用 3 小 时 走 了 100 英里 , 那么 两 次 旅行 的 平均 速度 是 多 少 呢 ? 
你 可 以 说 这 辆 车 用 5 个 小 时 走 了 159 英里 。 因 此 它 的 平均 速度 是 
每 小 时 30 英里 。 然 而 ,分 别 计算 每 次 的 平均 速度 通常 总 是 有 用 的 。 
第 一 次 旅行 的 平均 速度 是 5072， 第 二 次 是 10073， 如 果 将 这 两 个 
分 数 的 分 子 相 加 、 分 母 相 加 ， 则 也 得 到 正确 答案 。 

— KOR 4/6=—2/3, 然而 在 上 而 讨论 的 分 数 相 加 中 , 例如 27 
3 十 375， 就 不 能 用 4/6 代 换 273。 因 为 前 者 结果 为 ?77/11， 局 者 则 
5/8, 而 这 两 个 答案 并 不 相等 更 进一步 ,在 通常 的 算术 中 ，57 
1 和 ?7/1 就 像 整数 5 和 ?7 一样， 在 我 们 的 新 算术 中 , 将 5/1 和 77] 
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作为 分 数 求 和 ， 我 们 得 到 的 是 12/2， 向 不 是 1271。 

这 些 可 以 称 之 为 棒球 算术 的 例子 位 实说 明 可 以 引进 与 以 前 我 
们 邹 悉 的 运算 不 同 的 运算 ， 这 样 就 创造 了 一 个 实用 的 算术 。 事 实 
上 也 确实 存在 许多 其 他 的 算术 ， 然 库 ， 一 个 真正 的 数学 家 绝 不 会 
赁 一 时 的 兴致 去 发 明 一 种 代数 。 一 种 代数 总 是 为 了 表示 一 类 物理 
世界 的 现象 而 创造 的 ， 正 像 我 们 上 面 的 分 数 加 法 适用 于 上 蚌 次 击 于 
平均 率 的 合成 。 我 们 可 以 通过 定义 适合 于 这 类 物理 现象 的 运算 很 
方便 地 对 物理 世界 发 生 的 事情 进行 研究 。 有 共有 经 验 能 告诉 我 们 普 
通 的 算术 何 处 可 应 用 于 给 定 的 物理 现象 ， 这 样 就 不 能 说 算术 是 - 
定 适 用 于 物理 现象 的 一 -个 真理 体系 。 当 然 ， 由 于 代数 和 分 析 是 算 
术 的 延 人 种， 它们 也 不 是 真理 体系 。 

因此 ， 数 学 家 们 只 能 得 出 这 个 令 人 但 丧 的 结论 ， 数学 中 没有 
真理 ， 即 作为 现实 世界 普 适 法 则 意义 上 的 真理 。 算 术 和 几何 基本 
结 袍 的 公理 是 受 经 验 启发 得 出 的 ， 因 而 这 些 结 枸 的 适用 性 是 有 限 
的 ,它们 在 哪里 晨 适 用 的 只 能 由 经 验 来 天 定 。 希 腊 人 试图 从 几 条 
自明 的 真理 出 发 和 仅仅 使 用 演绎 的 证 骨 方 法 来 保证 数学 的 真实 性 
被 证 明 是 徒劳 的 。 

对 许多 富有 思想 的 数学 家 来 说 ， 数 学 不 是 一 个 真理 体系 这 一 
事实 实在 是 礁 以 接受 。 似 乎 上 帝 想 用 多 种 所 何 和 代数 来 使 他 们 国 
了 惑 , 正如 他 曾 用 不 同 的 语言 困惑 了 建筑 巴 别 塔 " 的 人 们 那样 .因此 
他 们 拒绝 接受 这 些 新 的 发 明 。 

哈密 尔 顿 毫 无 疑问 是 一 位 杰出 的 数学 家 ,在 1837 年 他 表达 了 
他 对 非 欧 几何 的 不 满 : 

BA — AH, AAMAS ES 
前 欧 几 里 得 在 他 的 《 儿 何 原本》 中 提出 的 平行 线 的 
FER. 尽管 他 可 能 会 着 望 看 到 它们 以 更 明确 更 





+ 这 是 圣经 tih- tR: Aa, HARE AAR AIS. METAR 
在 巴比伦 王国 建造 一 庚 通 天 塔 。 在 塔 快 建成 时 ， 上 带 发 现 了 ,他 把 人 自分 配 到 世界 各 
地 ， 摘 沦 他 们 的 语言 ， 于 是 人 们 淋 得 不 停止 建 得 这 许 塔 。 一 一 详 注 


90 Hee. WM 
HHPAARGR, RHR PRALASARBR 
PHRASE, REAR ARAA BR 
RUA awe RECN ARRAS, 

凯 莱 在 1883 年 就 任 英 国 科 学 促进 协会 主席 的 演说 词 中 强调 : 
我 本 人 的 观点 是 欧 几 里 得 的 第 十 二 公理 (通常 
称 之 第 五 公理 或 平行 公理 》 的 普 莱 费 尔 形 式 不 需要 
证 明 ， 它 是 我 们 的 空间 概念 的 一 部 分 。 这 里 蕴 的 是 
我 们 经 验 中 的 物理 空间 我 们 通过 经 验 来 了 解 这 
个 室 间 。 但 它 的 表示 是 建立 在 所 有 外 部 经 验 基础 之 
上 的 "注意 到 欧 氏 空间 长 期 以 来 一 直 被 当 作 是 我 
们 经 验 的 物理 空间 ， 所 以 几何 学 的 命题 对 于 欧 氏 空 
间 不 仅仅 是 近似 的 真实 的 ， 而 且 是 绝对 真实 的 。 

F © WHA (Felix Klein), 近代 的 一 个 真正 伟大 的 数学 家 , 表 
达 了 差不多 是 同样 的 观点 。 尽 管 凯 莱 和 下， REA ARM Sat 
非 哆 几何 工作 ， 他们 却 把 非 哆 几何 看 作 是 在 歼 氏 儿 何 中 引入 和 人 为 
的 新 的 虐 高 函数 时 产生 的 在 异 结果 。 他 们 拒绝 承认 非 哆 几何 和 欧 
氏 几 何 一 样 基本 和 实用 ， 他 们 的 立场 在 相对 论 时 伐 以 前 看 来 还 是 
oh Sine 

罗素 也 相信 数学 的 真实 性 ， 尽 管 他 在 某 种 程度 上 限制 了 这 种 
真实 性 。 上 个 世纪 90 年 代 他 提出 了 这 样 的 问题 : 空间 的 哪些 性 上 质 
对 经 验 是 必需 的 ， 而 且 是 由 经 验 假定 了 的 。 也 就 是 说 ， 如 果 在 这 
些 先 验 性 质 中 有 任何 一 条 被 否定 ,那么 经 验 就 变 得 豪 无 意义 了 .他 
在 《关于 上 几何 基础 的 随笔 》{189? 年 ) 中 , 煌 同 欧 氏 几 何不 是 一 门 
先 验 知识 这 一 见解 。 他 断言 ， 就 一 切 几 何 学 来 说 ， 倒 不 如 认为 射 
影 几 何 * 是 先 验 的 。 这 个 结论 在 1900 年 前 后 ， 从 射影 几何 的 重要 











* 射影 几何 研究 的 是 一 个 平面 上 的 图 像 投 影 到 另 一 个 平面 上 时 所 得 图 像 的 公共 性 
上 质 。 如 时 在 一 个 手电 简 前 放 窒 一 个 贺 ， 那 么 在 屏幕 或 塘 上 就 会 看 到 它 的 影子 。 影子 的 
形状 随 着 可 偏离 或 趋 近 重 直方 向 面 发 生 改 变 , 而 加 用 其 各 种 不 同 的 形状 有 着 根 同 的 几 
何 性 质 。 一 一 原 注 
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性 的 观点 来 看 ， 是 名 以 理解 的 。 然 后 他 就 把 欧 氏 几何 和 一 切 非 欧 
几何 所 共有 的 公理 ， 当 作 先 验 的 东西 深 加 到 射影 几何 中 去 ， 吉 进 
去 的 那些 和 东西 《空间 的 齐 次 性 , 维 数 的 有 穷 性 以 及 距离 的 概念 ) 使 
得 度量 成 为 可 能 .。 罗素 还 指出 , 定性 的 考虑 必须 在 定量 考虑 之 前 ， 
而 这 一 观点 如 强 了 射影 几何 的 先 验 性 。 

至 于 说 到 度量 几何 ， 即 网 氏 几 何 和 多 种 非 欧 几 和 何 ， 它 们 可 以 
由 射影 几何 通过 引入 蘑 个 特定 的 度量 概念 而 导出 ， 这 一 事实 罗素 
认为 只 不 过 是 一 种 技术 上 的 成 就 而 没有 什么 哲学 意义 ,无 论 如 何 ， 
它们 持 有 的 那些 特殊 定理 并 不 是 先 验 的 。 在 对 等 这 几 种 基本 的 度 
BLE, SRAATRARARRA, 他 认为 它们 都 处 于 同等 的 
尿 焊 地 位 ， 国 为 具备 上 面 那些 性 质 的 度 址 空间 只 有 上 欧 氏 空间 、 双 
曲 空 间 的 和 单 、 双 燃 贺 室 间 ， 所 以 罗素 认为 所 有 可 能 的 度量 空间 
只 有 这 几 种 ， 面 欧 氏 空间 则 当然 是 仅 有 的 确实 可 用 的 空间 ， 其 他 
那些 空间 在 证 明 可 能 存在 别 的 几何 学 时 ,有 其 哲学 上 的 重要 性 。 现 
在 我 们 回 过 涉 来 看 ， 可 以 说 罗素 无 非 是 用 一 种 射影 乌 代 兰 了 吹风 
里 得 闪 。 罗 素 多 年 以 后 承认 ， 他 的 《随笔 》 是 他 年 轻 时 代 的 一 部 
著作 ， 其 观点 是 无 法 站 得 住 脚 的 。 然 而 我 们 后 面 将 会 看 到 ， 他 和 
其 他 人 为 了 建立 算术 的 真实 性 面 确立 了 一 个 新 的 基础 〈 见 第 
十 章 )。 

数学 家 对 某 种 基础 的 真理 的 执著 探 素 是 可 以 理解 的 。 儿 人 少 世 
红 以 来 ， 用 数学 去 描述 和 预测 物理 现象 一 直 取 得 辉煌 的 成 功 ， 这 
使 得 任何 人 ， 元 其 是 那些 被 他 们 自己 的 发 明 陶 醉 得 际 桂 然 的 人 来 
说 ， 要 他 们 接受 “数学 并 不 是 一 堆 灭 然 的 钻石 ， 而 不 过 是 人 工 宝 
石 ” 这 一 事实 的 确 是 很 难 的 。 然 而 数学 家 们 还 是 逐渐 开始 娠 认 ，, 数 
学 公理 和 定理 并 不 一 定 是 物理 世界 的 真理 。 某 些 领域 的 经 验 和 启发 
特定 的 公理 ， 在 这 些 领 域 ， 这 些 公理 及 其 氨 辑 结果 能 够 非常 精确 
地 作 有 价值 的 描述 。 但 是 ， 一旦 这 一 领域 扩展 了 ,这 种 适用 性 就 
可 能 会 和 失去。 就 对 物理 世界 的 研究 而 言 ， 算 术 仅 仅 提供 了 理论 或 
者 模型 ， 而 当 经 验 或 实践 证 明 一 种 新 的 理论 能 比 间 理论 提供 更 加 
一 到 ° 的 描述 时 ,新 的 数学 理论 就 取代 了 旧 的 理论 . 1921 FRA 
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坦 给 出 了 关于 数学 与 物理 志 界 的 关系 的 精采 的 叙述 ，: 
只 要 数学 的 命题 是 涉及 实在 的 ， 它们 就 不 是 可 
靠 的 ; 只 要 它们 是 可 靠 的 , 它们 如 不 涉及 实在 。*…* 
但 是 ， 另 一 方面 ， 作 为 一 般 肖 这 的 数学 各 作为 特殊 
情况 中 的 几 和 采 ， 它 们 的 存在 是 由 于 我 们 需要 了 解 真 
实 客体 的 一 些 性 质 。 

既然 数学 家 们 已 经 放弃 了 上 帝 ， 他们 就 应 该 相信 人 人， 而 这 正 
是 他 们 所 做 的 。 他 们 继续 发 展 数学 和 探索 自然 法 则 ， 他 们 知道 自 
己 所 阐明 的 并 非 是 上 帝 的 设计 而 是 人 的 工作 。 昔 日 的 成 荔 使 他 们 
对 正在 进行 的 工作 充满 信心 ， 而 且 幸 运 之 神 总 是 欣然 来 到 。 使 数 
学 永远 充满 活力 的 灵丹妙药 是 亡 自己 调配 的 一 一 在 天 体力 学 ， 声 
学 、 流 体力 学 、 光 学 、 电 蔽 理论 各 工程 中 取得 的 巨大 成 就 ， 以 及 
PE Bo HEA EREE, E APR TE J 
SHH. TERI TERRE EERE BE CRY Be. 
EES E ATE HS SRE T A CRA 〈 见 第 十 
五 章 ?。 于 是 ,数学 的 发 明和 在 科学 中 的 应 用 得 以 更 快 的 步伐 前 进 。 

数学 并 不 是 一 个 真理 体系 这 一 认识 确实 振 配 发 职 。 让 我 们 首 
先 看 一 个 数学 作用 于 科学 的 结果 。 从 茵 利 略 时 代 和 开始， 科学 家 们 
就 认识 到 , 科学 中 的 基本 原理 与 数学 原理 相反 , 必须 来 源 于 实践 。 
尽管 两 个 多 世纪 的 时 间 里 他 们 相信 他 们 所 发 现 的 是 自然 界 的 设计 
之 中 所 国有 的 ,但 是 到 了 19 世纪 初 他 们 认识 刘 科 学 定理 并 不 是 真 
理 ， 其 至 数学 的 原理 也 是 来 源 二 经 验 而 和 且 并 不 能 肯定 它们 的 真实 
性 ,这 一 认识 使 科学 家 们 意识 到 只 要 他 们 使 用 数学 的 公理 和 定理 ， 
合 们 的 型 论 就 更 加 脆 虹 。 自 然 法 则 是 人 的 创造 物 ， 是 我 们 ， 而 不 
是 上 帝 ， 才 是 宇 审 的 法 则 制定 者 。 自 然 法 由 是 人 的 描述 而 不 是 上 
帝 的 命令 。 

这 场 灾 难 的 影响 几乎 涉及 了 我 们 文化 的 所 有 领域 。 在 数学 种 
数学 物理 中 貌似 真理 的 成 就 使 人 们 期 望 也 能 获得 所 有 其 他 知识 领 
域 中 的 真理 。 币 卡尔 在 1637 年 的 《方法 谈 》 中 表达 了 这 种 期 组 : 

这 一 长 早 的 推理 简单 而 又 容 易 ， 几 何 学 家 正 是 
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HOE RAA A EEE, RMB. 
WARE RAR HHS ESRI A. RER 
们 拒绝 接受 那 不 真 的 事情 为 真 ， 并 和 且 遵守 必要 的 演 
绎 程序 从 一 个 结论 推 到 其 他 ， 那 就 不 会 有 什么 琐 远 
而 我 们 不 能 达到 的 事情 ， 也 没有 什么 因为 深奥 而 不 
能 为 我 们 揭示 的 事情 了 。 

笛 卡 尔 写 这 些 话 的 时 候 数学 探究 的 成 功 还 很 少 . 到 18 thee op 
叶 数 学 成 就 加 此 巨大 而 诬 捞 ， 知 识 界 的 领袖 人 物 痢 深信， 他 们 能 
够 通过 应 用 推理 和 数学 我 到 所 有 领域 中 的 真理 。 达 兰 贝尔 这 社评 
价 但 的 时 代 : 

eere- TE AY a ML AA A E E A eee 
带 开 了 生气 过 孝 的 各 种 思潮 。 这 种 活跃 的 种 潮 过 如 
WRT RAK, SRA PARA SPA, A 
SSW pot eA A WB ET E 
REEWAX. A-RA SHOE HR EAB ROE 
a, MSR MARRS. ASRS, Ae 
RRA ROY EG la ART A E 
到 平民 的 法 律 ， 从 自然 法 则 到 国家 专政 的 律 法 ………。 
一 切 事物 都 被 讨论 和 分 析 ， 或 者 至 少 被 人 介 提 及 。 

所 有 领域 中 的 真理 都 将 被 数学 不 是 真理 这 个 认识 动摇 A 
(TAY AE] Aas BR A REE RBI. (OPE. eR. ABA 
他 诸 领 域 中 的 真理 ， 然 而 这 种 希望 的 最 有 力 的 支持 没有 了 。 数 学 
向 址 界 证 明了 人 能 获得 真理 ， 然 后 又 毁 掉 了 这 个 证 明 。 正 是 非 欧 
几何 和 四 毛 数 这 两 个 推理 的 重 人 胜利 导致 了 这 场 灾 难 。 

正如 W. ARHI: “人 的 智力 生命 几乎 完全 取决 于 他 的 
理性 知识 取代 其 感性 知 诉 的 程 底 ， 我们 的 经 瞪 止 是 米 自 十 这 样 的 
感性 知识 。” 而 这 种 理性 知识 并 不 是 感性 知识 的 真实 表述 。 

人 的 精神 支柱 、 推 理 框 架 以 及 所 有 已 建立 的 思想 权威 都 随 真 
埋 的 丧失 而 失去 了 ,“ 人 类 推理 的 骄 微 ” 随 着 真理 大 忻 的 雪 塌 而 裔 
mS. FPA, 我 们 最 坚定 的 信念 不 是 途 主观 所 作出 的 论 
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断 。 事 实 上 它们 是 最 不 可 信 的 ， 它 们 标示 的 不 是 我 们 的 成 功 而 是 
我 们 的 局 限 性 。 
对 数学 真理 信 仙 的 历史 可 以 用 华 慈 华 斯 的 “永恒 的 暗示 ”来 

做 最 好 的 总 结 。1759 年 数学 家 们 可 以 这 样 夸耀 他 们 的 发 明 : 

KEP ERRE, 

我 们 走向 四 面 八方 。 
到 了 1850 年 ， 他 们 不 得 不 诅 背 弛 承认 ， 

不 管 我 走 到 哪里 ， 

尘世 中 这 条 路 已 不 再 荣光 。 
(AIX RA BIERESA RH. OUP ERER: * aX) 
科学 是 人 的 心智 的 工作 ， 它 注定 要 去 探索 而 不 是 知道 ， 去 追求 真 
理 而 不 是 发 现 真 理 .” 也 许 真 理 本 质 上 就 是 难以 捉摸 的 , 或 者 如 罗 
Bee REEF (Lucius Seneca) 所 说 :“ 自 然 界 不 会 一 下 子 披露 
她 所 有 的 秘密 。” 
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KAT S E 
在 隐藏 着 的 背后 
我 们 找到 的 是 力量 。 
一 一 Spite sy 


两 干 多 年 来 ， 数 学 家 们 一 直 相 信 他 们 已 十 分 成 功 地 揭示 了 自 
然 的 数学 设计 ,然而 现在 他 们 却 不 得 不 承认 数学 定律 并 非 真 理 , 在 
这 两 干 年 里 数学 家 们 还 认为 他 们 一 直 遵 循 着 古 希 腊 人 的 方法 来 得 
到 真理 ， 即 将 演绎 法 椎 理应 用 于 数学 公理 中 ， 从 而 确保 推论 与 公 
理 一 样 可 靠 。 而 正 由 于 科学 的 数学 定律 相当 准确 ， 少 数 儿 个 对 其 
些 数 学 论点 正确 性 的 疑惑 虽然 瑚 实 存 在 ， 但 也 不 被 理 皮 。 即 使 最 
敏锐 的 数学 家 也 确信 推理 上 的 任何 芽 竟 是 很 容易 去 除 的 .然而 , 数 
学 家 们 在 推理 上 的 这 种 安然 心态 ， 却 在 19 世纪 有 了 改变 . 

RCP RTH UR. TT ThA? 他们 六 是 如 何 认识 到 
他 们 并 没有 合理 地 进行 推理 的 呢 ? 在 19 世纪 上 叶 , 对 微 积分 的 合 
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理性 的 攻击 并 没有 唱和 到 令 人 满意 的 反击 ， 这 已 动 授 了 一 些 人 . 但 
最 主要 的 是 由 于 在 原理 上 很 类 似 的 非 欧 几 和 何 和 由 元 数 的 发 明 ， 迫 
使 数学 家 们 放 友 了 他 们 对 真理 的 塌 求 ， 并 使 人 多 数 科 堂 家 看 到 了 
Xr Ah A BY AGAR. 

Hef ER J Ley eS ae FE ee AS Ba H Ss HBR JL Ao E BAA ee AE 
FAR, de HARA. leper TS Ae eh ACER: BR 
TEX- BAB ee AS PE , 一 欧 氏 几何 竟然 
是 建立 在 一 个 有 着 严重 缺陷 的 逻辑 基础 之 上 的 。 以 四 元 数 开始 的 
新 代数 学 〈 见 第 四 章 } 的 产生 ， 丁 扰 闭 数学 家 们 ， 并 迫使 他 们 不 
得 不 重新 检查 普通 实数 和 复数 的 算术 和 代数 学 的 毛 辑 基础 ， 但 他 
们 的 目的 仅仅 只 是 想 重 新 使 他 们 自己 相信 ， 这 些 数 的 性 质 是 十 分 
牢 司 的 。 然 而 ， 在 这 一 颌 域 的 发 现 却 令 人 吃惊 :他 们 曾 一 直 认 为 
是 高 魔 望 辑 化 的 科学 实际 上 完全 是 不 全 处 辑 地 发 展 着 的 ， 

反省 过 去 是 润 察 力 最 丰富 的 源泉 。 正 是 这 些 新 发 现 所 提供 和 
里 码 的 洞察 力 ， 使 科学 家 们 最 终 看 到 了 前 人 所 没有 看 到 的 ， 或 者 
是 看 到 了 , 却 央 他 们 那 种 想 达 到 真理 的 冲动 欲望 而 掩饰 了 的 东西 。 
当然 ， 数 学 家 们 并 不 是 要 放弃 他 们 的 科学 。 数 学 ， 除 了 一 - 直 在 科 
学 中 发 挥 着 巨大 的 作用 以 外 ， 它 本 身 即 是 一 种 知识 体系 。 自 柏 拉 
图 几 后 ,许多 数学 家 都 把 它 当 作 是 一 种 超 感 觉 的 实在 ， 因此， 他 
们 认为 能 够 做 的 仅仅 是 重新 检查 一 下 数学 的 逻辑 结构 ， 并 且 补 充 
或 重新 构造 那些 有 缺陷 的 部 分 ， 

我 们 知道 ， 演 绎 数学 起 源 于 占 希 腊 ， 其 第 一 个 似乎 十 分 合理 
的 结构 是 欧元 里 得 的 《原本 》.。 欧 几 里 得 是 以 定义 公理 和 演绎 得 到 
的 定理 开始 的 ， 让 我 们 先 来 看 看 欧 几 里 得 的 几 个 定义 : 

定义 1 点 是 没有 部 分 的 那 种 东西 ; 

定义 2， 线 〈 现 在 的 术语 称 为 曲线 ) 是 没有 宽度 的 长 度 ; 

定义 3. HA) “ 线 上 各 点 平 齐 的 线 。 

亚 里 士 多 德 指出 ， 对 某 - -概念 的 定义 必须 用 已 知 的 概念 来 描 
Rh, 因为 不 可 能 有 无 源 之 水 。 所 以 他 断言 ， 必 然 有 未 定义 的 概念 
KAR. BRS MARANA sR 300 年 左右 生活 在 亚历山大 
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里 亚 的 欧 儿 里 得 十 分 清楚 十 希腊 人 以 受 亚 蛙 士 多 德 的 学 说 ， 但 他 
仍然 定义 了 他 所 有 的 概念 ， 

对 于 这 一 扇 陷 有 两 种 可 能 的 解释 ， 一 种 可 能 是 欧 几 里 得 未 必 
赞同 必须 有 林 定 义 概念 ; 田 一 种 可 能 是 像 他 的 -- 些 支持 阁 所 说 的 ， 
他 意识 到 了 一 定 会 伏 在 林 定 义 概 含 。 他 只 县 希望， 他 的 原始 定义 
能 给 出 它们 所 定义 的 概念 的 直观 意义 ,由 此 即 可 判断 他 科 所 遵循 
的 会 理 是 否 正 确 的 了 。 然 而 ， 即 使 是 后 一 种 情况 ， 欧 几 里 得 也 不 
应 该 把 这 些 定 尽 放 到 他 的 正文 中 去 。 但 无 论 欧 几 里 得 的 目的 是 什 
么 ， 实 际 上 从 他 以 后 ， 两 二 多 年 来 追随 他 的 数学 家 们 都 无 一 例外 
WAM TAR SORE DE. FMT TE Lite Hie} (1658 
年 ) 中 要 求人 们 注意 这 种 必需 性 , Eii Be ESE A A TEER 

欧 几 里 得 的 公理 是 一 种 什么 样 的 情况 呢 ? 他 可 能 是 依据 亚 里 
土 多 德 的 观点 ， 曾 述 了 玉 条 可 普遍 应 用 于 推理 的 公理 ， 和 五 条 仅 
用 于 几何 学 的 公设 。 第 一 条 公理 是 说 ， 等 同 于 同 -- 事 物 的 事物 第 
此 相等 。 欧 几 里 得 把 “事物 ”这 个 词 解释 为 长 度 、 面 积 、 体 积 和 
整数 . 当然 ,“ 事 物 ” 一 词 未 免 过 于 模糊 。 另 一 个 使 人 误 入 歧途 的 
会 理 是 这 样 的 : 征 此 重合 的 事物 是 相等 的 。 他 运用 这 一 原理 证 明 
两 个 三 角形 全 等 ， 因 为 他 认为 通过 将 -个 三 角形 放 在 另 一 个 三 角 
形 之 上 ， 加 上 另外 一 些 给 定 的 条 件 ， 可 以 发 现 这 两 个 二 角形 是 一 
致 的 , 但是， 在 将 一 个 三 角形 放 在 男 一 个 三 角形 上 面 的 过 程 中 他 
必须 移动 这 个 三 角形 ， 而 在 这 -- 计 程 中 他 假定 了 运动 中 三 角形 不 
改变 性 质 。 实 际 上 这 个 公理 就 是 说 ， 我 们 所 处 的 空间 是 各 向 同性 
的 ， 也 就 是 说 ， 无 论 放 在 哪 ， 图 彤 的 性 质 始 终 不 变 。 这 或 许 是 一 
个 合理 的 息 设 ,但 却 是 一 个 额外 的 假设 。 除 此 之 外 ， 运 动 的 概念 
定义 中 也 没有 涉及 到 。 

Ae, BULB ST KERR ARASH. SHER 
到 这 样 一 个 现 莹 ， 欧 几 里 得 提 到 六 位 于 其 他 点 之 间 的 点 和 和 位 于 其 
他 线 之 间 的 线 ， 但 是 他 却 没 有 解释 “位 于 之 癌 ” 这 个 概念 和 它 的 
人 性质。 显然 ， 欧 几 里 得 将 他 头脑 中 的 几何 图 形 引 入 了 他 的 淮 理 并 
取代 了 实际 图 形 所 具有 的 特性 ,但 大 并 没有 在 公理 中 体现 出 来 ,图 
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形 是 一 种 帮助 思考 和 记忆 的 手段 ， 但 它 不 能 做 为 推理 的 基础 。 欧 
JLB RAST AJ -- 个 没有 明确 提出 的 公理 ， 涉 及 到 专业 上 称 
为 连续 性 的 问题 。 莱 布 尼 落 注意 到 了 这 一 点 ， 欧 几 里 得 用 到 了 这 
样 一 个 事实 ， A, 上 B8 两 点 分 别 位 于 线 2 的 两 侧 (图 5.1), 连接 A, 
BASHA RAL 有 一 个 公共 点 。 在 图 上 当然 是 很 明显 的 ,但 是 
并 没有 任何 公理 能 够 保证 这 个 公共 点 必然 存在 。 我 们 甚至 不 能 说 
线 的 两 倒 ， 因 为 这 也 需要 公理 作为 保证 。 


A 











*B 
图 5.1 

除了 定 关 和 公理 方面 的 缺 隐 外 ,《 原 本 》 一 书 还 有 许多 不 完全 
的 证 明 。 一 些 定理 的 证 明 也 是 错误 的 ， 另 外 一 些 则 仅 能 证 明定 理 
所 断言 的 某 一 特殊 情形 或 某 一 特殊 构造 。 后 一 种 缺点 相对 来 说 比 
较 小 ， 因 而 容易 补救 。 欧 几 里 得 自 以 为 对 不 严密 的 作画 给 出 了 精 
确 的 证 明 ， 但 是 当 人 人 们 从 整体 上 看 待 欧 几 里 得 的 工作 时 ， 却 又 发 
现 他 实际 上 是 对 精确 的 作 图 给 出 了 不 严密 的 证 明 。 简 面 言 之 ， 欧 
开 里 得 的 著作 有 着 糟糕 之 极 的 缺陷 。 

尽管 《原本 }》 一 书 存在 如 此 众 窗 的 缺点 ， 但 在 1800 年 以 前 ， 
最 优秀 的 数学 家 ， 科 学 家 和 哲学 家 却 把 它 作为 严格 证 明 的 理想 典 
w. Eiti (RER) 一 书 中 ， 帕 斯 卡 说 道 :“ 元 何 的 精神 实质 胜 
于 一 切 能 进行 完美 分 析 的 学 科 。 它 从 公理 人 手 得 到 推论 ， 而 推论 
的 正确 性 可 以 由 普 适 的 逻辑 规律 所 论证 .” 巴 罗 , 牛顿 在 剑桥 大 学 
的 老师 ， 也 是 他 的 前 任 ， 列 出 了 八条 理由 说 明 几 何 的 确定 性 : 概 
念 清晰 ; 定义 明确 ; 我 们 的 直觉 保证 了 其 公理 的 普遍 正确 性 ; 2 
理 浅显 易 懂 ， 且 易于 想见 ; 公理 少 ， 大 量 定 理 的 可 接受 性 ; 流畅 
的 论证 次 序 ; 以 及 回避 掉 了 一 些 未 知 的 事物 。 像 这 样 的 鉴定 书 还 
可 以 列 出 许多 ,直到 1873 年 , 还 有 一 位 著名 的 数论 学 家 , 享 利 。 
史密斯 (Henry ; J. S. Smith) 这 样 说 道 :“ 假 如 几何 不 严密 BR 
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ERA. TEM HER AE. GS AKL 
FLARE A eee Fc HE.” 

然而 ， 对 非 欧 几何 的 研究 却 揭露 了 欧 民 几何 许多 的 缺陷， 人 
们 不 再 崇拜 欧 氏 几何 逮 辑 的 完美 了 。 非 欧 几 和 何 正 是 导致 欧 氏 几何 
之 船 倾覆 的 暗礁 。 曾经 被 确信 是 坚实 的 土地 ， 如 今 却 被 证 明 是 一 
片 沼泽 。 

欧 氏 几何 当然 只 是 数学 的 一 部 分 , 自 1700 年 以 来 , 关于 数字 
的 数学 成 为 数学 的 主要 部 分 。 让 我 们 看 看 数字 的 逮 辑 发 展 是 如 何 
进行 的 吧 。 古 埃及 人 和 巴比伦 人 早已 使 用 了 整数 、 分 数 ， 共 至 像 
2 和 vY 3 这 样 的 无 理 数 ,在 实际 应 用 中 他 们 使 用 无 理 数 揭 近似 
H. 但 是 ， 因 为 他 们 的 数学 ， 基 至 包括 公元 前 4 世纪 以 前 的 古 希 
用 人 的 数学 是 建立 在 直觉 和 经 验 的 基础 之 上 的 ， 因 而 无 法 圳 星 他 
{Fey ae as FA 

我 们 知道 ， 对 整数 的 逻辑 处 理 始 见 于 欧 几 里 得 《原本 》 的 第 
he. BARA BIL. TELA, 欧 几 里 得 给 出 了 如 下 定义 : 
单位 元 蚌 指 借助 于 它 ， 我们 可 以 把 诸多 存在 的 事物 中 的 每 一 个 称 
作为 一 ， 一 个 数 则 是 由 多 个 单位 元 的 合成 。 显 然 ， 这 是 不 充分 的 ， 
更 不 用 说 ,他 在 这 里 同样 也 忽视 了 需要 未 定义 概念 这 一 上 事实 了 ,在 
推导 整数 的 过 程 中 ， 欧 几 里 得 继续 运用 了 了 上面 提 到 的 公理 ,不幸 
的 是 ， 他 的 一 些 证 明 也 是 错误 的 。 但 是 ， 上 古 希 腊 人 和 他 们 的 子 吊 
们 却 坚 信和 整数 的 理论 有 一 个 令 人 满意 的 逻辑 基础 做 后 秆 。 亿 们 甚 
至 毫 不 费力 地 谈 到 整数 的 比例 ， 后 人 称 之 为 分 数 。 然 而 比 钢 的 概 
TERRA EXN. 

但 是 ， 在 数 的 逐 辑 发 展 中 ,希腊 信 却 的 确 表 到 了 一 个 他 们 无 
法 克服 的 困难 。 我 们 知道 ,公元 前 5 世纪 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 最 早 
强调 了 整数 和 整数 的 比例 在 自然 研究 中 的 重要 性 ， 他 们 坚持 认为 
整数 是 度量 - 切 事 物 的 “尺子 ”. 当 他 们 发 现 一 些 天 法 用 整数 表达 
AEN. Blin fy IE PI RR ET 
XER. APEI ES BT LA AEREA EIA AE, BRE AS 
能 这 样 表达 的 ， 则 称 为 不 可 公 度 比 。 这 就 是 为 什么 我 们 把 无 理 数 








100 数学 : WETERE k 





v2 称 作 不 可 公 度 比 的 原因 。 不 可 公 度 比 的 发 现 归功 于 米 太 党 登 
的 希 帕 苏 斯 CHippasus). 有 闫 他 的 一 个 旋 事 是 这 样 的 毕 达 请 拉 
斯 派 的 信徒 正在 海上 ， 他 们 把 希 帕 苏 斯 从 甲板 上 扔 了 上 出去， 因为 
他 在 宇 宣 疝 型 出 了 一 个 与 毕 达 柯 拉 斯 的 教义 相悖 的 元 素 。 这 种 教 
义 认 为 ， 宇 央 闻 的 一 切 现 和 但 部 能 归结 为 整数 或 整数 的 比 。 

毕 达 哥 拉 斯 派 证 明了 v2 和 1 是 不 能 公 度 的 ， 旭 ” 2 是 无 理 
数 。 他 们 采用 了 亚 里 士 多 德 所 说 的 归 潜 法 ， 肥 间接 证 明 法 。 这 一 - 
证 明 措 出 ， 如 果 等 腰 寺 和 角 三 角形 的 妖 边 与 一 腰 可 公 度 ， 则 同一 个 
BOS AR MMAR. 显然 , 这 是 站 不 住 肢 的 。 证明 过 程 如 下 ，; 
RPA A a/b, 其 中 a, 上 5 均 为 整数 ， 并 且 ， 若 a 和 5b 有 
公共 国 子 则 级 去 。 设 ap 一 V2, Wa?=20, Af a? ERR, a 必 
然 也 是 个 数 ， 国 任 一 奇数 的 平方 必 为 奇数 ”， 而 比 a/b 是 最 简 形 
式 ， a EIH. b 必 是 奇数 ， BER a 为 偶数 ， my Wi a= 2e. mau a 
=4¢°, MIRA a=, W dc: 二 257， 即 2S, PTA 6? EB, 
boa, We 为 奇数 ， 因此 上 5 为 偶数 ,但 同时 5 是 奇数 ， 因 
mre TT. 

EA SPLURGE A AF AE SA, AA 
理 数 的 概念 的 理解 使 他 们 困惑 。 毕 达 哥 拉 斯 派 的 证 明 指出 ，w 2 
不 是 整数 的 出。 得 并 没有 指出 无 理 数 是 什么 ， 他 们 肯定 不 知道 他 
们 的 小 数 近 亿 值 不 可 能 得 到 精 傅 值 。 人 们 也 许 会 移 和 党 他们 的 大 胆 
精神 ， 但 数学 家 绝 不 会 。 古 希 蜡 人 民有 与 众 不 同 的 智力 结构 ， 他 
们 不 满 是 于 近似 。 

无 理 数 的 发 现 ， 提 出 了 一 个 问题 ， 这 成 了 希腊 数学 关注 的 焦 
点 。 柏 拉 图 在 《规律 》 一 BRP PARA MA. et 
问题 被 欧 多 克 斯 所 解决 ， 他 曾经 是 柏拉图 的 学 生 。 他 把 所 有 的 量 
MIL fy REE. 如 果 都 用 数字 表示 的 话 . 在 长 度 、 和 角度 、 面 
积 和 体积 中 剖 会 产生 一 些 无 理 数 ,因而 可 用 几何 的 方法 进行 处 理 。 
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例如 ， 欧 由 里 得 用 以 下 的 形式 来 表述 毕 达 哥 拉 斯 定理 : BA 
形 斜 边 的 平方 等 于 两 直角 边 的 平方 和 ， 通 过 求 平 方 的 和 他 表述 了 
这 样 一 个 意思 ， 在 几何 上 ， 两 块 面积 的 和 等 于 以 斜 达 为 边 的 正方 
形 面积 ,求助 几何 的 方法 很 容易 被 人 们 所 理解 。 当 1 和 v3 被 当 
作 是 长 度 ， 也 就 是 线段 时 ,它们 之 间 就 没有 和 什么 区 别 了 。 

无 理 数 带 来 的 问题 要 比 上 面 所 说 的 只 是 用 数字 表示 长 度 、 面 
积 和 体积 所 带 来 的 问题 大 得 多 , 因为 二 次 方程 , 例如 到 一 2 一 0 的 
根 , 极 有 可 能 是 无 理 数 , 所 以 古 希 腊 人 用 几何 的 方法 来 解 方 程 ,这 
样 方程 的 根 就 可 以 看 作 是 线段 ， 并 且 回 避 了 使 用 无 理 数 。 这 一 发 
懂 被 称 之 为 几何 代数 学 ,而 欧 几 里 得 的 《原本 》 正 是 代数 与 几何 
的 汇集 。 

除了 整数 理论 外 的 所 有 的 数学 向 几何 学 的 转换 导致 了 儿 个 重 
大 的 结果 。-: 是 它 将 数 和 多 何 彻底 地 分 开 ， 因 为 具有 几何 才能 解 
决 不 可 公 度 比 的 问题 。 从 欧 几 里 得 以 后 ， 数 学 的 这 两 个 分 支 被 产 
格 地 区 分 开 。 同 时 ， 由 于 几何 包容 了 数学 的 大 部 分 内 容 ， 它 成 为 
了 几乎 所 有 “严格 "数学 的 基础 , 这 种 状况 至 少 持续 到 了 1600 年 。 
我 们 现在 仍 把 zx? 称 为 z 的 平方 ,把 x 称 为 z 的 立方 , 面 不 说 x 的 
工 次 方 或 了 的 三 次 方 ， 因 为 普遍 的 量 x* 和 xz? BR RAL 
Me 
用 几何 方法 来 表示 数 和 对 数 进行 运算 当然 十 不 切实 际 的 ， 也 
EvE ，Y 3 MA EPKER LESAR, (5 
我 们 想 知道 这 一 乘积 的 数字 表示 时 ,显然 这 一 方法 就 不 够 用 了 .对 
于 科学 和 工程 学 来 说 ,几何 图 形 远 远 没 有 数字 结果 那么 有 用 ， 数 
字 结 果 在 任何 需要 小 数 处 理 的 地 方 都 能 计算 出 来 。 应 用 科学 和 工 
程 学 必须 十 定量 的 ， 当 一 艇 船 想 知道 它 在 海上 的 位 置 时 ， 它 必须 
知道 数字 的 结果 ， 用 纬度 和 经 魔 来 表示 。 要 高 效 地 建造 房屋 、 桥 
梁 、 船 只 和 堤坝 ， 我 们 必须 知道 所 用 到 的 长 度 、 面 积 以 及 体积 的 
定量 的 测量 值 ， 这 样 每 -一 部 分 才能 很 好 地 结合 在 一 起 ; 事实 上 这 
些 定量 的 数据 必须 在 建造 前 知道 。 但 是 古 希 腊 人 却 认为 准确 的 推 
导 具 有 无 上 的 重要 性 ， 他 们 反对 数学 在 商业 、 航 海 、 建 筑 和 历法 
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推算 中 的 应 用 ， 而 对 他 们 自己 用 几何 解决 无 理 数 困境 的 方法 感到 
十 分 满意 。 

继 十 希腊 文化 后 ， 约 在 公元 前 300 年 产生 了 亚历山大 里 亚 希 
腊 文 化 〈 见 第 一 章 )。 这 是 古典 希腊 文化 , 埃及 文化 和 巴比伦 文化 
的 混合 体 ， 从 人 逻辑 发 展 的 观点 来 看 ， 它 产生 了 一 种 演绎 学 和 经 验 
数学 奇妙 的 混合 物 。 其 主要 的 数学 家 阿 基 米 得 与 阿波 罗 纽 斯 ， 着 
手 了 于 欧 几 里 得 《原本 》 中 的 公理 化 的 演绎 几何 ， 甚 至 在 他 揭 力 学 
论文 中 ， 阿 基 米 得 也 是 从 公理 着 手 证 明定 理 。 但 是 受 埃 入 人 和 巴 
比 伦 人 实用 观念 的 影响 ,亚历山大 里 亚 人 将 数学 投入 应 用 中 去 ,我 
们 可 以 发 现 ， 在 亚 甸 山大 里 亚 时 期 出 现 了 许多 对 长 度 、 面积 以 及 
蛋 积 进行 定量 测 基 的 公式 。 亚 历 山 大 里 亚 的 埃及 工程 师 海伦 在 他 
的 《量度 》 一 书 中 给 出 了 一 个 求 三 角形 面积 的 公式 : 

vs G—a) Gb) Gec) 

KH, a, 6, 分 别 为 三 边 长 ，* 是 周 长 的 一 半 ， 这 个 式 于 给 出 的 
值 常 常 是 个 无 理 数 。 这 个 特殊 的 公式 是 很 了 不 起 的 ， 古 希腊 人 认 
为 三 个 以 上 的 数 的 乘积 是 证 有 意义 的 ， 因 为 这 一 乘积 没有 任何 由 
何 意义 ,而 海伦 却 没 有 这 一 种 顾虑 。 在 亚历山大 里 亚 希 腊 人 发 展 
的 许多 纯 科 学 各 应 用 科学 中 ， 如 历法 推算 、 时 间 测 量 、 航 海 、 数 
学 、 光 学、 地 理学 、 气 体 动力 学 和 流体 静 力 学 《 见 第 一 章 ) 中 , 无 
理 数 被 人 们 随意 地 使 用 。 

亚历山大 里 亚 人 最 突出 的 成 就 是 由 襄 帕 恰 斯 和 托 勒 密 建 并 的 
定量 的 天 文学 ,这 一 以 地 球 为 中 心 的 天 文学 使 人 们 训 必 预测 行星 、 
太阳 及 球 的 运动 ( 见 第 一 章 )。 为 了 发 展 这 门 定量 的 天 文学 , BO 
恰 斯 和 托 勒 密 创 立 了 三 角 学 。 数 学 的 这 个 分 支 使 人 们 可 以 通过 三 
角形 已 知 部 分 的 信息 求 出 未 知 的 部 分 。 托 勒 密 解 决 三 角 问 题 的 方 
法 与 现在 有 所 不 同 ， 他 必须 计算 圆 的 荡 长 。 尽 管 他 在 建立 其 有 关 
弦 之 间 的 关系 的 基本 结论 时 采用 了 演绎 几何 的 方法 ,而 紧 跟 着 却 
用 了 算术 和 代数 的 方法 计算 艾 长 ,而 这 恰恰 是 他 最 终 关 心 的 东西 。 
太 部 分 整 是 无 理 数 ， 托 翰 密 对 得 到 有 理 数 的 近似 值 感到 满意 ， 而 
化 在 研究 的 过 程 中 却 从 未 对 使 用 无 理 数 有 过 丝 浅 犹 耶 。 
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亚历山大 里 亚 希 腊 人 自由 地 使 用 从 埃及 人 和 巴比伦 人 那里 继 
承 来 的 、 没 有 经 辑 基 础 的 算术 和 代数 。 托 勤 密 和 其 他 亚历山大 里 
Wai AHA RRA ABCA RAE. BRANT He 
Krs v 2 ,，w3 之 类 的 无 理 数 ,并 且 在 需要 的 地 方 就 取 近 似 值 。 


例如 ,无 理 数 的 一 个 最 著名 的 应 用 就 是 阿 基 米 得 计算 出 x 在 3 十 


和 3 为 之 间 。 无 论 他 是 否 知 道 x 是 无 再 数 ， 为 了 得 到 这 近似值 
他 计算 了 所 有 他 确信 其 根 为 无 理 数 的 数 的 平方 根 。 

从 现今 的 角度 出 发 ， 和 自由 使 用 无 理 数 同样 值得 注意 的 就 是 
埃及 和 巴比伦 代数 独立 于 几何 的 复兴 。 其 杰出 代表 是 海伦 和 另 一 
个 亚历山大 里 亚 希 腊 人 丢 昔 图 ,他 们 都 将 算术 和 代数 独立 处 理 ,而 
不 依靠 几何 引出 或 依靠 几 何 做 为 逻辑 依据 。 海 伦 完全 是 采用 算术 


的 过 程 ， 用 公式 表述 或 解决 代数 问题 。 例 如 ， 他 处 理 这 祥 一 个 问 .，. 


题 : 给 定 一 仿 正 方形, 其 面积 和 周 长 的 和 为 896 ER. RAK. 为 
解 央 所 论 的 这 一 二 次 方程 式 , 海伦 在 式 子 两 边 辣 时 加 上 4, 配 成 完 
全 平方 ， 再 求 平方 根 ， 他 没有 证 明 而 只 是 措 述 了 怎么 做 ， 在 海伦 
的 著作 中 这 样 的 问题 还 有 许多 。 

E GEP 一 书 中 ， 海 伦 提 到 了 加 上 面积 、 导 长 和 直径 这 样 
的 话 ， 他 这 人 么 说 的 意思 自然 是 指 加 上 它们 的 数值 。 同 样 ， 当 他 说 
RAR RRB TRB. MERE E T 
希腊 几何 代数 法 翻译 成 为 算术 和 代数 过 程 。 他 和 他 的 继承 者 们 的 
一 些 问 题 ,恰恰 是 曾 在 公元 前 2000 年 巴比伦 人 和 至 及 人 葛 文 本 中 
出 现 过 的 。 希 腊 代 数 著作 是 用 文字 的 形式 写 下 来 的 ， 并 没有 任何 
符号 ,也 没有 给 出 任何 过 程 的 证 明 。 从 海伦 以 后 ， 那 些 导出 方程 
的 问题 ， 叉 成 为 了 一 般 形式 的 迷 题 了 。 

亚历山大 里 亚 时 期 的 希腊 代数 在 丢 番 图 时 达到 高 峰 ， 关 于 他 
的 生平 我 们 几乎 一 无 所 知 。 他 的 著作 虽然 远 远 超过 T 了 与 他 间 时 代 
的 人 ,但 可 懂 出 来 得 太 晚 ,而 没 能 给 他 们 那个 时 代 带 来 太 大 的 影 
响 , Py TBE ROR EAN YR ( 见 第 二 章 ) 已 经 开始 吞噬 这 一 文明 。 
丢 莱 图 写 过 几 本 现 已 全 部 失传 的 书 ， 现 在 我 们 还 能 看 到 他 的 巨著 
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《算术 》 中 的 第 六 篇 。 据 丢 番 图 说 , 这 本 书 共 有 十 三 篇 . 《算术 》 和 
埃及 的 苏 草 纸 文 稿 一 样 ， 是 个 别 问题 的 汇集 ， 在 题 献 中 说 这 是 一 
本 帮助 他 的 一 个 学 生 学 习 这 门 学 科 而 写 的 练习 集 。 

丢 闫 图 走出 的 恒 要 --- 步 是 在 代数 中 引入 了 HAS. HER 
们 看 到 的 都 是 13 世纪 以 后 很 晚 的 一 些 本 子 ， 而 不 是 他 的 亲笔 手 
稿 ， 所 以 无 法 知道 确切 的 符号 ， 但 他 的 确 用 到 了 -- 些 相当 于 我 们 
现在 的 z, oc? 到 r HRM l/c 之 类 的 符号 。 符 号 的 出 现 自然 是 一 
件 了 不 起 的 事 ， 但 使 用 三 钦 以 上 的 高 次 窜 更 为 非凡 ， 因 为 正如 我 
们 刚才 手 到 的 那样 ， 对 于 古 希 腊 入 ， 人 含有 三 个 以 上 的 因子 的 蒋 积 
是 没有 尾 何 意义 的 ,但 在 纯 算 术 的 基础 上 这 个 乘积 却 是 有 意义 的 。 
竺 番 图 所 采用 的 正 是 这 样 一 个 基础 。 

壬 炙 图 的 解 题 步 台 是 像 我 们 写 散 文 那样 逐 字 地 写 的 ， 他 的 运 
算是 纯 算 术 的 ， 邯 不 带 助 于 几何 来 说 明 或 证 实 他 的 结论 。 因 而 
(x 一 1) {zx 一 2) 也 是 像 我 们 今天 一 样 用 代数 方法 解 出 ， 他 还 使 用 
TR’ — i= (a 一 上 5) (a+) 这 样 的 或 是 更 为 复杂 的 代数 恒等式 。 
严格 地 说 ， 他 采取 了 应 用 恒等式 的 步 巴 ， 和 但是 这 些 恒 等 式 本 身 并 
没有 出 现 。 

竺 番 图 代数 的 勇 一 个 非 同 寻 常 之 处 ,是 他 对 不 定 方程 的 解雇 
AW: 在 一 方程 中 有 两 个 未 知 数 ， 在 先前 毕 夺 哥 拉 斯 派 关于 a? + 
二 =z? 的 整数 解法 和 其 他 著作 中 ,这 种 方程 都 兽 被 考虑 过 , 丢 半 图 
则 对 此 进行 了 广泛 的 研究 ;他 成 为 了 这 门 代 数 分 支 学 科 的 创立 人 ， 
而 现在 入 们 确实 把 这 门 学 科 称 为 于 得 图 分 析 。 

尽管 丢 僵 图 在 其 代数 的 应 用 上 卓 有 声 汰 ,但 他 只 承认 正 的 有 
理 根 ， 而 对 其 他 所 有 根 都 置之不理 。 甚 至 当 一 元 二 次 方程 式 有 两 
个 正 的 有 理 根 时 ， 他 也 只 给 出 较 大 的 一 个 。 当 方程 很 明显 将 解 出 
两 个 负 根 或 是 无 理 根 或 虚 根 时 ,他 就 放弃 这 一 方程 式 并 认为 这 一 
方程 是 不 可 解 的 。 在 有 无理 根 情况 下 ,他 就 折 回 去 重 算 并 说 明 如 
何 通过 改变 方程 来 得 到 一 个 存在 有 理 根 的 新 方程 。 这 一 点 上 和 技 番 
图 与 海伦 和 阿 基 米 得 有 所 区 别 。 海 伦 是 一 个 工程 师 ， 他 求 得 的 量 
可 能 是 无 理 数 , 因此 , 他 接受 了 这 些 数 , 而 为 了 得 出 有 用 的 数值 ， 
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人 恒 取 和 近似值。 阿 基 米 得 也 寻求 准确 解 ， 当 这 些 解 是 无 理 数 时 ， 他 
就 用 不 等 式 来 限定 其 范围 。 我 们 并 不 知道 委 番 图 是 如 何 获得 他 的 
方法 的 ， 他 没有 借助 于 几何 ， 因 此， 他 不 大 可 能 是 将 欧 玫 里 得 的 
方法 进行 转化 来 解 二 次 方程 。 另 外 ， 不 定 问题 没有 在 欧 见 里 得 的 
理论 中 出 现 ， 而 在 丢 番 图 的 学 说 中 成 为 一 个 新 的 类 别 。 因 为 我 们 
.对 亚历山大 里 亚 时 期 后 期 的 思想 的 连续 性 了 解 甚 少 ， 所 以 在 丢 普 
图 之 前 的 希腊 人 著作 里 ,我 们 找 不 当 多 少 委 得 图 研究 工作 的 痕迹 。 
实际 上 ， 他 的 方法 和 巴比伦 的 方法 更 加 接近 ， 有 一 些 含 糊 的 迹象 
表明 他 的 方法 受到 巴比伦 人 的 影响 。 但 和 巴比伦 人 不 同 的 是 ,化 
采用 了 符号 表示 法 并 着 手 进行 不 定 方程 的 求解 。 从 整体 上 说 ， 他 
的 工作 是 代数 学 上 的 一 座 里 程 碑 。 

就 算术 和 代数 来 说 ,海伦 和 于 和 亚 图 ， 阿 基 米 得 和 托 勒 密 的 著 
作 读 起 来 就 像 埃 及 人 和 巴比伦 的 程序 化 的 课本 ， 只 告诉 我 们 如 何 
去 做 。 欧 所 里 得 、 阿 波 罗 纽 斯 和 阿 基 米 得 玫 何 的 那 种 有 条 不 亭 的 
演绎 证 明 全 然 不 见 了 。 所 解 的 问题 ， 者 是 归纳 性 质 的 ， 就 是 说 化 
们 所 指明 的 解 具体 问题 的 方法 , 虽 或 能 应 用 于 一 般 性 的 一 类 问题 ， 
但 并 未 规定 应 用 的 范围 能 有 多 广 。 各 种 不 同类 型 的 数 ， 和 整数 、 分 
数 和 无 理 数 《除了 欧 几 里 得 关于 整数 的 不 完善 的 工作 外 ) 都 没有 
确切 的 定义 ， 也 没有 一 套 公 理 基础 来 建立 演绎 结构 。 

因此 ， 古 希 用 人 留 给 后 人 两 门 截然 不 同 的 、 发 展 得 不 一 样 的 
数学 分 支 。 一 方面 是 演绎 的 、 系 统 的 、 但 有 些 缺 陷 的 几何 ， 另 -一 
方面 则 是 经 验算 术 及 其 延展 代数 。 考 虑 到 十 希 腊 人 要 求 由 清晰 的 
公理 基础 推论 得 到 数学 结果 这 样 一 个 事实 ,而 独立 的 算术 和 代数 
却 没有 它 自己 的 逻辑 结构 ， 因 此 其 出 现成 了 数学 史 土 一 个 巨大 的 
反常 现象 。 

在 阿拉 伯 人 最 终 筑 灭 了 亚历山大 里 亚 希 腻 文 明 以 后 ， 印 麻 人 
和 阿拉 伯 人 成 为 数学 的 执 牛 号 者 。 他 们 愈 发 违背 了 古 希 吕 的 数学 
概念 。 他 们 当然 应 用 了 整数 和 分 数 ， 另 外 ， 他 们 也 这 不 狗 耶 地 使 
用 了 无 理 数 。 实 际 上 ， 他 们 引入 了 一 种 全 新 而 正确 的 加 减 乘除 无 
理 数 的 法 则 。 吴 然 这 些 法 风 并 没有 一 个 直 辑 基础 ， 那 它们 基 如 何 
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被 制定 出 来 ， 叉 如 何 知 道 其 正确 与 否 呢 ? 答案 是 印度 人 和 阿拉 伯 
人 用 类 推 法 推导 出 这 些 法 则 。 法 则 Yab5 一 Ya Wb 对 所 有 的 a 和 
5 都 是 成 立 的 , 因为 很 明显 Y36 一 v4 w9 是 正确 的 。 FKE, 印 
度 人 认为 根 式 可 以 同 整 数 一 样 处 理 。 

印度 人 远 比 希腊 人 幼稚 ， 因 为 他 们 看 不 出 无 理 数 概念 所 涉及 
的 逻辑 难点 。 他 们 对 计算 的 兴趣 使 他 们 忽视 了 那些 在 希腊 思想 中 
被 认为 是 最 基本 的 区 别 。 但 是 在 他 们 随意 地 把 那些 适用 于 有 理 数 
的 步骤 运用 到 无 理 数 的 过 程 中 ， 数 学 却 取得 了 进展 。 此 外 ， 他 们 
所 有 的 算术 都 是 完全 独立 于 几何 的 。 

印度 人 引 人 了 负数 来 表示 负债 ， 这 一 举动 加 重 了 数学 家 们 时 
辑 上 的 苦 伴 。 在 这 种 情形 下 ， 正 数 就 表示 资产 。 据 悉 最 早 使 用 负 
数 的 是 公元 628 FRAKES RRS (Brahmagupta), jh RGM 
负数 的 四 则 运算 法 则 ,而 没有 提出 任何 定 尺 , 公理 或 定理 。12 t 
纪 印 度数 学 家 的 领袖 人 物流 什 迎 罗 (Bhaskara) 指出 正 数 的 平方 根 
有 两 个 ，-- 正 一 负 。 他 提出 了 负数 的 平方 根 问 题 ， 但 是 却说 负数 
无 平方 根 因 为 其 平方 为 一 负数 ， 而 负数 不 可 能 是 一 平方 数 。 

负数 并 没有 完全 地 为 所 有 的 印度 大 所 接受 ,. 婆 秆 加 罗 也 说 , 当 
把 50 和 一 5 做 为 一 个 问题 的 两 个 解 时 ,“ 这 种 情况 下 第 二 个 值 应 
BE, AKERS: 人 们 不 区 成 负数 解 .” 然 而 ， 自 贷 数 被 3 引 人 
后 ， 逐渐 地 为 人 们 所 应 型 。 

印度 人 在 代数 上 也 取得 了 一 些 进 步 ， 他 们 用 词 的 缩写 和 几 个 
记号 来 表示 运算 和 和 未知数 ， 这 些 记号 昌 然 没有 广泛 使 用 ， 但 足以 
使 我 们 认为 印度 人 的 代数 在 这 方 而 要 比 丢 芋 图 的 高 明 些 。 他 们 在 
解 题 中 仅 给 出 了 步骤 ， 而 没有 任何 推理 或 证 明 。 一般 说 来 ， 人们 
已 承认 了 二 次 方程 的 负 根 和 无 理 根 。 

印度 人 送 用 牧 数 的 自由 程度 迁 基 于 我 们 刚才 所 指出 的 事实 。 
举 个 例子 来 说 ， 我 们 从 三 角 学 中 获知 ， 当 4 为 一 角 时 sin’ A+ 
cos* 有 4 一 1 三角 学 的 创立 人 和 系统 阐述 者 之 一 托 勒 密 认 为 ,这 个 等 
式 是 一 个 涉及 圆 上 各 芝 之 间 关 系 的 几何 表达 式 。 尽 管 像 我 化 注意 
到 的 那 祥 ， 托 勤 密 自由 地 运用 算术 来 计算 与 已 知 量 有 关 的 未 知 长 
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E. BEKEER EAEEREN. EE ARS ARA 
则 多 是 用 了 像 上 面 所 例 举 的 表达 式 。 此 外 , 当 他 们 要 从 sin 计算 
得 到 cosA 时 , 他 们 就 直接 采用 上 面 的 这 个 等 式 和 纯 代数 运算 。 也 
就 是 说 ， 在 表达 和 和 获得 角 的 正弦 种 余 强 关系 时 ， 卫 度 人 的 三 角 学 
依靠 代数 ， 远 其 于 依靠 几何 。 概 而 现 之 ， 印 度 人 注重 的 是 算术 和 
计算 方面 , 面 不 是 演绎 结构 . 他 们 将 数学 称 为 ganita, 意思 是 计算 
的 科学 。 昌 然 这 程 完美 ， 技 巧 纯熟 ， 但 却 没 有 任何 迹象 表明 他 们 
曾 考 虑 过 证 明 。 他 们 有 法 则 但 显然 没有 进行 过 还 辑 考虑 。 此 外 , 在 
数学 所 有 领域 中 ， 印 度 人 都 没有 得 到 一 般 性 的 方法 或 新 的 观点 。 

可 以 毫 不 怀疑 地 说 ， 印 度 人 并 不 了 解 他 们 对 数学 的 次 献 有 多 
LEE, 他 们 有 为 数 不 多 的 一 些 不 错 的 思想 , 例如 ,数字 1 到 9 用 
独立 的 记号 表示 ， 将 六 十 进 制 转化 为 十 进 制 ， 负 数 ， 以 及 把 0 当 
作 一 个 数 来 对 待 。 这 些 思想 都 是 洪 不 经 心 的 。 他 们 并 没有 明显 地 
意识 到 它们 是 极 有 价值 的 创举 。 他 们 对 数学 价值 并 不 敏感 ， 他 们 
把 他 们 自己 提出 的 完善 的 思想 和 埃及 人 及 巴比伦 人 最 粗糙 、 原 始 
的 思想 混合 在 一 起 . 阿拉 伯 历 史学 家 阿尔 比 和 鲁尼 (al-Birnni) 这 样 
评价 印度 人 ,我 只 能 把 他 们 数学 和 天 文学 上 的 苦 作 …… 比 作 宝 员 
AMER, KERRE, RA AR ARE A. 这些 东 西 在 他 
{TR ER ATA SI, ARIF Re A A LAPP 
科学 演绎 法 的 高 度 ”. 因 为 他 们 具有 算术 上 的 特殊 天 赋 并 把 它 应 用 
到 算术 和 代数 上 ， 所 以 印度 人 的 工作 扩充 了 建立 在 经 验 和 直觉 基 
础 上 的 那 部 分 数学 。 

一 方面 印度 人 在 实用 中 忽视 了 演绎 几何 ， 另 一 方面 阿拉 伯 人 
对 希腊 的 几何 著作 做 了 批 兰 性 研究 并 全 力 推崇 在 建立 数学 的 这 - 
分 支 中 演绎 证 明 所 起 的 作用 。 然 而 ， 在 阿拉 伯 数 学 中 占 重要 地 位 
的 算术 和 代数 领域 内 ， 阿 拉 伯 人 和 印度 人 的 发 展 极为 相似 。 他 们 
和 印度 人 一 样 满足 于 在 同样 经 验 的 、 具 体 的 和 直观 的 基础 上 处 理 
这 两 门 科学 。 一 些 阿拉 伯 人 也 确实 给 出 了 几何 论据 来 证 明 他 们 对 
江 次 方程 求解 的 正确 性 ,但 其 主要 的 解 题 方法 和 途径 是 代数 上 的 ， 
这 一 点 和 古 希腊 人 有 所 不 同 。 在 解 三 次 方程 时 , 例如 对 2° + 327+ 
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7z 十 5 一 0 他 们 仅 给 出 下 和 何 图 形 , 因为 代数 方法 还 有 待 十 发 现 。 而 
这 些 图 形 ， 却 不 能 通过 直 尺 和 辣 规 来 完成 ， 而 且 理 由 也 无 严格 的 
阐述 。 在 他 们 活 哮 在 数学 舞台 上 的 儿 个 世纪 中 ， 阿 拉 伯 人 在 他 们 
做 出 的 贡献 中 ， 勇 敢 地 抵制 了 严谨 推理 的 诱 感 。 

印度 人 和 阿拉 伯 人 的 数学 最 有 意思 的 特点 是 他 们 这 门 学 科 中 
得 相 矛盾 的 概念 。 埃 及 人 和 巴比伦 人 满足 于 接受 依据 经 验 得 来 的 
-点 点 算术 各 几何 法 则 ， 这 不 足 为 奇 ， 因 为 人 类 上 儿 乎 所 有 的 知识 
都 有 这 样 一 个 自然 基础 。 印 度 人 和 阿拉 伯 人 对 希腊 人 传播 的 数学 
证 明 的 新 慨 念 是 很 清楚 的 ,但 在 算术 和 和 代数 中 他 们 却 不 关心 演绎 
证 明 。 对 印度 人 ， 也 许 情 有 可 原 。 尽 管 他 们 也 有 ~- 些 希 腊 人 著作 
的 知识 ,但 却 对 此 并 不 看 恒 ， 化 们 主要 是 沿袭 了 亚历山大 里 亚 希 
联 人 处 理 算术 和 代数 的 方法 .但 是 阿拉 伯 人 人 却 通晓 希腊 几何 ， 并 
且 正 如 我 们 所 看 到 的 ， 他 们 甚至 对 其 做 了 批判 性 研究 ， 此 外 ， 在 
两 种 文明 中 ,有 好 几 个 世纪 曾 存 在 着 有 利于 纯 科 学 追求 的 条 件 。 因 
此 ， 要 求 产生 有 实际 用 途 的 结论 的 压力 ， 不 天 可 能 会 使 数学 家 们 
粕 牲 证 上 明 ， 而 去 追求 眼前 的 应 用 。 那 么 ， 这 两 个 民族 在 对 待 算术 
和 人 找 数 时 ， 为 什么 和 十 希腊 人 以 及 许多 亚历山大 里 正 希 腊 人 ， 如 
EKHE E? 

对 此 ， 有 许多 可 能 的 等 案 ， 尽 管 阿拉 伯 人 对 演绎 几何 有 所 批 
评 , 但 从 整体 上 看 , 两 种 文明 均 缺 乏 批 判 力 。 A. 对 于 数学 , 他 
们 可 能 是 满足 于 现 买 现 卖 ， 即 斤 何 讲究 演绎 ， 但 算术 和 代数 则 可 
以 依据 经 验 或 直观 局 发。 第 二 种 可 能 是 两 个 民族 ， 尤 其 是 阿拉 伯 
人 ， 认 识 到 几何 相对 于 算术 和 代数 而 言 , 具有 截然 不 同 的 标准 ,但 
不 知道 该 如 何 给 算术 提供 逻辑 基础 ,阿拉伯 人 在 他 们 解 二 次 和 三 
次 方程 时 ， 至 少 曾 试 图 给 出 几何 根据 。 这 一 事实 似 竺 可 以 说 明 这 
种 解释 的 合理 。 

还 有 其 他 可 能 的 解释 , 即 印度 人 和 阿拉 人 怕人 都 对 算术 .代数 和 
三 角 关 系 的 代数 公式 感 兴趣 。 这 种 偏爱 也 许 正 表明 了 不 同 的 心态 
或 者 可 能 反映 了 不 同文 明 的 不 同 需求 .这 两 种 文明 都 偏重 实际 , 正 
如 我 们 在 谈 到 亚历山大 里 亚 希 腊 文 明 时 指出 的 那样 ,实际 需要 确 
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实 要 求 提供 定量 的 结果 ,而 这 就 是 借助 于 算术 和 代数 ,有 这 样 一 个 
证 据 有 利于 说 明 心态 特征 有 所 不 同 的 论断 :欧洲 人 也 从 印度 人 和 
阿拉 伯 大 那里 继 洒 了 数学 遗产 ,但 他 们 的 反应 却 大 不 相间 .我 们 以 
后 将 看 到 欧 训 大 对 算术 和 几何 所 处 的 分 离 地 位 是 大 伤 脑筋 的 ,不 
管 怎么 说 ,印度 人 和 阿拉 伯 人 从 实用 出 发 ,大胆 地 将 算术 和 代数 再 
REAA A ,并且 把 它 押 在 几乎 机 此 何 同等 的 地 位 皇 本。 

中 世纪 晚期 和 文艺 复兴 时 期 ， 当 欧 训 人 通过 阿拉 伯 人 和 直接 
由 希腊 原稿 获得 已 存在 的 数学 知识 时 ， 他 们 努力 想 正 视 这 两 种 数 
学 所 面临 的 进退 维 谷 的 错 境 。 真 正 的 数学 看 上 去 似乎 必定 是 希 腊 
大 的 演绎 几何 ， 而 在 男 一 方面 ， 欧 洲 人 也 不 能 否认 从 十 代 便 开始 
发 展 却 没有 逻辑 基础 的 算术 和 代数 是 有 效 并 且 实 用 的 。 

他 们 明 到 的 第 一 个 问题 ， 就 是 如 何 处 理 无 理 数 。 意 大 利 数学 
KERKE (Luca Pacioli》， 在 耶 拿 《Jena， 德国 一 城市 ) 的 著名 
德国 僧 个 、 数 学 教授 施 芒 费 尔 Michael Stifel), 医生 、 党 者 兼 无 
HFF} Clerome Cardan) 以 及 军事 工程 师 斯 蒂 苍 【Simon 
Stevin)， 这 些 人 沿袭 印度 人 和 阿拉 伯 人 的 传统 . 使 用 元 理 数 并 引 


人 了 越 来 越 多 的 种 类 。 斯 带 费 尔 研 究 了 形 如 Y a 十 Y 2 的 无 理 数 ， 
卡 丹 研究 了 涉及 立方 根 的 无 理 数 。 韦 达 (Francois Vieta) 的 表示 
x 的 式 子 是 无 理 数 使 用 广泛 的 范例 。 通 过 考察 间 位 加 的 内 接 正 4， 
8，16，……- We, BIKAR 


- 
2 fi, Jia fa. Jii jipa fl.. 


无 理 数 被 自由 地 送 用 于 文艺 复兴 时 期 的 一 个 新 发 明 一 一 对 数 
之 中 , 正 数 的 对 数 是 耐 普尔 Jobn Napier) F 16 世纪 晚期 创造 的 ， 
其 目的 是 加 快 算术 处 理 过 程 的 速度 。 自 它 发 明 以 后 ， 对 数 也 袍 是 
用 于 这 一 目的 。 尽 管 许多 正 数 的 对 数 是 无 理 数 一 一 耐 普尔 在 计算 
对 数 的 方法 中 随意 地 使 用 了 无 理 数 一 一 得 所 有 的 数学 家 都 很 次 迎 
这 种 减轻 他 们 劳动 其 的 工具 。 

大 们 随意 地 使 用 无 理 数 进行 运算 ， 而 无 理 数 究竟 是 不 是 真正 
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的 数 也 困扰 着 这 些 使 用 者 。 因 此 ， 斯 带 费 尔 在 他 的 主要 著作 ， 主 
要 论述 算术 和 代数 的 《整数 算术 》(1544 Ph, 赞成 欧 几 里 
得 关于 址 《 欧 多 克 斯 的 几何 理论 ) 不 同 于 数 的 观点 , 但 随 着 新 的 
发 展 , 他 又 考虑 用 十 进 制 小 数 来 表示 无 理 数 . 使 他 大 伤 脑 筋 的 是 ， 
如 果 用 - 进 制 小 数 表示 匹 理 数 ， 那 将 需要 无 数 个 数字 。 一 方面 他 
W: 
ETAL EHA F, SARRE 
GH, 无理 数 取而代之 并且 完 全 证 明了 了 有理数 所 
不 能 证 明 的 结果 ，…… 因 此 我 们 感到 不 得 不 承认 它 
们 的 确 是 数 ， 也 就 是 由 于 使 用 它们 而 得 到 的 结果 过 
使 我 们 党 月 承 认 ， 这 些 结果 在 我 们 看 来 是 走 实 、 可 
车 姑 异 定 的 。 男 一 方面 ， 别 的 一 些 考 虑 义演 使 我 们 
全 然 否定 无 理 数 是 数 。 也 就 是 说 ， 当 我 们 想 把 它们 
数 出 来 硅 十 进 制 小 数 的 形式 }》 时，……' 却 发 现 它 
们 无 止境 地 往 远 跑 ， 使 我 们 没有 办 法 准确 地 捕 氢 住 
任何 一 个 无 理 娄 本身。…… 而 本 身 缺 乞 准 确 性 的 特 
点 ， 使 之 不 能 被 称 作 真正 的 数 。 vee 因此 ， 正 如 无 
穷 大 不 是 数 一 样 ， 无 理 数 也 趟 是 真正 的 数 ， 而 是 隐 
藏 在 一 种 迷 老 后 面 的 东西 。 
接着 ， 斯 蒂 费 尔 指出 实数 不 外 乎 整数 和 分 数 ， 显 然 。 无 理 数 
BEAR SAVARD RH, AUR. ` 个 世纪 以 后 ， 帕 斯 卡 和 
巴 罗 指出 无 埋 数 仅仅 是 记号 ， 它 们 脱离 连续 的 几何 量 后 便 不 复 存 
在 ,无理 数 的 运算 逮 辑 必须 以 欧 几 里 得 关于 量 的 理论 为 依 握 ， 人 得 
是 ， 答 达到 这 样 的 目的 ， 这 些 理论 不 免 有 些 力 不 从 心 。 
在 勇 一 方面 ， 也 有 些 肯 定 的 论 斯 认为 无 理 数 是 合理 的 ， 斯 蓝 
FRATER EA. HEHHEE DEAH. CER John 
Wallis) 在 他 的 《代数 》(1685 年 ) 一 书 中 , 将 无 理 数 看 作 是 地 地 








> 欧 包 克 斯 认为 量 是 表示 线段 、 骨 、 面 积 、 体积 ， 时 间 这 些 连 续 变 动 的 本 西 ， 而 
数 生 其 一 个 跳 型 另 一 个 ， 例 如 从 4 跳 到 5。 一 一 详 注 
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道道 的 数 。 伍 是 , 斯 蒂 劳 和 瓦 里 斯 都 没有 对 此 提供 任何 逻辑 基础 。 

此 外 , 当 笛 卡尔 在 其 《几何 》(1637 年 ) 一 节 和 费 己 在 他 1629 
年 的 手稿 中 发 明 解 术 及 何 时 ,他们 对 无 理 数 也 没有 清晰 的 概念 。 然 
而 ， 他 们 都 推测 在 所 有 的 正 实数 和 一 条 直 钱 上 的 点 之 间 存 在 着 一 
一 对 应 关系 ， 也 就 是 说 直线 上 任何 - -点 到 某 - -确定 起 始点 的 距离 
都 可 以 用 一 个 数 表示 。 由 于 许多 数 都 是 无 理 数 ， 所 以 尽管 并 未 找 
FUP BRE, PARRA ARH EE. 

欧洲 人 还 面临 着 鱼 数 的 问题 。 在 欧洲 ， 人 们 是 通过 阿拉 怕人 
的 著作 知道 这 种 数 的 , 但 在 16、17 忆 纪 大 多 数 数学 家 都 不 兴 认 它 
们 基数 ,即使 际 认 了 了 ， 也 并 不 认为 它们 是 方程 的 根 ，15 世纪 的 丘 
AL (Nicolas Chuquet》 和 16 世纪 前 斯 蒂 费 尔 都 把 负数 说 成 是 荒 谨 
的 数 。 卡 丹 给 出 了 方程 的 负数 根 ， 但 认为 是 不 可 能 的 解 ， 面 仅仅 
是 一 些 记号 。 他 把 负数 根 称 为 虚构 的 ， 正 根 称 为 真实 的 。 韦 达 则 
全 然 据 弃 负数 ， 币 卡尔 也 只 部 分 地 接受 了 它们 。 他 把 方程 的 负 柜 
称 为 假 根 ， 因 为 他 们 代表 比 没 有 还 要 少 的 数 ， 得 是 ， 他 又 指出 给 
定 一 个 方程 ， 可 以 得 到 另外 一 个 方程 ， 使 它 的 根 比 原 方程 的 根 大 
任何 一 个 数量 。 于 是 一 个 有 负 根 的 方程 就 可 以 化 成 一 个 有 正 根 的 
方程 了 。 因 而 他 指出 : 既然 我 们 可 以 把 假 根 转 化 为 真 根 ， 那 公 侧 
数 也 是 可 以 揭 强 接受 的 ， 但 他 始终 设 有 与 负数 交 好 。 明 斯 卡 则 认 
为 从 0 中 减 去 4， 纯 粹 是 胡说 八道 。 他 在 《思想 录 }》 中 说 到 :“ 我 
了 解 那些 不 能 表白 为 什么 从 零 中 取出 四 后 还 剩 零 的 人 。” 

帕斯卡 的 密友 , 神学 家 兼 数学 家 阿尔 诺 CAntoine Arnauld) 提 
出 一 种 很 有 趣 芍 论据 来 职 斥 贷 数 。 阿尔 诺 对 一 1 : 1 二 1 : 一 1 提出 
质疑 ,由 于 一 1 比 1 要 小 , 那么 较 小 数 与 较 大 数 的 比 起 么 可 能 等 于 
较 大 数 与 较 小 数 的 比 呢 ? 莱 布 尼 获 承认 这 里 存在 缺陷 ， 但 他 又 申 
辩 说 可 坟 用 这 种 比例 来 进行 计算 ， 因 为 它们 的 形式 是 正确 的 ， 正 
如 我 们 可 以 用 虚 基 来 进行 计算 一 样 《我 们 马上 就 会 看 到 虚 量 是 早 
已 引入 的 .但 是 他 丸 会 糊 其 词 地 说 , 所 有 没有 对 数 的 量 者 是 假想 
的 《不 存在 的 )。 这 样 说 来 ， 一 1 是 不 存在 的 ， 因 为 天 于 1 的 数 的 
对 数 是 正 的 ， 在 0 和 1 之 间 的 数 的 对 数 是 人 负 的 ， 所 以 没有 什么 数 
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恨 据 对 数 法 则 , log Y 一 1 就 应 该 等 于 iog 《一 1) 的 一 半 , 但 v 一 1 
确实 没有 对 数 . 

最 旱 把 负数 单独 地 写 在 方程 的 -一边 的 代数 学 家 之 一 是 哈里 奥 
特 (Thomas Harriot), 但 他 并 不 承认 负 根 ,在 他 的 遗 著 《 实 用 分 
析 术 》(1631 年 ) 中 甚至 “证明” 了 这 样 的 根 是 不 可 能 的 。 庞 风 利 
(Raphael Bombelli》 给 出 了 负数 的 明确 定义 :但 是 他 却 不 能 证 明 
负数 的 运算 法 则 ， 因 为 即使 对 于 正 数 ， 人 人 们 也 没有 找到 其 可 用 的 
基础 * 。 斯 蒂 芬 则 在 方程 中 用 到 了 正 数 和 负数 系数 并 且 承 认 负 恨 
的 存在 . 吉 拉 德 (Albert Girard) 在 他 的 《代数 中 的 新 发 明 》(1629 
年 } 一 书 中 把 负数 得 正 数 则 等 对 待 ， 并 在 一 次 方程 的 两 个 根 均 为 
负数 的 情况 十 也 给 洛 两 根 。 吉 拉 德 和 哈里 奥 特 都 用 减 号 表示 减法 
运算 和 负数 , 但 负数 是 一 个 独立 的 概念 , 而 减法 则 是 一 种 运算 , 因 
此 ， 实 际 上 应 该 用 两 种 分 离 的 记号 来 表示 它们 。 

总 的 说 来 , E 16, 17 世纪 ,并 设 有 许多 数学 家 心安 理 得 地 使 
用 或 者 承认 负数 ,更 谈 不 上 承认 它们 可 以 作为 方程 的 真实 的 根 。 当 
时 的 人 对 人 负数 还 有 一 些 古 怪 的 概念 。 尽 管 瓦 里 斯 超过 了 他 那个 时 
AAA. 并 接受 了 负数 ,但 他 却 认为 负数 大 于 无 穷 大 同时 小 于 零 。 
在 他 的 《无穷 大 的 算术 }》(1655 年 ) 中 , 他 论证 说 ， 当 a 是 一 个 正 
HRJ, EH a/0 RAK, 那么 把 分 母 变 成 负数 ， 即 在 a/5 中 ,4 
为 负数 时 , 这 个 出 就 应 该 大 于 a/9, 因为 分 母 比 0 要 小 , 所 以 这 个 
比 就 是 大 于 无 穿 大 的 。 另 外 一 些 更 先进 的 思想 家 ， 像 旋 贝 利和 斯 
医 苏 提出 的 主张 , 则 相当 有 助 于 整个 实数 体系 被 人 们 完全 接受 .上 诬 
贝 利 假定 在 实数 和 直线 上 AEP) KEES eM 
应 关系 ， 他 还 定义 了 长 度 的 四 则 基本 送 算 ， 他 认为 实数 及 其 运算 
己 通 过 这 些 长 庶 及 对 应 的 几何 运算 进行 了 7 定义。 这样- 来 ,实数 
体系 就 在 一 个 几何 的 基础 上 合理 化 了 。 斯 攻 芬 也 把 实数 看 作 是 长 
度 , 他 相信 , 通过 这 样 的 解释 , 无理 数 的 困难 也 可 以 迎刃而解 了 ， 





+ Rea: AAW. Fame. -一 原 注 
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当然 ， 这 种 观点 仍然 将 实数 和 几何 紧 紧 地 联系 在 一 起 。 

当 欧 洲 人 人 还 没有 从 无 理 数 与 猴 数 的 困境 中 所 脱出 来 时 ， 他们 
又 糊 里 糊涂 地 陷入 了 我 们 现在 称 之 为 复数 的 泥沼 之 中 。 他 们 在 把 
平方 根 的 算术 运算 推广 到 所 有 已 出 现 的 数 上 时 ， 策 如 ， 在 求解 二 
次 方程 的 过 程 中, 得 到 这 种 新 数 。 像 卡 丹 则 在 《重要 的 艺术 》(1545 
Æ) 的 第 37 章 中 提出 并 解决 了 把 10 分 为 两 部 分 ， 使 其 乘积 汐 40 
的 癌 题 。 这 一 看 似 苇 就 的 问题 确实 有 解 。 因 为 正如 达 兰 贝尔 所 说 
的 那样 ,“ 代 数 是 慷慨 的 ， 它 的 给 予 常常 超过 你 的 需求 .” 设 工 为 
10 的 一 部 分 , 方程 可 以 写 做 =(10 一 rz) = 40, 卡 丹 求 得 5 十 Y 一 15 
和 5 一 Y 一 15 两 个 根 。 接着 , 他 指出 ， 有 一 些 “尽管 本 身 具 有 独创 
性 ， 但 却 没有 什么 用 的 施 因 的 量 ”。 “不管 会 受到 多 大 的 良心 责 
备 ”; 将 5 十 v 一 15 和 5 一 v 一 15 相 乘 , 得 到 乘积 为 25-- (—15) Bp 
40 后 , 他 这 样 说 :“ 算 术 是 如 此 微妙 地 发 展 着 ,而 它 的 尽头 ,， 却 正 
如 常言 所 说 ， 是 既 精 致 又 无 用 处 的 ”。 

卡 丹 在 求解 三 次 方程 的 代数 方法 中 进一步 地 和 和 复数 打交道 ， 
这 和 神代 数 方法 在 他 的 著作 中 得 以 体现 ， 尽 管 他 寻求 和 最 后 得 到 的 
只 是 实 根 , 但 在 有 复 根 存在 的 傅 况 下 , 他 的 公式 也 会 给 出 复 根 , 特 
别 是 当 所 有 的 根 都 鸭 实 数 时 ， 凶 的 公式 也 将 产生 复数 ， 并 且 实 根 
可 以 由 这 些 复 数 得 到 。 这 样 看 来 ， 他 应 将 复数 的 地 位 提高 些 ， 但 
是 ， 因为 他 不 知道 如 何 求 复数 的 立方 根 以 获得 实 根 ， 所 以 他 就 把 
这 个 难点 搓 置 起 来 了 ， 他 用 了 另外 一 种 方法 来 求实 根 。 

庞 贝 利 也 考 虚 了 三 次 方程 的 复数 解 ， 并 且 采 用 了 实际 上 和 和 现 
代 形 式 一 样 的 公式 ， 来 表述 复数 的 四 则 运算 ， 但 他 和 仍 认为 复数 是 
无 用 和 诡辩 的 , 吉 拉 德 则 承认 复数 至 少 可 以 作为 方程 的 形式 解 ,在 
《代数 的 新 发 明 》 中 ， 他 说 : “AHAB, DH RO RR CZ 
根 ) 是 什么 ?7 我 的 回答 是 : 有 三 方面 的 解释 ， 一 是 一 般 法 则 的 必 
SE, 二 是 没有 其 他 的 解 ， 三 是 因为 他 们 有 用 。” 但 是 卡 丹 的 先进 
观点 并 没有 产生 什么 影响 。 

HERR. HM “ER” RAAR. TRE CL 
何 》 一 书 中 说 :“ 真 根 和 假 根 ( 负 根 } 并 不 总 是 实在 的 ， 有 时 它们 
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是 虚 的 "他 认为 负 根 至 少 可 以 在 将 出 现 它 们 的 方程 转化 为 有 正 根 
的 方程 后 变 成 “ 实 的 ”, TR RARER Zi. 因此 , 复 根 不 是 
实 的 而 是 虚 的 ; 它们 并 不 是 数 。 甚 至 牛顿 也 不 认为 复 根 是 有 意义 
的 , 极 育 可 能 是 办 为 在 他 那个 时 代 复 根 缺乏 物理 意义 , 实际 上 , 在 
《普遍 的 算术 ?》( 第 二 版 1728 年 》 中 他 说 ;“ 正 起 那些 方程 的 根 应 
该 经 常 出 现 不 可 能 的 情况 COAL) , 才 不 会 使 那些 本 应 不 可 能 的 问 
题 看 起 来 是 可 能 的 .” 也 就 是 说 , 在 物理 和 几何 上 没有 解 的 问题 应 
该 具有 复 根 。 

常 被 人 引述 的 莱 布 尼 获 的 一 段 话 及 庙 了 对 复数 缺乏 请 晰 认识 
的 情况 :在 那个 分 析 的 奇观 中 ,上 帝 的 精神 找到 了 一 个 起 几 的 演 
江口 ,这 个 育 观 是 理想 世界 的 怪物 ,是 介 于 存在 和 不 存在 之 间 的 两 
栖 物 ,这 就 是 我 们 称 之 为 一 1 的 虚 根 的 东西 ,尽管 莱 布 尼 获 已 在 
形式 上 运用 了 复数 ,他 还 是 不 理解 复数 本 质 . 为 了 证 实 他 和 约翰 ， 
贝 努 利 在 计算 中 对 复数 的 应 用 , 莱 布 尼 获 指出 这 样 做 并 无 损害 。 

尽管 16、17 世纪 人 们 对 复数 缺乏 任何 清晰 的 认识 , 但 实数 和 
复数 的 运算 步 必 却 得 到 改进 和 推广 。 在 《代数 》 一 书 中 ， 瓦 里 斯 
说 有 明了 如 何在 几何 上 表示 实 系 数 二 次 方程 的 复数 根 。 瓦 里 斯 说 , 实 
际 上 ， 复 数 并 不 比 负数 更 莫 诞 ， 田 于 负数 可 以 在 一 条 直线 上 表示 
出 深 ， 那 么 复数 也 就 有 下 能 在 一 个 平面 上 表示 ， 他 确实 给 出 了 不 
很 完善 的 表示 法 , 当 方 程 ax: 十 bz 十 (二 0 ARAM RY, 他 还 给 
出 了 其 根 的 几何 作 图 。 尽 管 瓦 里 斯 的 工作 是 正确 的 ， 但 却 被 人 们 
所 忽视 ， 因 为 数学 家 们 不 肯 接 受 复 数 。 

在 17 世纪 , 还 出 现 了 其 他 一 些 数学 馆 辑 的 问题 , 在 下 一 章 我 
们 将 讨论 它们 ,这 里 我 们 将 着 重 讨论 18 世纪 的 数学 家 们 在 致力 于 
理解 和 和 证实 他 们 有 关 无 理 数 、 负 数 、 复 数 以 及 代数 的 工作 中 过 到 
的 困难 。 比 如 正 ) 无 理 数 ， 尽 管 并 未 对 其 下 定义 ， 也 没有 确定 
其 性 质 ， 但 它们 在 直观 上 很 容易 被 接受 ， 因 为 其 性 质 和 整数 、 分 
数 的 -- 模 - 樟 ， 困 此 ， 数 学 家 们 自由 地 使 用 它们 并 且 没 有 对 其 会 
义 和 性 质 提 出 任何 新 的 疑问 。 包 插 欧 拉 在 内 的 -~ 些 人 ， 认 为 其 逻 
辑 基 础 就 在 欧 允 克 斯 的 量 的 理论 中 ， 唾 手 可 得 。 这 一 理论 在 欧 几 
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里 得 的 《原本 》 第 五 篇 中 有 详细 说 明 。 欧 多 克 斯 给 出 的 基 的 比例 
的 理论 与 几何 紧密 相连 ,但 它 决 非 无 理 数 的 理论 . 18 theca AM 
虽然 在 感觉 上 对 无 理 数 十 分 明了 上 ， 对 其 逻辑 却 知之 甚 少 。 人 负数 对 
数学 家 的 困扰 ， 远 黄 于 无 理 数 ， 大 概 是 因为 负数 没有 现成 的 几何 
BM, 许昌 它 的 运算 规则 也 非常 奇 择 。 尽 管 从 1650 年 以 后 , 负数 
的 运用 十 分 自由 ， 但 却 因为 它 的 概念 和 如 辑 基础 不 清楚 ， 数 学 家 
们 还 是 继续 粗制滥造 -- 些 证 明 ， 或 者 是 反对 其 应 用 。 在 著名 的 
《百科 全 书 》 的 “负数 ”这 一 - 词 条 中 ,理性 时 代 的 伟大 学 者 之 一 这 
兰 贝 尔 说 :导致 负数 解 的 问题 意味 着 假设 的 某 些 部 分 原本 是 错误 
的 ， 但 都 被 假定 为 正确 的 -” 在 他 关于 负 量 的 论文 中 ， 他 又 说 ， 
“得 到 一 个 负数 解 意味 着 该 数 的 反面 (相应 的 正 数 ) 是 拆 需 的 解 。” 

欧 拉 . 这 位 18 世纪 最 伟大 的 数学 家 , 写 下 了 人 类 历史 中 最 杰 
出 的 代数 课本 之 一 。 在 他 的 《对 代数 的 完整 介绍 》(17?0 年 ) 一 书 
中 , 他 证 明了 减 一 5 的 运算 等 于 加 上 运算, 因为 “免除 负债 即 意味 
着 奉送 礼物 ”。 他 还 证 明了 (一 1》 x 《一 1) = 十 1， 因 为 其 积 必 
为 十 1 或 一 1， 而 他 已 经 指明 1X (一 1) = 一 1， 那 么 (一 1〉X 
(一 1) 必 为 十 1。 但 即便 是 在 18 世纪 最 好 的 课本 中 ， 表 示 减 法 的 
碱 号 和 像 在 一 2 中 用 来 表示 人 负数 的 负 号 ， 仍然 常常 被 弄 混 ， 

18 世纪 时 期 仍 有 许多 人 反对 负数 ,英国 数学 家 马 塞 雷 (Baron 
Francis Maseres) 是 剑桥 大 学 克莱尔 学 院 的 研究 员 和 皇家 学 会 会 
A, PESTER WEE. HART RAR AG 
保险 理论 方面 的 重要 文章 ,1759 年 ， 他 发 表 了 《 论 代数 中 负 号 的 
运用 》 一 交 ， 他 指出 如 何 通 过 仔细 将 二 次 方程 分 类 来 避免 负数 
(除了 用 来 表示 而 不 是 实际 运算 ,从 较 小 量 中 威 去 较 大 量 以 外 ), 特 
别 是 负 根 。 那 些 具有 负 根 的 方程 都 被 个 别 地 考虑 ， 并 且 理 所 当然 
地 把 负 根 剿 除 掉 。 对 三 次 方程 他 也 采取 闻 样 的 方法 。 关 于 人 负 根 ,他 
说 : 











eem 就 我 们 所 能 济 定 的 而 言 ， 它 们 只 会 给 整个 
方程 理论 添乱 ， 并 且 使 那些 本 来 是 非常 平常 简单 的 
y en ee a ZR BL Revere, 因此 ， 我 们 确 
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实 着 望 负 数 从 未 进入 代数 ， 或 者 是 重新 把 它 剔除 出 
夫 。 如 果 能 做 到 这 点 的 话 ， 我们 有 理由 想见 ， 对 于 
那些 会 糊 和 被 莫名 其 妙 的 概念 昕 困扰 的 代数 计算 ， 
许 争 捕 学 贮 智 之 士 现在 所 提出 的 异议 ,也 将 因 迷 而 
消除 ; 也 将 可 以 青 定 地 说 ， 代 数 ， 即 普遍 算术 ,就 
其 本 身 性 质 而 言 ， 是 一 门 同 几何 一 样 简单 、 明 晰 和 
易于 证 明 的 科学 。 

关于 复数 的 意义 和 用 途 航 争论 也 越 来 越 尖 锐 。 一 些 数学 家 引 
入 了 负数 的 对 数 《 以 及 复数 的 对 数 } 作为 复数 ， 这 一 举措 ， 和 使 复 
ob bs OA ee eh 

从 1712 年 开始 , HAIR. 欧 拉 和 约翰 ' 贝 努 利通 过 信件 与 
论文 在 复数 的 意义 ,特别 是 负数 和 复数 的 对 数 问 题 上 和 争论 不 休 。 莱 
布 尼 著 与 由 努 利用 稍 卡 尔 和 的“ 虚 的 ”一 词 来 描述 复数 ,“ 虚 的 ”就 
是 说 这 种 数 以 及 负数 〉 晨 不 存在 的 ， 尽 管 他 们 两 个 人 都 在 计算 
中 不 可 思议 地 成 功 运用 了 这 种 不 存在 的 数 。 

莱 布 尼 欧 ， 正 如 我 们 所 提 到 的 那样 ， 给 出 了 各 种 证 明 来 说 明 
负数 的 对 数 是 不 存在 的 。 约 其 。 贝 努 利 认 为 loga=log (—a), # 
还 用 好 几 个 证 明 居 为 其 忧 据 , 其 中 一 个 用 了 正 数 的 对 数 定 理 : log 
(—a) = ; log (—a)'= Hoga’ =loga. 另外 一 个 证 明 采 用 了 微 积 


分 ， 也 得 到 同样 的 结论 。 莱 布 尼 菊 和 约 坦 。 贝 努 利 在 这 几 年 中 有 
许多 通信 往来 ， 但 其 中 大 多 数 都 是 些 废话 。 
欧 拉 找到 了 真正 的 答案 , 其 结论 在 1751 年 的 一 篇 论文 《方程 
中 庶 根 的 研究 》 中 发 表 ， 虽 然 他 的 最 终结 论 是 正确 的 ， 但 其 证 明 
却 是 错误 的 。 这 一 结论 适用 于 所 有 的 复数 , 也 包括 实数 《因为 x 十 
iy 中 ，y 等 于 0 的话， 该 数 就 变 成 了 实数 )。 这 … 结 论 是 
log (x+iy) 一 log (pe) =loget+i (pt2nn)" 











* 欧 拉 在 这 里 采用 了 被 称 为 复数 的 禄 坐标 表示 的 形式 。p 一 vet ty. 是 原点 到 
atiy 的 线段 与 x MEK A. 若 ?一 0， 则 p=, 一 一 原 注 
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然而 ， 欧 拉 的 这 一 论文 却 不 为 他 的 同时 代 的 人 所 理解 。 

欧 拉 在 1747 年 4 月 15 日 给 达 兰 由 尔 的 一 封 信 中 阐述 了 共 结 
E, 他 其 至 指出 一 个 正 实 数 有 无 穿 多 个 对 数值 , 但 只 有 一 个 实数 ，; 
这 个 实 对 数值 就 是 我 们 在 计算 实数 的 对 数 时 常用 的 那 一 个 。 欧 拉 
的 信和 和 论文 并 没有 说 服 达 兰 山 尔 。 在 《负数 的 对 数 》 一 文中 ， 达 
这 岁 和 尔 举 出 各 种 辫 奥 莫 测 的 分 析 学 的 和 几何 学 的 论据 米 洗 定 这 种 
对 数 的 存在 ， 他 使 这 一 问题 变 得 更 加 神秘 。 他 还 说 这 仅仅 是 一 个 
措辞 的 问题 ， 并 以 此 掩盖 他 与 大 师 欧 拉 之 间 的 分 层 。 

所 有 卷 入 这 一 论战 的 人 都 坚持 认为 自己 的 想法 是 正确 的 。 在 
18 世纪 前 半 叶 ;人们 还 斌 为 一 些 复数 的 运算 ,如 复数 的 复数 项 ,将 
会 产生 一 种 全 新 的 数 。 但 正 是 达 兰 贝尔 本 人 ， 在 《关于 风 的 一 般 
成 因 的 考虑 》 一 文中 ,证 明了 复数 的 所 有 运算 的 结果 只 能 是 复数 。 
尽管 在 这 一 问题 上 ， 达 苦 贝 尔 迈 出 了 举足轻重 的 一 步 ， 但 他 的 证 
明确 实 基 由 欧 拉 和 拉 格 船 日 所 洁 善 的 ,也许 达 兰 册 尔 已 意识 到 了 
他 的 关于 复数 的 思想 处 于 一 种 很 混乱 的 状态 ， 因 为 在 他 为 《百科 
全 书 》 写 数学 条 日 时 ， 并 没有 担 及 复数 。 

显然 , 欧 拉 也 仍然 没 能 弄 明 白 复 数 , 在 18 世纪 最 优秀 的 代数 
课本 ， 他 的 《代数 》 770 Œ) 一 书 中 ， 他 说 ; 

负数 的 平方 根 既 不 是 专 ， 也 不 是 比 鹤 小 或 比 霉 
大 的 数 。 显 然 负 数 的 平方 根 不 能 被 划 归 为 任何 可 能 
的 数 《 位 数 )， 因 此 我 们 必须 说 它们 是 不 可 能 的 数 。 
而 二 这 各 情况， 我 们 将 导出 这样 一 种 数 的 概念 ， 它 
们 在 本 质 上 是 不 可 能 的 ， 并 且 通 常 被 称 为 虚数 或 杂 
想 中 的 数 ， 因 为 它们 仅 存 在 于 想象 之 中 ， 
对 于 复数 他 还 犯 了 一 些 错误 ,在 他 的 《代数 ”中 他 认为 vY 一 1 。 
YI 一 VF-2, 因为 a Ea, 

尽管 欧 拉 将 复数 称 为 不 可 能 的 数 , 但 他 又 说 复数 是 有 用 的 ,他 
认为 复数 的 作用 在 于 能 够 告诉 我 们 哪个 问题 是 有 和 解 的 ， 哪 个 问题 
是 没有 解 的 。 这 样 ，, 当 我 们 要 求 把 12 分 为 两 部 分 ,并 使 两 部 分 箭 
积 为 40( 卡 丹 的 贿 灵 】 时 ， 我 们 得 到 两 部 分 为 6 十 一 4 和 5 一 
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v 一 4， 因 此 ， 欧 拉 指 出 ， 我 们 可 以 得 知 这 个 问题 是 没有 解 的 。 

尽管 对 于 复数 有 如 此 众多 的 反对 意见 , 在 18 世纪 , 人们 还 是 
像 使 用 实数 -一样 有 效 地 使 用 复数 ， 数 学 家 们 也 因此 对 它 产 生 了 一 
些 傅 心 。 在 数学 证 明 时 ， 运 用 复数 ， 最 后 的 结果 总 是 正确 的 ， 并 
且 复 数 在 其 中 发 挥 着 显著 作用 。 关 于 这 些 证 明 的 有 效 性 ， 基 至 往 
往 是 结果 的 正确 性 的 疑 虚 依 然 困 拓 着 数学 家 们 。 

达 兰 贝尔 在 《百科 全 书 》 -' 书 中 关于 负数 的 表述 ， 反 上 映 了 人 
们 对 待 接受 儿 种 有 些 麻烦 的 数 的 普遍 态度 ,这 些 数 包 括 无 理 数 、 负 
数 和 复数 。 达 兰 贝 尔 的 这 -条目 。 写 得 一 点 也 不 清晰 ， 他 得 到 这 
样 一 个 结论 : “不 管 我 们 如 何 看 待 这 些 量 , 负数 的 代数 运算 法 则 已 
普遍 地 为 人 们 所 接受 并 被 认为 是 正确 的 ”。 

在 欧洲 人 试图 去 理解 各 种 类 型 的 数 的 几 个 世纪 中 ， 男 外 一 个 
重要 的 逻辑 问题 变 得 突出 起 来 。 即 运用 代数 的 逻辑 ， 第 一 本 汇集 
了 重要 的 新 成 果 的 著作 是 卡 丹 的 《重要 的 艺术 》. 书 中 给 出 了 如 何 
求解 三 次 方程 ,如 十 3z? 一 6z 二 10 MPA EE, et +3254 62? 
十 ?x 十 5 二 0。 在 约 一 百年 中 ,代数 体系 中 还 增 深 了 大 量 的 其 他 成 
全 ， 像 数学 归纳 法 ,二 项 式 定 理 ， 求 高 次 或 低 次 方程 的 根 的 近似 
法 等 , 而 主要 的 贡献 者 , METE., AR. We. RS A 
卡尔 和 和 牛顿。 但 这 些 成 果 却 未 得 到 证 明 ， 尽 管 卡 丹 和 其 后 的 代数 
学 家 谋 贝 利 、 韦 达 确 实 给 出 过 儿 何 证 明 以 证 实 和 他 们 解 三 次 方程 和 
四 次 方程 的 方法 ,， 但是， 由 于 他 们 没有 考 虚 负 根 和 复数 ， 因 而 其 
证 明 实 际 上 并 不 能 称 之 为 证 明 。 此 人 外， 引入 像 四 坎 协 和 五 次 竹 这 
样 的 更 高 次 方程 ， 即 意味 着 仅 限于 三 维 的 几何 不 能 作为 证 明 的 依 
据 ， 其 他 著者 的 成 果 ， 也 常常 只 是 一 些 从 具体 的 例子 中 提出 的 
aie. 

韦 达 向 正确 的 方向 迈进 了 一 步 ， 从 埃及 人 和 巴 出 伦 大 的 时 代 
起 ， 一 直到 韦 达 做 了 这 方面 的 工作 为 止 ， 数 学 家 们 仅 解决 带 有 数 
字 系 数 的 线性 、 二 次 . 三 次 和 四 次 方程 。 因 而 ， 像 32°+52+6= 
0 和 和 42 十 ?x 十 8 二 9 这 两 个 方程 被 认为 是 不 一 样 的 ， 尽管 很 明显 
地 存在 着 一 种 同样 的 方法 来 解决 这 两 个 方程 。 此 外 ， 为 了 避免 负 
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数 , 在 很 长 的 一 段 时 期 中 ,， 人们 将 诸如 xz 一 ?x 十 8 一 0 这 样 的 方程 
Hr +8=72 的 形式 来 处 理 , 这 样 , 同 次 方程 中 就 有 许多 种 类 并 下 
每 一 种 都 是 分 别 求解 的 。 韦 达 的 一 个 主要 贡献 就 是 引入 了 字母 
系数 。 

韦 达 所 受 的 专业 训练 是 律师 ， 总 的 说 来 ， 他 将 数学 作为 一 种 
业余 爱好 ， 并 自己 出 资 出 版 发 行 其 善 作 。 尽 管 以 往 曾 有 人 零星 和 
偶然 地 用 到 了 字母 ， 但 韦 运 是 第 一 个 有 意识 地 系统 地 使 用 字母 的 
人 ,字母 的 主要 的 新 用 途 不 仅 是 用 于 表示 未 知 量 或 未 知 量 的 项, 而 
且 用 以 表示 一 般 的 系数 。 这 样 ， 所 有 的 二 次 方程 可 以 一 下 子 写成 
ax +bate=0 《我们 现在 的 记 法 } SAD. EAE., a, b, c 这 些 
字母 系数 可 以 表示 任何 数 ，z 则 代表 未 知 量 或 要 解 的 未 知 量 。 

韦 达 将 其 新 型 的 代数 叫做 类 型 计算 ， 以 区 别 于 数字 计算 ， 他 
完全 清楚 当 他 研究 一 般 二 次 方程 a 十 #4 十 c 二 0 时 ， 他 所 处 理 的 
是 整个 一 类 的 表达 式 , 在 他 的 《分 析 艺 术 引 论 》(1591 年 ) 中 区 分 
类 型 计算 和 数字 计算 时 , 韦 达 划分 了 算术 与 代数 的 界限 ,他 说 , 代 
数 是 作用 于 事物 的 类 别 或 形式 上 的 方法 ， 是 类 型 计算 。 算 术 和 数 
字 系 数 的 方程 则 是 与 数 打交道 ， 基 数字 计算 。 RHE. E 
达 所 走出 的 这 一 步 ,代数 成 了 研究 形式 的 一 般 类 型 和 方程 的 学 问 ， 
因为 对 一 般 情况 的 研究 包含 了 无穷 儿 个 特殊 情况 。 

韦 达 用 字母 表示 一 类 数 的 优点 在 于 : 如 果 证 明了 某 种 求解 
axttbatc=0 的 方法 是 正确 的 , 那么 , 这 各 方法 就 可 以 确保 求解 
无 穷 名 个 具体 方程 ,如 3z? 十 7x 十 5 二 0 的 正确 性 , 韦 达 的 贡献 在 于 
使 代数 证 明 的 普遍 性 成 为 可 能 , 但 是 如 果 想 对 a、5、c (在 这 里 代 
表 任 意 的 实 教 或 复数 ) 进行 运算 时 ， 就 必须 知道 这 一 运算 对 所 有 
的 实数 和 复数 都 适用 .但 因为 这 些 运 算 者 未 得 到 逻辑 上 的 证 明 , 其 
至 数 的 类 型 的 确切 定义 也 未 曾 有 了 明确 的 表述 , 所 以 对 普遍 的 a.5、 
c 运算 的 证 明 也 自然 不 能 实现 , 韦 达 自己 也 是 握 弃 负数 和 复数 的 。 
因此 ， 在 他 的 类 型 运算 中 所 瓦 见 的 普遍 性 也 仅 能 限于 某 一 范围 内 
使 用 。 

书 达 的 思想 就 算是 合理 的 ， 也 无 法 解释 。 一 方面 ， 他 在 运用 
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字母 系数 上 做 出 了 极为 重要 的 页 献 ， 而 及 ， 韦 达 充 分 认识 到 这 一 
举措 使 普 示 的 证 明成 为 可 能 ， 但 就 其 拒绝 承认 负数 和 用 字母 系数 
表示 负数 上 看 ， 却 同样 揭示 了 即使 是 人 类 最 优秀 的 头脑 ， 也 存在 
着 严重 的 局 限 性 。 人 负数 的 运算 法 则 已 存在 了 约 作 百年， 并且 以 此 
法 则 能 够 得 到 正确 的 结果 。 韦 达 本 不 应 反对 这 些 法 风 ， 因 为 这 些 
法 则 差不多 就 是 韦 达 所 处 时 代 的 代数 所 能 提供 的 全 部 ， 只 是 负数 
缺乏 正 数 所 具有 的 直观 性 和 物理 意义 。 显 然 ， 堪 右 数学 家 们 接受 
tank +E A. BB) 1657 年 ， 赫 德 John Hudde) 
才 人 允许 了 字母 系数 既 可 以 代表 负数 , 又 可 以 代表 正 数 , 从 此 以 后 ， 
数学 家 们 才 开 始 自由 地 使 用 它 。 

在 韦 达 时 代 , 即 16 世纪 末 , 代数 只 是 几何 的 一 个 附 良 。 从 解 
奖 岂 和 何 和 商业 中 的 简单 实 奈 问题 的 目的 出 发 . 产生 了 涉及 -一 个 未 
知 数 的 一 元 方程 和 涉及 两 个 未 知 数 的 二 元 方程 的 解法 , 直到 17 ttt 
纪 代 数 的 威力 才 被 逐 攻 认识 到 。 笛 卡尔 和 费 马 迈 出 了 举足轻重 的 
一 步 ， 这 就 是 坐标 几何 (应 该 称 之 为 代数 几何 ) 的 产生 。 其 基本 
思想 是 ， 曲 线 显然 可 以 用 方程 来 表示 。 例 如 ，x: 十 x 一 25 代表 半 
NSH, AERAR RSPR. (MRR 
希腊 人 纯粹 的 几何 法 或 综合 法 容易 得 多 。 

然而 , 当 笛 卡尔 于 1637 年 出 版 其 《几何 ?时 , 与 费 马 1629 年 
的 著作 〈《 费 马 去 世 后 出 版 ) 一 样 ， 却 不 打算 接 爱 负数 。 因 此 ， 代 
数 方法 的 思想 进入 了 几何 ， 却 未 充分 发 挥 其 作用 ， 这 一 点 是 很 明 
显 的 。 但 笛 卡 尔 和 费 马 的 继承 者 们 却 将 负数 引入 了 坐标 几何 ， 使 
其 成 为 分 析 和 几何 学 重要 发 展 的 基础 。 

第 二 个 将 代数 推 向 前 台 的 创举 是 运用 代数 公式 表示 函数 ， 正 
如 我 们 所 知 的 那样 CSE). 佑 利 略 引入 了 用 公式 描述 物 体 运动 
的 思想 。 这 样 ， 以 每 秒 100 英尺 的 速度 向 上 抛 的 物体 距 地 面 的 高 
度 可 用 公式 有 = 二 100t 一 16# 来 表 东 ,关于 运动 的 各 种 情况 都 可 通 计 
代数 方法 从 这 个 公式 中 推导 ,例如 , 物体 所 能 达到 的 最 高 高 度 , 达 
到 最 高 高 度 所 需 的 时 间 以 及 物体 返回 地 而 所 需 的 时 间 。 实 际 上 , 民 
数 的 巨大 作用 很 快 就 被 认识 到 ,数学 家 和 们 开始 广泛 地 运用 代数 ,使 
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其 迅速 发 展 成 为 占 主导 地 位 的 科学 并 超过 了 几何。 

代数 的 自由 使 用 激 起 众怒 ， 哲 学 家 稚 布 斯 尽管 在 数学 上 蚌 个 
小 人 物 ， 但 在 反对 “ 那 群 把 代数 用 到 几何 上 去 的 家 伙 ” 时 代表 了 
洗 多 数学 家 的 意见 。 窟 布 斯 说 这 些 代数 学 察 把 记号 错 认为 几何 ,他 
还 称 瓦 里 斯 关于 圆锥 曲线 代数 处 理 的 著作 ， 屋 一 本 无 耳 的 书 和 
“ 记 叶 之 痴 ?。 许 多 数学 家 , 包括 帕斯卡 和 巴 软 都 反对 代数 的 运用 ， 
因为 它 没 有 还 辑 基础 ， 他 们 坚持 用 几何 方法 和 证 明 。 一 些 人 则 相 
信和 癌 以 退回 到 在 几何 基础 上 建立 代数 学 的 基础 ， 并 以 此 自慰 。 但 
我 们 已 说 这， 这 只 莽 一 个 幻想 而 已 。 

虽然 如 此 ， 出 于 一 种 实用 的 日 的 ， 大 多 数 数学 家 还 是 自由 地 
使 用 着 代数 。 找 数 本 身 在 解决 各 种 衬 际 问题 时 的 价值 以 及 甚至 是 
在 处 理 几 何 问题 时 的 优越 性 是 如 此 显著 ， 以 致使 数学 家 人 意 发 深入 
到 这 一 领域 中 。 

向 卡尔 始终 将 代数 看 作 是 为 几何 服务 的 ， 而 也 里 斯 和 牛顿 的 
观点 却 与 之 不 同 ， 季 们 承 记 民 数 的 全 部 功用 。 嚼 然 如 此 ， 数 学 家 
们 对 放弃 几何 方法 还 是 极 不 情愿 。 据 编 注 了 牛顿 《原理 》 第 三 版 
的 潘 伯 通 (Henry Pemberton) iH, 牛顿 赴 但 经 常 对 希腊 几何 学 家 
ATAM, MEEA A AA a heed Uneaten 
F. HA I. BE REMET D. 格雷 戈 里 《David Gregory) 的 
一 封 信 中 ， OR PERE PERRI. 但 在 他 自己 
的 《普通 的 算术 3》(170? 年 ) 中 , 却 同 任何 一 本 著作 一 样 ， 欲 建立 
代数 的 权威 性 。 在 这 本 书 中 ， 籽 将 算术 积 代数 作为 基础 的 数学 科 
学 ， 并 仅 在 几何 能 提供 证 明 的 地 方才 允许 其 存在 。 但 是 从 整体 上 
看 ， 这 本 书 只 是 法 则 的 堆砌 ， 很 少 有 证 明 甚 至 是 直观 证 据 来 说 明 
数 和 代数 过 程 ,牛顿 的 观点 是 在 代数 表达 式 中 用 字母 代表 数字 .而 
算术 的 确定 性 是 没有 什么 可 怀疑 的 。 

同样 的 ， 菜 布 尼 获 也 注意 到 了 代数 增长 着 的 优势 并 充分 肯定 
了 它 的 有 效 性 , 但 考虑 到 缺乏 证 明 , 菜 布 尼 芪 不 得 不 这 么 说 :“ 几 
何 学 家 玫 句 话 就 能 证 明 的 东西 ， 在 微 积分 中 却 往往 是 十 分 元 长 的 
een 代数 的 运用 是 有 保证 的 , 但 它 并 不 更 好 一 些 .” 他 把 当时 的 代 
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数 研 究 工 作 称 为 “好 运气 和 机 遇 的 混合 物 ”。 但 欧 拉 却 在 《无 穷 小 
分 析 引 论 》C1748 年 ?中 会 开 并 毫 不 保留 地 称誉 代数 远 比 希腊 人 的 
用 何方 法 优越 。 直 到 1750 年 ， 大 们 才 得 以 放心 大 有 地 运用 代数 。 
EE, RACER REAR, BEMAR., WEM 
数学 的 发 展 形成 了 鲜明 的 对 比 ， 上 几何 学 是 公元 前 300 年 前 用 演绎 
的 方法 建立 起 来 的 ， 后 面 我 们 将 看 到 几何 中 的 几 个 环 狂 也 易于 纪 
正 。 但 算术 与 代数 学 却 怎么 也 找 不 到 膛 辑 基础 ， 这 样 看 来 ， 缺 少 
逻辑 基础 ， 势 必 会 困扰 所 有 的 数学 家 。 但 是 ,精通 希 腊 演绎 几何 
的 欧洲 人 为 什么 会 接受 并 运用 没有 依 逻 辑 而 建立 起 来 的 各 种 类 型 
的 数 和 民 数 学 呢 ? 

这 里 有 几 个 原因 。 人 们 接受 整数 和 小 数 的 性 质 时 ， 其 基础 自 
然 是 经 验 。 当 在 数字 中 增添 新 型 的 数 时 ， 建 立 在 经 验 基础 上 并 已 
为 人 们 接受 的 正 整数 和 小 数 的 运算 法 则 就 被 用 于 这 些 新 数 上 ， 并 
以 几何 思想 作为 得 心 应 手 的 指导 。 字 母 在 引入 时 ， 仅 代表 数 并 如 
间 数 一 样 姓 理 ， 复 条 些 的 代数 技巧 ， 则 似乎 可 以 由 像 卡 丹 所 用 的 
几何 证 明 或 由 纯粹 的 特例 的 归纳 推理 得 以 证 实 。 当 然 ， 这些 程 序 
在 逻辑 上 都 基 不 能 令 人 满意 的 ， 即 使 是 在 用 到 几何 的 地 方 也 没有 
为 负数 、 无 理 数 和 复数 提供 逮 辑 。 当然 ,四 次 方程 的 解 是 不 可 能 
由 几何 证 明 的 。 

其 次 ， 一 开始 ， 特 别 是 16 世纪 和 17 所 纪 ， 人 们 并 不 把 代数 
看 作 是 一 门 需要 有 自身 渤 辑 基础 的 数学 的 独立 分 支 ， 而 认为 是 分 
MILAN HAR. FEMS A. Bea 
尔 ， 都 认为 代数 是 一 种 分 析 方 法 。 从 卡 凡 的 《重要 的 艺术 》 和 圳 
达 的 《分 析 艺 术 引 论 》 这 两 个 题目 可 以 看 出 , 他 们 用 艺术 这 个 词 ，- 
其 含义 就 是 今天 我 们 常用 于 与 科学 相对 的 意义 。 而 现在 通称 为 解 
SULTS A BR CRU TS. TERT AAT R a 
态度 。 直 到 1704 年 , 哈雷 在 英国 皇家 学 会 的 《哲学 学 报 》 上 还 发 
表 了 一 篇 文章 ， 说 代数 是 一 种 分 析 艺 术 ， 但 笛 卡 尔 的 解析 几何 在 
使 数学 家 们 交感 代 数 的 力量 这 一 点 上 起 了 至 关 重 要 的 作用 。 

终于 ， 使 用 负数 和 无 理 数 和 在 科学 研究 中 运用 代数 产生 的 结 
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中 使 用 负数 时 ， 不 管 数学 家 们 存在 着 什么 伴 的 绝 虑 ， 部 将 会 因为 
最 终 数 学 结果 具有 物理 上 的 合理 性 ， 而 得 以 消除 。 人 人 们 主要 关心 
的 是 科学 运用 ， 因 此 ， 任 何在 十 作 中 能 起 作用 的 手段 机 方法 ， 几 
乎 都 被 毫 不 狐 售 地 接 爱 。 科 学 的 需要 战胜 了 还 辑 上 的 感 忆 。 数 学 
家 们 把 对 代数 合理 性 的 证 疑 执 到 了 一 边 ， 就 好 像 贪 整 的 实业 家 把 
道德 准则 抛 到 了 一 边 。 他 和 们 骨 兴 超 又 自信 地 运 册 新 代数 ， 这 样 一 
来 ， 代 数学 就 逐 浙 被 他 们 改造 成 一 门 独立 的 科学 ， Pp E 
立 ” 了 数 与 几何 的 结论 。 实 际 上 ， 瓦 里 斯 也 曾 断 言说 ， 代 熬 的 过 
程 和 几何 过 程 是 一 样 合理 的 。 

到 17 世纪 林 ， 数 和 代数 学 已 被 认为 是 独立 于 几何 而 存在 的 。 
数学 家 们 为 什么 没有 致力 于 逻辑 上 的 发 展 昵 ? 既然 有 像 欧 几 里 得 
原本》 中 所 包含 的 几何 的 演绎 推 寻 结构 这 样 的 样本 , 那么 ,数学 
家 们 又 为 什么 没有 发 展 一 个 数 和 代数 的 演绎 推导 结构 呢 ? 这 是 因 
为 几何 的 概念 、 公 理 和 新 理 从 直观 上 看 ,过 比 算 太 和 代数 的 易于 
接受 , BA CELA PR APE 可 辅助 解释 结构 。 亿 无 理 数 、 负 
数 和 复数 的 概念 却 微妙 得 多 ， 即 使 可 以 得 到 图 形 ， 也 无 法 解释 数 
字 作 为 数 和 建立 于 数 系 基础 上 的 字母 表示 法 的 逻辑 结构 。 为 数 系 
和 代数 建立 逻辑 基础 是 一 个 非常 困难 的 问题 , 远 比 17 世纪 的 数学 
家 能 体会 到 的 要 难 , 后 面 我 们 将 有 机 会 探讨 它 ( 见 第 八 章 )。 FA 
的 是 , 那 时 的 数学 家 容易 轻信 和 别人, 甚至 可 以 说 , 是 很 天 真 的 , 而 
并 没有 在 轰 辑 问题 上 小 心 届 对 ， 因 为 自由 创造 须 领先 于 形式 化 和 
还 辑 基础 ， 数 学 创造 中 最 伟大 的 时 期 已 经 到 来 。 
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第 六 章 不 合 逻 辑 的 发 展 : 分 析 的 困境 


任何 研究 工作 的 开端 , 几乎 都 晨 极 不 完美 的 党 试 , 且 通 党 

并 下 成功。 每 一 条 通 向 其 个 目的 地 的 禾 都 有 许多 未 知 的 真理 ， 

EA- RR FERREE. RAHET E. +A EN 

Mee RABAT AR AT PRAB. RTE 
RE Ea R a 

HEF 


数学 家 们 以 徽 积 分 为 核心 的 分 析 是 建立 在 算术 与 代数 虚构 的 
逻辑 基础 及 欧 几 里 得 几何 有 争 说 的 基础 之 上 的 。 微 积分 是 全 部 数 
学 中 最 微妙 的 一 个 学 科 ， 一 想到 我 们 在 较为 简单 的 领域 中 所 发 现 
的 那些 缺陷 ， 不 难 想象 ， 微 积分 中 的 一 系列 概念 和 远 辑 结 枸 肯定 
令 数 学 家 们 智 穷 力 竭 了。 事实 确实 如 此 。 

徽 积分 使 用 了 范 数 的 概 合 。 简 单 地 说 ， 丽 数 是 变量 之 间 的 一 
种 关系 。 例 如 ， 当 -个 球 从 房 硕 落下 时 ， 下 落 距离 和 下 落 时 间 同 
时 增加 。 如 果 我 们 忽略 空气 阻力 ， 屠 乏 距离 和 时 间 这 两 个 变量 之 
介 的 函数 关系 可 以 用 美 系 式 dl 来 表示 , 在 这 里 ,上 指 下 落 时 
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间 ， 单 位 是 秒 ; d 指 时 间 : APRA, eR, 

任何 重要 思想 的 起 源 都 可 以 追溯 到 几 十 年 或 几 百 年 以 前 ， 消 
数 的 概念 也 是 如 此 。 然而 , 直到 17 世纪 ， 人们 对 函数 才 有 了 明确 
的 理解 。 历 史 的 细节 并 不 重要 ， 重 要 的 是 这 样 . “个 事实 : BRE 
数 的 概念 易于 理解 ， 介 即使 是 最 简单 的 党 数 也 涉及 到 所 有 形式 的 
实数 。 因 此 ， 在 上 而 这 个 例子 里 ， EAA RI] = V2 秒 时 , d 
AMES >. 同样 ,也 会 上 有 有 人间 当 4==50 时 , : 的 值 应 该 是 多 少 。 


weet = 4/82, 这 是 一 个 无 理 数 ， 而 无 理 数 在 17 目 纪 时 并 不 被 人 


们 充分 了 解 。 于 是 ， 人 们 在 处 理 数 字 时 就 跳 过 逻辑 ， 对 函数 也 是 
如 此 。 然而 , 在 1650 年 以 前 , 无 理 数 被 人 人们 随心 所 被 地 使 用 , 这 
种 错误 也 就 被 憩 饰 了 . 

BEAM EAT BRA. ESA SRP SPH BEAR 
杂 的 概念 : 微分 和 和 积分。 这样， 除了 用 来 处 理 数字 所 需 的 基础 之 
Shy EA ie Ee $ y TAS h 

17 世纪 最 伟大 的 数学 家 们 着 手 处 理 这 两 个 概念 . 这 些 学 者 中 
最 鞭 名 的 有 开 普 融 , MERER, FAYE (Bonaventura Cavalier), 
AH., WRF, A e 属 雷 区 里 (James Gregory). PARA 
(Gilles Persone de Roberval). BEM. OY. Ce. 4RDA 
“Ai ASAI. RRB ABB CE. IAMA Ae Sd 
fii TA ARTA. AA A LEB A. 有些 人 用 
Wee REA AE. MAE AGMA. 我们 关注 的 是 这 些 
人 坚持 数学 推理 这 - -标准 的 好 坏 程度 ， 为 广 达 到 这 一 目的 ， 举 儿 
个 典型 的 例子 就 够 了 。 事 实 上 ， 这 其 中 许多 方法 都 很 类 似 ， 不 值 
得 在 这 里 多 说 ， . 

正如 牛顿 所 和 做 的 那样 ， 理 解 导数 之 本 质 最 好 的 方法 是 考 弄 速 
度 ， 如 果 一 个 物体 在 4 秒 内 运动 了 200 英尺 ， 我 们 可 到 说 半 均 速 
度 是 每 秒 50 英尺 。 如果 物 体 是 色 玉 运动 的 , 平均 速度 也 就 是 4 秒 








+ 1 米 二 3.2808 英尺 一 一 译注 
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内 每 一 时 刻 的 速度 。 然 而 ， 绝 大 多 数 运动 都 不 是 匀速 的 ,一 个 落 
向 地 面 欧 物体 ,一 条 从 枪 中 射出 的 子弹 和 一 颗 转 绕 太 阳 运 转 的 行 
星 都 在 不 停 地 改变 运动 速度 。 很 多 情况 下 ， 我 们 必须 知道 某 些 特 
定时 刻 的 速度 。 例 如 ， 当 子弹 射 中 人 的 一 瞬间 的 速度 是 非常 重要 
的 ， 如 果 这 个 速度 是 零 ， 子 弹 就 会 落 在 地 上 ， 如 梁 是 1000 英尺 / 
秒 ， 被 射 中 的 人 就 会 例 在 地 上 。 这 里 所 指 的 时 到 是 指 长 度 为 零 的 
RAT. JERS, WARS Ae. A, WER RIT 
算 平 均 速 度 那 桩 计算 瞬时 速度 ， 用 走 过 的 路 程 除 以 时 间 ， 结 果 就 
是 0:0， 这 是 毫 无 意义 的 。 

17 世纪 的 数学 家 们 依稀 看 到 了 摆脱 这 种 困境 的 方法 , 但 是 并 
没有 抓 住 它 。 这 种 方法 也 许可 以 这 和 样 描述 : 假设 一 个 物体 正在 向 
地 面 落 去 。 RNP PR AMEN CH. WE. WER 
HARHA ae RE a). A eek Bet 
aA PREMERA, RAEN TR F 
速度 。 我 们 可 以 计算 从 第 四 秒 起 , E 1/2 秒 , 1/4, 1/8 秘 … 内 
的 平均 速度 。 这 个 时 间 间 隔 越 短 ， 计 算出 来 的 平均 速度 肯定 越 接 
近 第 四 秒 时 的 速度 。 若 预先 假定 我 们 所 要 做 的 就 是 计算 不 同时 间 
间 吧 内 的 平均 速度 并 且 研 究 它们 会 趋 近 于 可 一 个 数 ， 这 个 数 就 是 
我 们 所 要 求 的 第 四 秒 时 的 瞬时 速度 .这 个 方案 看 起 来 不 无 道理 ,但 
是 我 们 应 当 看 到 事实 上 还 有 许多 内 在 的 困难 。 但 不 管 怎么 说 ， 如 
果 我 们 能 计算 出 第 四 秒 时 的 速度 , 我 们 就 把 它 称 作 4 一 16 在 i= 
4 秘 时 的 导数 。 

如 染 使 用 数学 符号 来 表达 上 面 这 段 话 ， 我 们 会 更 清楚 地 看 到 
困难 所 在 。 这 些 表 达 式 ， 尤 其 是 最 后 被 大 家 所 接受 的 那个 ， 应 妇 
功 于 费 蕊 。 下 面 我 们 计算 一 个 下 落 的 小 球 在 第 四 秒 时 的 速度 。 这 
个 小 球 的 运动 状态 可 用 





d=16:" (1) 
描述 。 当 :二 4 时 , d= 16x 427 = 256, 设 任意 一 个 时 间 增 量 是 有 ,在 
第 atA) Ah, beke pE 256 英尺 加 上 距离 增 其 上， 有 
2564516 {4 十 一 16 C1LE+8A+K') 
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或 
256+4—=2564+128h+4 164" 
黄 边 都 厂 去 256 
得 k= 128A +16}? 
CERT IAD A ab AY a ee 
2 
F BATIR (2) 


Ne, BBA RPS ee ee ALA A EERE 
边 分 子 、 分 母 同 除 以 疡 ， 这 样 就 得 到 了 


= 128+ 16h (33 


Rig, fie h-0, 得 到 . 

ad=128 (4) 
作为 第 四 秒 时 的 下 落 速 度 (符号 了 是 牛 瑚 发 明 的 )。 这 里 的 之 就 是 
函数 4 一 16t 在 1 二 4 PAH SR. 

推导 的 问题 在 于 ; TR A ARE, 所 以 才能 进行 分 子 、 分 母 
同 除 以 五 的 运算 ， 即 (3) ARAE AO 时 才 正 确 ， 这 样 就 不 能 
SA=0 而 得 出 结论 , 而 且 , 对 于 4 二 16t: 这 样 简单 的 函数 , (2) 式 
可 以 简化 为 (3)， 而 对 于 更 复杂 的 函数 ， 我们 只 能 导出 类 侯 
于 (2) AHHAR., 这 样 ， 当 一 0 时 ,有 /天 就 是 070， 这 是 没有 意 
Mi. 

费 马 一 直 没 能 证 明 他 所 做 的 这 些 ， 事 实 上 ， 虽 然 必 须 承认 他 
是 微 积分 学 的 创始 人 之 一 ， 但 他 并 没 能 把 这 项 工作 非常 深入 地 进 
行 下 去 。 在 他 能 对 正在 研究 的 想法 给 予 充 分 的 证 明之 前 ， 他 总 是 
非常 谨慎 地 不 公布 任何 一 般 的 定理 。 由 于 他 能 给 出 一 个 几何 的 解 
释 ， 所 以 他 还 是 满意 地 得 到 了 正确 的 推导 过程， 而 且 他 坚信 最终 
可 以 得 到 一 个 合理 的 几何 证 明 。 

使 微 积 分 的 创立 者 们 迷惑 不 解 的 第 二 个 概念 就 是 定 积分 。 在 
计算 由 图 形 所 围 的 总 面积 或 曲线 下 的 部 分 面积 ， 由 图 形 表面 围 住 
的 体积 以 及 各 种 不 同形 状 物体 的 重心 时 ,都 要 用 到 定 积 分 的 概念 。 
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Al Frise AERA. RAR PRT AM. ERs he 
THR. WA 66.1) Bra, WGF 的 方程 为 y 一 x*， 求 出 由 
M GF,z REAR DE FBR DC .FE 围 住 的 图 形 DEFG 的 
面积 。 











D D D, DasE 


国 6.1 FA 6. 2 

RE, FR il ES ET A, 就 像 17 世纪 的 
RESTA. RTE DE 分 为 等 长 的 三 段 ， 每 段 长 
#， 把 分 点 记 为 D. DMD, D HE ES CE 6. 2). 把 分 点 
处 对 应 的 坐标 值 记 为 yw 、?ys 和 yo kh. yak, yah WEP ERE 
形 的 面积 ， 它 们 的 种 

yh yht yah (5) 
就 是 面积 DEFG 的 一 个 近似 值 。 

HES, 更 小 的 矩形 ， 我 们 就 能 得 到 面积 DEFG 更 精确 的 近 
Cli. 假设 我 们 把 DE RAR. 图 6. 3 显示 出 了 图 6. 2 中 的 中 
间 那 个 矩形 发 生 的 变化 ， 它 被 两 个 小 的 矩形 代替 了 。 由 于 我 们 用 
每 个 分 点 处 的 y 值 做 为 矩形 的 高 度 , 图 6. 3 中 所 示 的 阴影 面积 就 
不 组 是 用 来 表示 面积 DEFG 的 近似 值 的 六 个 矩形 面积 和 的 一 部 
分 了 。 因 此 ， 和 式 

sA t yht yh tyh Hyh t yA c6) 
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就 出 和 式 (5》 更 精确 地 近似 于 
DEFG 的 面积 。 

我 们 可 以 对 上 述 近 似 过 程 
做 一 个 一 般 性 的 描述 ， 假 设 把 
DE 分 为 n ap REA rE 
E, ET RRB A, 每 个 分 点 
BJ y EH yo Var 3 省略 
号 表示 分 割 的 所 有 中 间 y 值 。> 





个 矩形 面积 的 总 和 就 是 
二 ya 二 二 yk C7) D D; Ds 
这 里 省 略 号 表示 所 有 中 间 的 矩 图 6.3 


形 面积 。 Si LAER DE AACE. Ale RK, 面积 和 
(7) 就 越 近 似 于 所 求 的 DEFG 的 面积 。 当然 , n BOK, 上越 小 , 因 
Ah=DE/n, TÆ, 我 们 通过 这 个 例子 看 出 用 矩形 可 实现 对 曲线 
下 面积 的 逐渐 逼近 。 

直观 地 看 ， 气 形 越 多 ， 其 面积 和 就 越 接近 和子 所 求 则 线 下 的 面 
积 。17 世纪 的 数学 家 们 解决 这 个 问题 的 办 法 是 让 * 变 成 无 穷 大 。 
然而 ， 无 穿 大 的 含义 本 身 就 不 清楚 。 它 是 一 个 数 吗 ? 如 果 是 ， 怎 
样 对 它 进行 计算 呢 ? 当 费 马 推导 出 如 同 〈7?》 RAER a AIEE RY 
面积 和 的 表达 式 时 , 他 肯定 发 现 其 中 包含 如 i/a 和 1/7 的 项 。 当 
n OSAKA, 他 认为 它们 可 以 忽略 不 计 因 而 略 去 了 .就 像 在 上 述 求 
导数 的 例子 中 一 样 ， 费 马 也 可 以 精确 地 证 明 ， 很 有 可 能 是 用 欧 多 
克 斯 的 穷竭 法 一 种 有 限 而 且 术 当 复杂 的 几何 方法 ， 阿 基 米 得 用 
FERA. 

早期 用 定 积 分 计算 面积 和 体积 的 工作 中 ， 也 许 卡 瓦 列 里 值得 
一 担 。 因为 他 是 那个 时 代 含糊 不 清 的 思考 方式 的 典型 ， 而 且 影 响 
了 许多 当时 的 和 后 来 的 人 。 卡 瓦 列 里 把 图 6. 1 所 示 的 面积 看 做 无 
限 多 个 他 称 之 为 不 可 分 量 的 总 和 ， 这 种 不 可 分 量 被 预先 假设 为 直 
线段 。 然 面 ， 卡 瓦 列 里 并 不 清楚 所 请 的 不 可 分 量 究竟 是 什么 ， 他 
只 不 过 表明 : 如 加 把 一 块 面积 分 割 为 越 来 越 小 的 小 矩形 ， 就 像 图 
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6. 3 所 示 的 那样 , 就 可 以 得 到 不 可 分 量 。 ESAS CAE 
几何 练习 题 》 (647 年 ) 的 书 中 , 也 解释 说 , 面积 由 不 可 分 量 组 成 ， 
就 像 一 根 项 链 由 珠子 串 成 ， 一 块 布 由 线 织 成 ， 一 本 书 由 许多 页 组 
成 。 他 用 这 个 概念 设法 比较 了 两 个 面积 ， 两 个 体积 ， 得 到 了 两 者 
之 则 的 正确 关系 。 

ERA BHAT HES ARE, SRD PT (Paul 
Guldin) 的 人 指责 他 不 仅 没 有 理解 希腊 几何 , 2 BERME T. 
一 位 近代 的 史学 家 评价 卡 无 别 里 的 工作 时 说 ， 如 果 有 一 个 专 为 星 
湿 难 慌 面 设 的 奖 ， 那 就 非 他 英 属 。 因 为 卡 瓦 列 里 不 能 解释 无 穷 个 
元 素 ， 即 它 的 不 可 分 量 是 怎么 组 成 … 个 有 限 物 恒 的 ， 他 以 拒绝 对 
他 的 不 可 分 量 作 任何 精确 的 解释 而 避 不 作答 。 有 时 他 求助 于 线段 
的 无 穿 和 面 不 能 请 楚 地 解释 这 种 无 穷 和 的 本 质 ， 有 时 候 ， 他 又 说 
他 的 方法 只 是 一 个 避免 希腊 人 复杂 的 穷 章 法 的 实用 方法 。 更 进 一 
步 ， 卡 瓦 列 里 争辩 说 ， 当 代 几 何 学 家 们 对 于 概念 的 态度 比 起 他 要 
随便 得 多 , 开 普 勒 的 《测量 酒 桶 体积 的 新 科学 》(1616 > 就 是 一 
例 , 他 接着 说 这 些 几 何 学 家 满足 于 仿效 阿 基 米 得 求 面积 的 方法 ,但 
又 没有 给 出 惊 伟大 的 希腊 人 那样 完整 的 证 明 。 相 反 ， 他 们 满足 于 
他 们 的 计算 , 只 要 结果 有 用 就 行 了 。 卡 瓦 列 蜂 采 用 同样 的 观点 , 他 
说 ， 他 的 做 法 能 引 向 新 的 创造 ， 而 且 他 的 方法 一 点 也 设 有 强迫 人 
们 把 一 个 几何 铺 构 看 成 是 由 无 穷 多 个 部 分 组 成 的 ; 除了 在 面积 之 
间 和 体积 之 间 建 立正 确 的 比 之 和 外， 没有 其 他 目的 。 但 是 这 些 比 保 
持 它 们 的 意义 和 值 ， 而 不 管 人 们 对 于 图 形 的 构成 有 什么 见解 。 做 
为 最 后 一 招 ， 他 把 这 个 概念 性 问题 归结 于 哲学 问题 ， 因 此 就 不 重 
iT, “ERE”, Ei, “是 哲学 所 关心 的 事情 ， 而 不 是 几何 所 关 
APH” 

PES EAB, 在 他 的 《 致 外 省 人 书 } 1658 年 ) 中 他 
宜 称 不 可 分 量 的 几何 与 古典 的 希腊 几何 是 一 致 的 .“ 几 是 能 用 不 可 
分 量 的 正确 法 则 证 明 的 训 西 ， 也 能 用 古人 的 力 式 去 严格 地 证 明 .。” 
更 进一步 ， 他 说 不 可 分 量 的 方法 必定 会 受到 任何 一 个 自称 为 几何 
学 者 的 数学 家 的 承认 , 它 和 古代 的 方法 只 是 语言 上 的 不 同 。 然而 ， 
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贴 斯 卡 对 于 严密 性 也 有 了 矛盾 心理 ， 有 时 他 辩护 道 ， 为 了 做 正确 的 
工作 所 必需 的 东西 是 专门 的 “ 按 巧 ”， 而 不 是 儿 何 的 逻辑 ,正如 条 
教 对 版 依 的 领会 高 于 理 知 一样。 在 微 积分 中 出 现 的 几何 悖 论 ， 如 
eae PI EHER HE. JLA PA Aa Se TT Rae) 
HEAR ABE ERDE MMA RR. 

还 有 , 观点 的 正确 与 否 常常 是 由 心智 决定 的 ( 见 第 二 章 )。 帕 
斯 卡 在 他 的 《思想 录 》 中 写 道 , “我们 不 仅 舍 推理 , NHS OB 
来 认识 真理 。 正 是 从 这 后 一 全 来 产 中 我 们 认识 了 基本 原理 ， 推 理 
fx A EES CELER, oo TT AEB PRE Al Be 
知识 基础 上 的 推理 建立 了 其 全 部 结论 ”当然 . 帕斯卡 并 没有 使 卡 
素 列 里 的 方法 变 得 更 清楚 一 点 。 

对 徽 积分 的 创建 贡献 最 大 的 是 牛顿 机 莱 布 尼 菠 。 牛 顿 很 少 涉 
及 积分 的 概念 ， 但 他 广泛 地 使 用 导数 。 他 求 导数 的 方法 基本 就 是 
PLATTE. 然而 , 他 对 这 个 基本 概念 的 逻辑 正确 性 更 清楚 一 些 ， 
他 写 了 三 篇 徽 积 分 方面 的 论文 ， 而 且 他 的 巨著 《自然 哲学 的 数学 
原理 》 先 后 出 了 三 版 。 在 他 的 第 一 篇 论文 中 〈1669 年 】 他 表述 了 
求 导 数 的 方法 ， 他 评论 这 种 方法 是 “简短 的 解释 而 不 是 精确 的 征 
明 .” 在 这 里 他 用 到 了 六 和 上 是 不 可 分 址 这 样 一 个 事实 。 在 他 的 第 
二 篇 论文 中 {1671 年 ), 声明 他 还 做 得 更 好 些 , 因为 他 改变 了 对 蛮 
量 的 观点 , 先前 他 认为 变量 是 离散 变化 的 ,天 是 终极 的 不 串 再 分 的 
单元 ， 而 现在 ， 他 认识 到 变量 是 连续 变化 的 ， 他 说 他 已 经 把 在 第 
一 篇 论文 中 所 用 的 那些 关于 不 可 分 量 的 定义 的 苛刻 条 件 云 除 。 然 
而 ， 他 在 计算 流 数 (关于 导数 的 术语 》 时 ， 方 法 与 第 一 篇 实质 上 
是 一 样 ， 在 逻辑 上 豪 无 长 进 。 

在 牛 屯 关 于 微 积分 的 第 三 篇 论文 《 求 睹 边 形 的 面积 》(1676 
年 ) 中 ,他 重申 他 已 经 放弃 了 无 穷 小 晤 (终极 不 可 分 基 )， 接 着 ， 
他 批评 了 拐 掉 如 前 面 (3) APA A MATRA. fh. “TER 
中 , 最 微小 的 误差 也 不 能 忽略 .” 然 后 , 对 他 的 流 数 的 含义 又 做 了 
一 番 新 的 解释 ,“ 流 数 , 随 我 们 的 意 不 ,可 以 任意 地 接近 于 在 尽 可 
能 水 的 等 间隔 时 段 中 产生 的 流量 的 增 基 ， 精 确 也 说 ， 它 们 是 最 初 
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计算 流 数 的 方法 这 个 问题 上 ， 和 牛顿 在 第 二 篇 论文 中 的 逻辑 处 同 第 
一 篇 论文 中 同样 的 粗糙 ,他 略 去 了 所 有 高 于 的 一 次 短 的 那些 项 ， 
比如 说 于， 这 样 就 得 到 了 导数 。 

RHE (BRASH MS IR (1687 年 ， 第 一 版 ; 中 ， 
牛顿 对 流 数 艇 了 几 种 陈述 ， 他 舍弃 了 终 级 不 可 分 量 而 用 了 “消失 
的 可 分 量 ”, 即 能 够 无 穿 地 缩小 的 量 . 在 《原理 》 的 第 一 版 和 第 三 
版 中 ， 牛 顿 说 : 

量 在 其 中 消失 的 终极 比 ， 严格 说 来 ， 不 是 终极 
量 的 比 ， 而 且 之 与 无 限 减 少 的 这 些 量 记 趋 近 的 极 跟 
之 差 虽然 能 比 任何 给 出 的 郑 更 小 ,但 是 在 这 些 量 无 
限 缩小 以 前 既 不 能 趣 过 也 不 能 法 到 这 个 极限 。 

虽然 这 种 解释 根本 说 不 上 明白 ， 但 这 已 是 牛顿 对 他 所 谓 的 流 
数 给 出 的 最 明 百 的 解释 了 了。 在 这 里 ， 和 牛顿 触及 到 了 关键 的 词 “ 极 
限 ”《Limit?， 但 他 并 没有 深究 这 个 概念 。 

毫 无 疑问 ,他 意识 天 了 他 对 流 数 的 解释 是 不 能 令 人 满意 的 ,于 
是 ,可 能 在 绝望 之 中 ， 他 求 动 于 物理 意义 。 在 《原理 》 中 他 写 道 

以 下 关于 没有 消失 量 的 终极 比 的 观点 值得 商 
#, AXABRAUHW. LTES EI THE 
消 拓 了 ， 人 也 就 无 所 谓 比 了 。 同 样 以 下 观点 也 值得 商 
梭 ， 即 当 运 动 停止 时 ， 也 没有 一 个 牧 体 到 达 贡 一 确 
定位 置 的 终极 速度 。 攻 为 宇 物体 到 达 某 终极 位 置 之 
前 ， 速 度 不 可 能 是 终 辍 速度， 而 若 物 体 到 这 极限 位 
锋 ， 终 极 建 度 也 就 为 零 了 。 其 实 答案 很 简单 。 最 后 
REBAR: CRP AEWA RRR. 
ae A, RAAB. T 
是 正 到 达 那 一 朋 间 的 连 麻 。 即 物体 以 这 样 的 速度 到 
达 它 的 最 后 位 置 并 上 且 停止 。 同 祥 的 ， 就 消失 量 的 最 
后 比 来 记 ， 应 理解 为 不 是 在 量 消失 以 前 ， 册 不 是 在 
消失 以后， 而 是 正当 它们 消失 时 的 比 。 
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到 然 他 的 数学 研究 结果 实际 上 都 是 正确 的 ， 牛 顿 就 没 在 微 积 分 的 
邮 辑 基础 上 花 过 多 的 时 间 ， 在 《原理 》 中 ， 他 用 的 是 元 何方 法 并 
且 用 几何 方式 给 出 关于 极限 的 定理 。 很 入 以 后 ， 他 承认 他 用 了 分 
斩 的 方法 来 发 现 《 原 理 》 中 的 定理 ， 但 是 他 还 是 从 几何 上 来 系统 
地 证 明 ， 以 司 他 的 观点 像 圳 人 那样 可 草 。 当 然 ， 这 些 凡 何 证 明 一 
点 也 不 严格 ， 和 牛顿 对 欧 氏 几何 充满 信心 ， 但 没有 真实 的 证 据 可 以 
显示 它 能 对 微 积分 有 所 支持 。 

莱 布 尼 芍 研究 微 积 分 的 方法 有 所 不 同 , 他 认为 当 、 访 (他 写 
Rdr, dy) BUN, 它们 成 了 “ 近 渐 消失 的 量 ” 或 “无 穷 小 量 ”。 
此 时 ,点 和 天 不 为 零 , 但 比 任何 给 定 的 数 都 要 小 ， 因此, A 的 任意 
KE, Pad A’, A 肯定 可 以 忽略 ， 而且 比值 /8 就 是 我 们 所 要 求 
HE, FR, KERN dy/dz RA. 

Ft EA IL AE k A k ORR P.O 是 一 条 
AR COREA ds 是 它们 的 横 坐 标 之 差 , dy 是 它们 的 
级 坐标 之 差 (图 6,4)， WH, 点 处 的 切线 就 与 弧 PQ 重合 。 因 
IE, dy 除 以 dx， 就 是 切线 的 斜率 , 三 角形 POR 称 做 特征 三 角形 ， 
但 这 并 不 是 莱 布 尼 鞠 首创 的 。 帕 斯 卡 和 巴 罗 很 早 就 用 过 。 当 布 尼 
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Rt IH SE. RAR REA ADM POR 与 三 角形 
STU 相似 ， 而 且 他 用 这 个 事实 来 证 明 有 关 dy/dr 的 一 些 结果 。 

莱 布 尼 蒋 对 积分 的 概念 也 做 了 广泛 的 研究 。 他 独立 地 提出 了 
前 述 〈7) RARER BS. 然而， 从 有 限 多 个 虐 形 面积 和 到 
ARE +E RATES RY. TAA “WR 
小 ”时 , 就 得 到 了 无 穿 和 。 他 把 这 记 作 Jdr, 并 设法 算出 了 类 似 这 
样 的 积分 ,而且 实 际 上 ， 独 自发 更 了 我 们 现在 所 说 的 微 积 分 基本 
定理 。 这 个 定理 表明 ， 可 以 通过 求 导数 的 道 过 程 求 得 这 个 积分 和 
CRESS. BUT KATES. 他 终于 在 1684 年 在 《 教 
师 学 报 》 上 发 表 了 他 关于 微 积分 的 第 一 篇 论文 ， 他 的 朋友 贝 努 利 
兄弟 对 其 作 了 了 恰如其分 的 评价 ， 说 它 “ 与 其 说 是 解释 ， 不 如 说 是 
Bk.” 

SADE thE ay BAAS OT LAB SEPA SEE. 
牛顿 对 于 批评 无 动 于 课 ， 琴 布 尼 蒋 则 不 这 样 ， 他 花 了 大 量 篇 辐 蕉 
试 去 解释 , 特别 是 它 关 于 无 穷 小 量 的 概念 。 在 1689 年 刊 于 《教师 
学 报 》 的 一 篇 文章 里 ， 他 说 无 穷 小 量 不 是 真实 的 数 ， 而 是 假想 的 
数 ， 但 是 。 他 宣称 这 二 假想 的 或 理想 的 数 服从 于 通常 的 规律 。 

在 这 篇 文章 中 他 还 分 别 用 几何 方法 来 证 明 一 个 高 阶 无 穷 小 
量 ， 比如 说 (4x)*， 相 对 于 低 阶 无 穿 小 量 ， 如 qr， 就 像 一 个 点 对 
FR, M dx 对 工 就 像 一 个 点 对 于 地 球 或 地 球 的 半径 相对 于 
宇宙 的 半径 .他 认为 两 个 无 穷 小 量 的 比 就 是 一 个 不 确定 量 的 南 , 伍 
这 个 比值 基 可 以 用 有 限 数 表示 的 , 例如， 在 几何 中 心 y 与 az 之 比 
就 是 级 堂 标 与 次 切线 之 比 〈 如 图 6. 4 PTU ESU). 

36 ER LE SBT ALE (Bernhard Nieuwentijdt) 的 批 
评 , 药 布 尼 蔬 1695 HAAS CRUSH) 的 -一 篇 文章 中 对 此 子 以 
回击 。 他 谈 到 “过 分 苛刻 ”的 批评 者 ， 并 说 过 分 的 审慎 不 庇 使 我 
们 抛弃 创造 的 成 果 。 热 后 ， 他 说 他 的 方法 不 同 于 阿 基 米 得 方法 之 
不， 只 在 于 所 用 的 表达 式 ， 但 他 自己 的 方法 更 好 地 适用 于 发 明 的 
艺术 。“ 无 穷 大 ”和 “无 穷 小 ”仅仅 表示 需要 多 大 就 放大 和 需要 多 
小 就 多 小 的 量 ， 这 是 为 了 证 明 误 差 可 以 小 于 任何 给 定 的 数 ， 换 名 
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无 穷 小 量 一 一 作为 一 种 工具 ， 正 如 在 代数 里 用 虚 衫 有 极 大 的 好 处 
一 样 〈 此 时 我 们 应 该 回想 -- 下 在 莱 布 尼 菠 时 代 虚 数 的 地 位 )。 

1699 年 , 汪 布 尼 鞠 在 给 孔 里 斯 的 一 封 信 中 给 出 了 稍微 有 些 不 
同 的 解释 : 














FRR- REF ERRANA, SHR 
们 的 比 时 ， 不 把 它们 当 作 是 堆 ， 但 是 只 要 他 们 和 无 
法 相 比 的 大 量 一 起 出 现 ， 就 把 它们 舍弃 。 例 如 ， 如 
RRNA ctde, 就 把 dx PF, PÆRE? 
十 az E x ZHŽ, PRR T. 类似 的 , 我们 
不 能 把 rdr 和 dzxdz 并 列 ， 因 此 如 果 我 们 要 微分 
xy BAR A Cr 二 dr) (yt+dy) —ry=ady—ydr 
+dady, WR E dedy 不 可 比较 地 小 于 xady 十 ydx，。 
因此 ， 在 任何 情况 下 ， REMDFEMARKE, 
到 这 时 为 止 ， 莱 布 尼 茨 表明 他 的 微 积 分 只 用 到 有 透 常 的 数学 概 
念 ， 但 是 由 于 无 法 使 他 的 批评 者 满 碍 ， 他 提出 了 一 个 称 为 连续 性 
原理 的 哲学 原理 。 这 个 原理 实际 上 和 开 普 勒 早已 阐述 这 的 几乎 一 
样 ,在 菜 布 尼 世 研究 微 积 分 学 的 星期 , 1678 年 3 月 19 日 给 蔬 . 康 
$E (Herman Conring) 的 一 封 信 中 说 ; 这 个 原理 断言 : “如果 一 个 
变量 一 直 具 有 某 一 性 质 ， 风 其 极限 也 具有 同一 性 质 .?” 
在 1687 “F235 76 (Pierre Bayle) HH, 莱 布 尼 著 更 充 
Spe eae TP. PETE BER EA Te. 允许 
制定 一 个 普遍 的 推论 , Pon a a eA eS.” Ra fhe 
用 这 个 原理 为 抛物 线 y= 计算 dy/de, EMBL = 224 de 后 ， 
他 说 :“ 现 在 ， 因 为 按 我 们 的 假设 ,允许 在 一 个 普遍 的 道理 下 ,也 
包括 纵 坐 标 zaye 越 来 越 向 确定 的 纵 坐 标 mm 靠近 并 最 终 与 它 重 
合 的 情形 (如 图 6. 5)。 很 明显 , 在 这 种 情况 于 dx 成 为 0 并 且 应 
该 被 忽略 掉 ……” 革 布 尼 蒋 没 有 证 明 当 dz 为 0 时 , 应 该 给 于 方程 
左边 的 dz 和 dy 什么 意义 。 
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当然 ， 他 说 ， 绝 对 相等 的 东西 总 有 -- 个 绝对 是 无 的 差别 。 
然而 ， 一 个 过 渡 的 状态 或 者 一 个 梁 失 的 状态 是 
可 以 设想 的 ， 其 中 实际 上 人 切 然 没 有 出 再 完 全 的 相等 
REJE, e eA ARS., WZT 
任何 给 定 的 量 ， 在 这 种 状态 下 ， 还 得 留 一 些 差 ， 一 
BEF, EAR, EENE RELF, e 
ETAR- TATE EH E a HE 
散 保 持 在 严密 的 或 者 形而上学 的 意义 中 呢 ? 或 者 无 
穷 大 的 扩展 会 越 来 越 大 ,或 者 无 穷 小 的 扩展 会 越 来 
越 小 ， 这 是 合法 的 考虑 吗 ? 目前 ， 我 承认 这 可 能 尚 
未 解决 。……- 
如 果 当 我 们 说 到 无 穿 大 《或 者 更 严格 些 说 ， 无 
限制 的 大 》 或 者 无 穷 小 量 〈 即 在 我 们 的 知识 中 是 最 
小 的 ) 时 ， 就 理解 为 我 们 意味 着 无 限 大 的 或 者 无 穷 
小 的 量 ， 即 要 多 大 就 多 大 ， 要 多 小 就 多 小 ,使 每 任 
何人 得 到 的 误 郑 可 以 小 于 菜 个 指定 的 量 ， 那 就 足够 
J. 
在 这 些 假 定 下 ， 我 们 在 1684 年 10 月 的 《教师 
学 报 》 中 列 出 的 算法 的 全 部 规则 ， 都 能 够 不 太 麻 烦 
地 了 予以 证 明 。 
Rig, FRAT ART xe 
规则 ,但 一 点 也 没 使 它们 更 
清晰 。 
他 提出 的 连续 性 原理 的 
确 不 是 ， 今 天 也 不 是 一 个 数 
学 公理 。 然 而 他 强调 它 , 并 且 
给 出 许多 与 其 相符 的 论据 。 
例如 在 一 封 给 瓦 里 斯 的 信 
中 ， 芋 布 尼 著 为 他 使 用 一 个 0 Xı Xi 
HAEE A EE = A E 6.5 
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形 ， 即 量 篇 小 为 0 之后， 特征 三 角形 的 形式 仍然 存在 作 辨 护 ， 而 
且 挑 战 性 地 反问 道 ;,“ 谁 不 承认 没有 量 的 形式 呢 ?” 类 似 的 ,在 1713 
年 给 格 兰 迪 (Gvido Grandi) 的 一 封 信 中 , 他 说 , 无 穷 小 不 是 简单 
A. RAS. MATHS, EAHA, RS 
它 那 正在 消失 的 特征 。 然 而 ， 药 布 尼 获 在 另外 的 时 候 又 说 ， 他 不 
相信 度量 中 真正 的 无 穷 大 或 真正 的 无 穿 小 。 

一 直到 1716 年 他 去 世 , 革 布 尼 兹 一 直 在 解释 他 那些 无 穷 小 量 
及 无 穷 大 量 的 含义 ,这 些 解释 一 点 不 比 上 面 我 们 已 经 看 过 的 更 好 。 
对 他 的 微 积 分 学 ， 他 自己 一 直 没 有 清晰 的 明确 的 概念 或 是 逻辑 的 
判断 力 。 

牛顿 和 药 布 尼 落 的 推理 总 会 如 此 粗糙， 这 真 邻 人 吃惊 。 在 他 
们 着 手 研 究 徽 积分 之 前 ， 其 他 伟大 的 数学 家 早已 取得 了 可 班 的 进 
B. 他 们 两 个 人 也 都 研读 这 前 人 的 著作 ， 事 实 上 ， 牛 顿 的 老师 巴 
F, 就 用 几何 方法 得 出 了 一 些 基 础 性 成 果 。 当 牛顿 说 :“ 如 果 说 我 
比 别 人 看 得 更 多 些 ， 那 只 是 因为 我 站 在 巨人 的 肩膀 上 ”时 ， 这 不 
只 是 谦虚 而 是 事实 。 至 于 莱 布 尼 获 ， 他 是 最 伟大 的 哲人 之 一 ， 我 
们 已 提起 过 他 在 许多 领域 的 贡献 LRH), 他 智慧 的 深度 与 广 
度 可 与 亚 里 士 多 德 相 媲美 。 当 然 ， 微 积分 涉及 到 许多 新 的 ， 微 妙 
的 思想 ， 即 使 是 最 富有 创造 力 的 头脑 也 未 必 能 深刻 理解 他 们 上 自己 
的 创造 。 

由 于 不 能 充分 弄 清楚 概念 和 判别 运算 的 正确 与 否 ， 二 人 都 依 
束 方 法 的 多 样 和 和 结论 的 彼此 一 致 而 大 胆 地 向 前 推进 ， 尽 管 并 不 严 
递 。 莱 布 尼 落 虽然 比 牛顿 对 批评 敏感， 但 却 不 如 牛顿 严谨 ， 莱 布 
尼 蔬 认为 对 他 的 做 法 最 终 验 证 取决 于 其 有 效 性 。 他 强调 他 所 创造 
出 的 东西 的 程序 性 或 算法 上 的 价值 ， 在 某 种 程度 上 ， 他 确信 和 只 要 
他 能 清楚 地 表述 并 且 恰 当地 运用 他 的 运算 法 则 ， 就 可 以 获得 合理 
的 ， 正 确 的 结果 ， 谭 不 论 所 涉及 的 概念 的 意义 是 多 么 模糊 。 他 就 
像 笛 卡尔 一 样 地 富有 远见 草 识 ， 他 看 到 了 新 黑 想 的 深层 内 洱 ， 训 
不 迟疑 地 认为 一 门 新 科学 即将 证 后。 

徽 积 分 的 基础 仍然 不 清楚 ， 和 牛顿 的 支持 者 继续 谈论 最 初 比 和 
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终极 比 ， 而 莱 布 中 欧 的 追随 者 们 则 使 用 无 穷 小 的 非 零 基 。 由 于 这 
些 不 同方 法 的 存在 ， 更 增加 了 建立 合理 逻辑 基础 的 难度 。 许 多 英 
国 数学 家 也 许 由 于 主要 是 仍然 为 古 希 腊 几 何 所 束缚 ， 更 关心 微 积 
分 的 严密 性 而 不 相信 这 两 种 方法 ， 其 他 一 些 英 国 数学 家 选择 了 牛 
顿 而 不 是 数学 做 为 研究 对 象 ， 因 此 朝 着 严密 化 的 方向 没 能 有 什么 
BERR. 这样， 17 世纪 就 随 着 微 积分 、 算 术 及 代数 的 一 片 混乱 结 
ET. 

尽管 面临 众多 的 反对 意见 ， 但 尽 ，18 世纪 伟大 的 数学 家 不 仅 
极 大 地 扩展 了 微 积分 学 而 生 从 中 导出 了 一 些 全 新 的 学 科 RR 
数 、 常 微分 方程 、 偏 微分 方程 、 微 分 几何 、 变 分 法 及 复 变 函 数 ,这 
些 统称 为 分 析 的 学 科 ， 现 在 是 数学 的 核心 部 分 。 甚 至 连 那些 怀疑 
论 者 和 批评 家 也 在 这 些 扩充 中 任意 地 使 用 各 种 类 型 的 数 和 代数 。 
微 积分 的 运算 ， 仿 佛 在 轨 辑 基础 上 不 再 有 任何 问题 了 。 

从 微 积分 学 到 这 些 新 分 支 的 扩展 引入 了 新 概念 、 新 方法 ， 合 
得 微 积分 的 严密 性 问题 更 加 复杂 ,对 无 穷 级 数 的 处 理 也 许可 以 用 
来 解释 一 下 这 些 新 溧 的 麻烦 。 先 让 我 们 看 一 下 无 穷 级 数 给 数学 家 
们 带 来 的 问题。 

函数 1 二 -可 以 写作 (1 十 z)-'， 把 二 项 式 定理 用 于 后 一 种 形 


式 ， 可 得 











= (+2) 1 二 1 一 x 十 x 一 十 (8) 


在 这 里 ,点 表示 这 个 式 子 按 已 列 出 的 几 项 的 形式 无 穷 延 续 下 去 。 无 
穷 级 数 引 入 微 积分 的 原 义 是 用 它们 代替 函数 进行 运算 ， 比 如 说 求 
导 及 求 原 沙 数 ， 因 为 从 技术 上 来 说 ， 用 级 数 中 较 简 单 的 项 更 易于 
FARRER. MARR. HS sine 的 级 数 还 被 用 来 计算 函数 的 
È. 在 所 有 这 些 用 法 中 , 最 重要 的 是 知道 级 数 是 否 与 匡 数 相等 。 当 
工 被 赋予 一 个 值 时 ,函数 也 相应 地 有 一 个 值 , 关 于 级 数 必须 提出 的 
第 一 个 问题 是 : 对 于 一 个 给 定 的 z 值 ,级 数 会 得 到 一 个 什么 值 ? 换 
句 话 说 ， 无穷 级 数 的 和 意味 着 什么 ? 我 们 又 择 么 去 求 它 ? 第 二 个 
问题 是 ; 是否 对 所 有 的 x+ 值 , 级 数 都 表示 函数 或 者 最 少 是 对 于 使 
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函数 有 意义 的 值 ? 
在 他 论述 微 积 分 的 第 一 篇 论文 中 (1669 年 ,牛顿 自以为是 地 


引入 无 穷 级 数 来 加 快 微 积分 运算 的 过 程 。 因此， 为 了 求 y Ths 
的 积分 ， 他 用 了 二 项 式 定理 ， 得 到 


y=] trat tar 
然后 逐 项 积分 ， RAWRAY x 一 1/ +1), 
则 用 二 项 式 定 理 得 到 
y 一 去 二 十 点 gre 
他 接着 说 道 , 当 x 足够 小 时 , 用 第 一 个 展开 式 ; 但 当 z 较 大 时 ,就 
用 第 二 个 展开 式 。 这 样 ， 他 就 对 我 们 今天 所 称 的 收敛 性 的 重要 性 
有 了 些许 认识 ， 但 他 对 此 并 没有 明确 概念 。 
用 牛顿 对 他 使 用 无 穷 级 数 的 评价 可 以 说 明 那 个 时 代 的 逻辑 ， 
在 1669 年 的 这 篇 文章 中 他 写 道 : 
任何 事情 ， 只 要 是 普通 分 析 ARSE) 能 够 通 
过 有 限 多 项 的 方程 去 做 的 《只 要 能 做 的 话 )， 也 能 够 
通过 无 限 多 项 的 方程 “级 数 ) 去 做 ， 这 就 使 我 毫 无 
疑问 起 把 这 后 一 种 也 称 为 分 析 。 因 为 后 一 种 推理 的 
确定 性 不 少 于 前 一 种 ， 后 一 冲 方 程 的 精确 性 也 不 少 
于 前 一 种 。 不 这， 我 们 这 些 凡 人 的 推理 力量 ， 是 局 
限 在 犹 襟 的 范围 内 的 ， 记 以 既 不 能 表达 ， 也 无 法 去 
想象 方程 的 一 切 项 ， 使 得 能 够 从 中 确 知 所 求 约 量 。 
这 样 对 牛顿 来 说 ， 无 穷 级 数 只 是 代数 学 的 一 部 分 ， 是 一 种 处 理 无 
穷 多 项 而 不 是 有 限 多 项 的 校 高 级 的 代数 。 
在 牛顿 、 莱 布 尼 茨 、 贝 努 利家 族 、 欧 拉 、 达 兰 贝尔 、 拉 格 朗 
日 和 其 他 18 世纪 的 数学 家 努力 研究 无 穷 级 数 的 古怪 问题 ,并 把 它 
ATO Za, HOR ET SAR, MHASH. A 
而 得 出 许多 错误 的 结论 ;他们 甚至 还 给 出 了 一 些 我 们 更 在 看 来 荡 
声 可 黎 的 证 明 ， 我 们 可 以 略 举 一 例 以 说 明 他 们 在 处 理 无 穷 级 数 时 








1 
x 
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的 迷惑 与 混乱 。 
4 r=1, P1 Q+) 的 级 数 (8) 
Tt (8) 
EH 
I-1+1-141 


这 个 级 数 的 和 是 多 少 ? 这 个 问题 引起 了 元 休 无 止 的 争论 。 扫 级 数 
写成 如 下 方式 
G—-1) + (—-1) + (1-1) 
FEKOTENE AREF RT, RNIB — AIA 
1 一 G—-1) 一 G—-1) 一 全 
似乎 同样 很 清楚 ， 和 为 1。 但 如 果 用 < 代表 级 数 之 和 ， 有 
5 二 1 一 《1 一 1 十 1 一 1 十 ***) 
或 s= (1—s), 
因此 * 一 1/2。 这 最 后 一 个 结果 也 为 其 他 证 据 所 支持 。 这 个 级 数 是 
公 比 为 一 1 的 几何 级 数 ， 而 首 项 为 <, AEA r 的 无 穷 玫 何 级 数 之 
和 为 ->， 在 上 面 这 个 例子 中 ， 和 就 是 -一 (一 3， 即 1/2。 
格 兰 追 在 他 的 小 册子 《 圆 和 双 曲 线 的 方程 》(1713 年 ) 中 , 用 
其 他 的 方法 得 到 了 第 三 个 结果 。 他 在 方程 〔8) 中 令 z 一 1， 得 到 


1 

祁 =1 一 1+1 一 1 十 *… 
便 认为 序 就 是 级 数 的 和 。 他 还 认为 , 由 于 这 个 和 也 可 以 是 0, 他 业 
已 证 明 ， 志 界 能 够 从 空 无 一 物 创 造 出 来 。 

在 1713 年 的 《教师 学 报 》 上 发 表 的 菜 布 尼 获 写 给 沃 尔 夫 
(Christian Wolf) 的 一 封 信 中 , 他 也 谈 到 这 个 级 数 ， 他 同意 格 兰 迪 
的 铺 果 ， 但 他 认为 可 以 不 借助 于 原来 的 函数 求 得 这 个 结果 。 他 认 
为 ， 如 果 取 级 数 的 第 一 项 ， 前 两 项 的 和 、 前 三 项 的 和 等 等 ， 就 得 
到 l; O, 1, OG. Ieee 可 以 看 出 来 ， 1 和 0 有 同样 的 可 能 性 ， 因此 
就 应 该 取 算术 平均 值 为 和 , 也 就 是 1/2, 这 也 是 最 可 能 的 结果 , 这 
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个 证 明 为 员 努 利家 族 及 拉 格 关 日 所 接受 。 莱 布 尼 纱 承 认 他 的 证 明 
中 形而上学 的 成 分 才 于 数学 的 成 分 ， 但 他 接着 说 ， 在 数学 中 ， 存 
在 我 们 通常 承认 的 更 为 形而上学 的 真理 。 

在 欧 拉 1745 年 的 一 封 信和 1754 年 (或 1755 年 ) 的 ~- 篇 论文 
中 ,他 探讨 了 级 数 求 和 的 问题 ,一 个 级 数 , 如 果 不 断 增加 其 项 数 ， 
它 就 能 越 来 越 台 近 一 个 常数 ， 就 说 这 个 级 数 是 收 钱 的 ， 这 个 常数 
就 是 它 的 和 。 按 欧 拉 所 说 的 ， 当 一 个 级 数 的 各 项 递减 时 它 就 是 收 
化 的 。 反 之 ， 若 级 数 的 各 项 不 减少 ， 甚 至 增加 ， 那 么 它 就 是 发 散 
的 。 凶 说 ， 由 于 这 种 级 数 来 自 于 已 知 的 显 函 数 ， 我 们 可 以 取 这 个 
函数 的 值 做 为 级 数 的 和 。 

欧 拉 的 理论 又 导致 了 新 的 铝 题 ， 他 处 理 了 下 述 展开 式 : 


TE ae Q+ =l 22432’ —-dait 


3 r=—1 时， 得 到 
co 一 1 十 2 十 3 十 4 十 必 
这 个 结果 似乎 是 合情合理 的 。 然 而 ， 当 欧 拉 接 着 考虑 函数 [二 -的 
FAN CME 
È itr te tr H 
l-ax 


tha=2, BA 

—1=1424448+- 
由 于 这 个 级 数 右 边 各 项 的 和 应 超过 圭一 个 级 数 各 项 之 和 ， 欧 拉 得 
出 结论 : 一 1 比 无 穷 大 更 大 。 欧 拉 尊 时代 的 一 些 人 则 认为 负数 大 于 
KAKA T HME, KHPA BR A. FEAA ERE 
一 样 把 正 数 、 负 数 分 隔 开 来 。 

殉 拉 关于 收 但 与 发 散 的 见解 并 不 正确 ， 即 使 在 他 所 钼 的 年 代 
里 ， 从 他 所 讲 的 意义 上 说 ， 逐 项 递减 的 级 数 也 没有 和 ， 而 且 他 自 
己 也 用 不 是 从 显 函数 导出 的 级 数 进行 研究 因此 , 他 的 “理论 "是 
Ase. Web. EAr. UAA (Nicholas Bernoulli) 在 1743 
年 给 欧 拉 的 一 封 信 中 ， 他 一 定向 欧 拉 指 出 了 同样 的 级 数 可 以 从 不 
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同 的 展开 式 中 得 到 ， 因 此 控 欧 拉 的 定 多 ， 必 须 给 这 个 级 教 不 同 的 
值 。 但 是 欧 拉 在 回复 哥 德 巴 赫 〈Christian Goldbach) 的 一 封 信 中 
说 尼 古 拉 ，、 贝 絮 利 没有 给 出 一 个 例子 来 ， 他 自己 也 不 相信 同一 级 
数 会 出 自 两 个 确实 不 同 的 代数 式 。 然 而 卡 莱 (Jean-Charles 
Calle) 真 的 给 出 了 一 个 这 样 的 例子 , 拉 格 朗 日 试图 去 证 明 对 它 应 
当 不 子 理 瞩 ， 但 后 来 人 们 看 出 这 个 证 明 是 错误 的 。 

AWEH eR , 欧 拉 对 无 穷 级 数 的 处 理 是 不 合适 的 。 级 
搬 可 以 被 微分 或 积分 , 它 的 微分 和 积分 又 导致 函数 的 微分 或 积分 ， 
这 样 做 的 正确 性 必须 加 以 证 上 明 。 然 而 ， 欧 拉 宣 称 “ 无 论 如 何 ， 一 
个 无 穷 级 数 可 作为 茶 些 有 尽 的 表达 (函数 的 公式 ) 的 展开 而 得 到 ， 
在 数学 运算 中 它 可 以 用 作 与 那些 考 达 式 等 价 的 东西 ， 甚 至 对 那些 
使 级 数 发 散 的 变量 也 是 如 此 .” 因 此 , 他 说 ， 我 们 能 够 保留 发 散 级 
RHA. FAR HE BAB. 

其 他 18 世纪 的 数学 家 们 也 意识 到 必须 区 分 我 们 今天 所 称 的 
收 敏 级 数 与 发 散 级 教 的 特征 ， 尽 管 他 们 对 这 种 特征 是 什么 一 无 所 
知 。 困 难当 然 是 在 于 他 们 研究 的 是 一 个 新 概念 ， 像 所 有 先驱 者 一 
RE. HTS EA ASR. ER. RAK. RRA 
格 朗 日 所 接受 的 牛顿 的 最 初 的 想法 , 即 级 数 只 不 过 是 长 的 多 项 式 ， 
因此 应 归 到 民 数 学 范围 内 ， 是 不 能 用 来 严格 地 讨论 级 数 的 。 

在 18 世纪 无 穷 级 歼 方 而 的 工作 中 ， 形 式 的 观点 占据 统 党 地 
fit. EINE, SERIES RE, Bs 
eet. Here: Te AR eR OB a 
.于 得 到 实用 的 支持 ， 他 们 确 已 超越 了 他 们 所 能 给 出 正确 理由 的 界 
R, 但 他 们 在 运用 发 散 级 数 时 ， 总 的 来 说 ， 还 是 谨慎 的 。 

虽然 数 系 和 代数 学 的 多 辑 处 境 并 不 比 微 积分 的 更 好 ， 数 学 家 
们 还 是 聚焦 于 微 积 分 并 试图 巩 国 其 松散 的 远 辑 基础 。 造 成 这 种 情 
部 的 原因 无 疑 是 到 1700 ER, 各 种 类 型 的 数 看 起 来 都 很 接近 , 也 
显得 更 自然 一 些 了 T 。 然 而 微 积 分 的 概念 ， 仍 是 陌生 、 神 秘 的 ， 似 
和 平 难以 接受 。 再 说 ， 在 数 的 使 用 中 没有 什么 六 盾 ， 而 在 微 积 分 及 
其 扩 辕 无穷 级 数 与 其 他 分 支 中 ， 确 实 产 生 了 牙 盾 。 
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虽然 蒜 布 尼 旋 研究 微 积分 的 方法 更 流畅 也 更 便于 使 用 ， 但 就 
严格 性 来 说 ,牛顿 的 方法 实际 上 可 能 更 容易 些 。 英 国人 还 认为 可 
以 将 这 两 种 方法 与 欧 氏 几何 联系 起 来 ， 从 而 保证 其 严密 性 ， 但 他 
们 湿 江 了 牛顿 的 瞬间 (moment, 不 可 分 割 的 增 量 ) 与 他 的 连续 变 
量 的 应 用 。 大 陆 上 的 数学 家 们 则 追随 菜 布 尼 蒋 ， 并 且 力 图 把 他 的 
微分 概念 严密 化 。 解 释 和 评价 牛顿 与 莱 布 尼 获 的 方法 的 书卷 幢 灌 
繁 且 诬 误 连 篇 ， 其 至 经 不 起 推荐 。 

数学 家 们 尽管 敌 出 了 种 种 努力 来 使 微 积分 严 窗 化 ， 一 些 思想 
家 还 是 反击 其 合理 性 ， 尤 以 哲学 家 贝克 药 为 最 。 他 害怕 数学 激发 
的 机 械 论 各 决定 论 哲 学 信 仲 对 宗教 造成 日 益 增 大 的 威胁 。1734 
E, 他 发 表 了 《分 析 学 者 , 或 致 一 个 不 信教 的 数学 家 *， 其 中 审查 
现代 分 析 对 象 、 原 则 与 推断 是 否 比 起 宗教 的 神秘 与 信和 旬 ， 构 轧 更 
为 清楚 ， 或 推理 更 为 明显 》 一 书 。“ 先 除 掉 你 自己 眼睛 里 的 障碍 ， 
你 才能 看 得 清 去 擦 掉 你 兄弟 眼中 的 灰尘 .贝克 菜 抱怨 数学 家 们 的 
VERIO. ZREN, 他 们 对 自己 的 每 一 步 既 没有 给 出 逻辑 ， 
也 没有 说 明理 由 。 贝 克 莱 批 评 了 牛顿 很 多 的 观点 ， 他 特别 指出 牛 
顿 在 他 的 论文 《 求 曲 边 形 的 面积 》 中 (用 zx 作为 我 们 用 天 表示 的 
增 量 ) 进行 了 一 些 代数 运算 ， 然 后 又 忽略 了 含 HT, AeA 
在 是 零 了 (比较 (4) AD. NARH, RLF SE RL. A 
学 中 不 允许 这 样 的 推理 。 他 说 ， 一 阶 流 数 《一 阶 导 数 ) 似乎 超出 
了 人 们 的 理解 能 力 ， 因 为 它们 超出 了 有 限 的 范围 。 

如 时 一 阶 流 装 尚且 不 可 理解 ， 那 么 二 阶 ， 三 阶 
或 更 高 阶 呢 ? 那 能 够 构想 出 开端 的 开端 ， 抑 或 未 是 
的 末 叫 的 人 …… 或 许 其 害 智 的 大 脑 足以 构想 这 一 








+ "不 信教 的 数学 家 ” 指 哈 雷 。 据 侍 ， 当 时 贝克 莱 的 朋友 病危 但 拒绝 析 桩 , 说 不 信 
教 的 哈雷 使 他 很 蕉 相 入 宗教 教 疼 。. 一 一 译注 

ww FARE- FERRE. SREP ART XLERT HEA ORE 
AERRERP), MARS ERASERS CER RELI. 
一 一 译注 
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H: 但 依 我 看 ， 绝 大 部 分 的 人 会 发 现 ， 想 在 任何 意 
尺 上 理解 它们 都 是 不 可 能 的 …… 我 起， 那些 能 消化 
得 了 二 阶 流 数 或 三 阶 流 数 的 人 ， 是 不 会 碌 食 了 神学 
mS eh EE E ay, 

谈 到 关于 五 和 下 的 消失 ,贝克 菜 说 ,在 我 们 假设 增 量 消失 时 ， 
理所当然 ， 也 得 假设 它 的 大 小 。 表 达 式 央 及 其 他 ， 由 于 它 的 存在 
而 戎 之 而 来 的 -- 切 也 随 之 而 消失 .* 军 于 被 牛顿 用 瞬时 量 上 和 天 的 
比 并 得 更 复杂 的 导数 ,“ 它 们 既 不 是 有 限量 ,也 不 是 无 穷 小 量 ， 但 
WAAL. RAN ARR AR T A BS RR”, 

同样 的 ， 页 克 药 也 批评 莱 布 尼 闭 的 方法 。 在 他 早期 的 著作 
&《 人 类 知识 产 理 》(1710 年 出 版 ， 1734 年 修订 版 】 中， 他 这 样 攻击 
莱 布 尼 获 的 概念 : 

有 一 些 著 人 人物， 不 满足 于 知晓 一 条 有 限 直线 
可 以 分 成 无 穷 多 个 部 分 ， 还 进一步 认为 每 一 个 这 样 
的 无 穿 小 量 又 可 分 成 无 穷 多 个 部 分 ， 即 二 除 无 穿 小 
量 ((dz)2 等, 他们 总 说 有 无 穷 小 的 无 窟 小 的 无 鹤 
ts, RET. mA- EAW EST RT HAS 
oF AN Bl SS HM E 

他 继续 在 《分 析 学 者 》 里 攻击 莱 布 尼 获 : 

莱 布 尼 薪 及 其 追随 者 ,在 进行 微分 运算 时 ， 竟 
从 不 脸红 地 首先 承认 ， RERSOHABDE. HA 
思考 能 力 的 人 , 在 理解 时 仔细 些 , 在 推理 时 公平 些 ， 
就 不 会 接受 这 样 的 估计 。 

MARAA., 从 几何 上 来 看 , 微分 之 比 应 该 确定 割 线 的 斜率 ， 
而 不 是 切线 的 斜率 , 忽 几 了 高 阶 无 穷 小 才 消 除了 误差 , 因此 ,“ 依 
车 双重 错误 你 得 到 了 虽然 不 科学 却 是 正确 的 结果 ”, 这 是 因为 错误 
互相 抵 宵 的 缘故 。 他 还 乓 中 二 阶 微 分 ， 即 莱 布 尼 获 的 d (dz) 作 

MEAN d dz) fedx HRS. Ml dx 本 和 碳 是 一 个 很 难 识别 的 量 。 

关于 牛顿 和 葬 布 尼 落 的 方法 ,贝克 莱 反问 道 :“ 难 道 我 们 这 个 

时 期 的 数学 家 也 像 科 学 家 一 样 了 吗 ? 具 花 大 气力 去 应 用 自己 的 理 
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论 却 不 设法 理解 它们 。”“ 在 每 一 门 其 他 科学 中 ,人们 用 他 们 的 原 
理 证 明 他 们 的 结论 ， 而 不 是 用 结论 来 证 明 他 们 的 原理 ”。 
册 克 汪 腹 一 连 串 的 质问 结束 了 《分 析 学 者 》 一 书 ， 谭 摘录 若 
PAF: 
那些 对 宗教 如 此 敏感 的 数学 家 们 会 严 遵 认 真 地 
对 待 自己 的 科学 吗 ? 他 们 会 不 届 从 于 权威 、 不 请 目 
轻信 和 相信 那些 不 可 思议 的 观点 吗 ? 他 们 就 没有 属 
THO NRE, ERM TIES? 
UF FRA eT OL FEE. (ALR A RE ER a E 
th. TEX AH, WRT BAK. RRL EAA 
积分 的 基础 ， 他 试图 纯粹 形式 地 研究 省 数 ， 即 从 它们 的 代数 (分 
析 》 表达 式 来 论证 。 他 和 否定 了 莱 布 尼 欧 的 无 穷 小 概念 ， 即 所 谓 不 
等 于 零 却 小 于 任意 一 个 给 定 值 的 数 , 在 欧 拉 的 4 微分 学 原理 },1755 
年 出 版 的 一 部 18 世纪 的 微分 学 经 典 著作 中 ， 他 论证 道 ; 
无 疑 ,任何 一 个 量 可 减 小 到 完全 消失 的 程度 ,但 
是 ,一 个 无 窃 小 量 无 非 是 一 个 正在 消失 的 量 ， 因 为 
ERARETO 这 与 无 穷 小 量 的 定义 也 是 协调 的 ， 
按照 无 穷 小 的 定义 ， 它 应 小 于 任 一 指定 的 量 ， 它 无 
疑 应 当 就 是 无 , 因为 除非 它 等 于 0， 否则 总 能 给 它 指 
定 一 个 和 它 相等 的 草 ， 耐 这 是 与 由 设 矛 居 的 。 
既然 无 穷 小 dz {用 莱 布 尼 获 的 记号 ) 等 于 零 了 , 那么 dz)’, 
(dx) 肯定 也 为 零 ,因为 按 惯 例 , 这 些 量 被 称 为 dz HAA. 
于 是 , 对 莱 布 尼 蒋 来 说 , 他 的 无 穷 小 之 比 dy/dr, 在 欧 拉 眼 里 即 为 
6/0, 但 0/0 BAM. RH BE RRS RES. SH 
零 作 被 除数 ， 有 0/0=nr, MHVRNPERR. BARS 


法 即 可 决定 比 立 的 值 。 他 以 函数 yma? 为 例 , 给 一 个 增 量 二 (他 


Feo), 此 时 ; 不 为 0 (出 较 前 述 CD) B (4), 得 到 
b/h=22-+h 
ILS, EWER A HI. (ARH O, WHA Re Oo, 
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所 以 在 本 鲍 中 比 &/A， 即 六， 等 于 2x, 

欧 拉 强 调 说 , 这 些微 分 . 即 和 的 最 终 值 , 是 绝对 的 0, 因 
为 他 只 知道 它们 相互 的 比值 最 终 化 为 一 个 有 限 值 ， 此 外 鹤 不 出 任 
何其 他 东西 , 在 《原理 》 第 三 章 中 , 欧 拉 更 多 地 谈 到 这 个 性 质 , 他 
在 那 沪 鼓励 读者 说 ， 导 数 并 不 像 通 党 认为 的 那样 隐藏 着 极 大 的 神 
秘 性 ， 而 那 种 神秘 性 使 许多 人 心目 中 怀疑 微 积分 。 当 然 ， 欧 拉 求 
导数 的 方法 的 正确 程度 并 不 比 牛 顿 和 芋 布 尼 获 更 高 。 

欧 拉 在 他 那 形 式 的 并 非 正确 的 对 微 积分 的 探讨 中 所 做 的 贡献 
是 将 其 从 几何 学 中 解放 出 来 ,并 将 其 建立 在 算术 和 代数 的 基础 上 。 
这 至 少 为 最 终 将 微 积分 的 合理 性 建立 在 数 的 基础 上 开辟 了 道路 。 

18 世纪 后 期 , REESE RL} RE LAAk A h 
朗 日 。 像 贝克 芋 及 其 他 人 一 样 ， 他 认为 微 积分 是 由 于 相互 抵偿 才 
得 到 正确 结果 。 在 他 的 《解析 也 数论 》(1797 年 初版 ，1813 年 再 
HOH, 他 完成 了 他 的 重建 工作 。 这 本 书 的 副标题 是 :“ 包 含 着 微 
积分 的 主要 定理 ， 不 用 无 穷 小 或 正在 消失 的 量 ， 或 极限 与 流 数 等 
概念 ， 而 归结 为 有 限量 的 代数 分 析 艺 术 ”( 着 重 号 为 拉 格 朗 日 所 
i>. 

SOBA LEE Ra, ERS MR, + 
RU ACSW BEEMWAMRNASHS, MBs STH 
时 相等 。 擅 格 朗 日 正确 地 说 明 : 

此 方法 有 很 大 不 便 ， 即 它 把 所 考虑 的 量 不 再 是 

量 的 状态 下 ， 仍 看 作 是 量 。 因 为 对 两 个 量 ， 只 要 它 
们 还 保持 有 限 , 就 总 可 以 适当 地 构想 出 它们 的 比 , 可 
一 旦 它们 都 变 为 无 ， 这 个 比 在 我 们 脑海 里 就 不 再 所 
供 任何 清晰 而 明确 的 想法 了 。 
他 同样 地 未 满意 葬 布 尼 蒜 的 无 穷 小 量 和 欧 拉 的 绝对 零 ， 这 两 者 
“虽然 在 实 跨 中 是 正确 的 , 但 作为 一 门 科学 的 基础 仍 不 够 清晰 , 因 
为 科学 的 确定 性 应 基于 自身 的 证 据 ”， 
控 格 庚 日 想 给 微 积分 提供 类 似 于 古人 论证 那 祥 的 全 部 严密 
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性 , 并 且 他 握 出 要 把 徽 积分 归结 为 代数 来 做 到 这 一 点 。 特别 是 , 拉 
MARU ARR (级 数 被 认为 是 代数 的 一 部 分 ,但 其 逻辑 
比 徽 积分 的 逻辑 更 为 混乱 } 来 严格 地 英 定 微 积分 的 基础 。 然 后 息 
“TRAE” HHL. MARAT RP AEE, SE RATA. 

Ri ABA AS BD BS) RA. RT SE 
SAG aE ASC RB, 他 只 做 了 一 大 堆 代 数 推导 , 而 这 些 ， 
更 不 利于 让 读者 明白 合理 的 导数 定义 有 多 么 缺 王 。 实 际 上 ， 他 所 
做 的 与 他 的 前 华 一 祥 的 粗糙 ， 拉 格 朗 日 确信 他 已 省 却 极 限 概 念 旦 
已 将 微 积 分 建立 在 代数 之 上 。 尽 管 他 存在 错误 ， 其 基础 仍 被 他 的 
许多 杰出 继承 者 所 接受 。 

在 写 于 1797 一 1800 年 的 一 部 很 有 影响 的 三 着 本 著作 《 微 积 分 
学 教程 ?》 中 ,， 接 格 痕 日 的 追随 者 拉克 鲁 瓦 《9Sylvestre-Francois 
Lacroiz》 确 信 微 积分 仅仅 只 是 代数 的 扩充 。 在 《教程 》 的 一 卷 本 
(1802 年 ) F, 拉克 和 鲁 瓦 用 到 了 极 痕 理论 (从 这 点 上 看 , 这 个 理论 
那 时 已 被 理解 )， 但 他 说 只 是 为 了 节省 篇 帆 。 

19 世纪 初 的 一 些 英国 数学 家 决心 接受 先进 的 大 陆 的 分 析 工 
tE. EN (Charles Babbage). #0 E- (John Herschel》 和 皮 科 
J (George Peacock), 他们 作为 便桥 的 毕业 生成 立 了 分 析 学 会 , 稳 
ET PREAH (HE) BA, HENS PEA. 

现在 我 们 将 拉克 和 鲁 瓦 著作 的 译本 献 给 公众 ， 可 
以 视 其 为 他 在 徽 积 分 学 方面 伟大 工作 的 缩 略 ， 虽 做 
在 基本 原理 的 证 明 申 ， 这 兰 贞 尔 的 极限 理论 替代 了 
控 格 上 最 日 极其 证 确 的 自然 的 方法 ， 人 得 后 者 在 这 本 书 
的 三 亏本 中 被 采用 了 ……… 
皮 科 友 声 称 极 限 理 论 令 人 难以 接受 ， 因 为 它 把 微分 的 原理 与 代数 
RAK. PREAH SAH. 

E 18 世纪 后 期 ,数学 界 很 清楚 微 积 分 急需 合适 的 基础 。 在 拉 
格 凑 日 的 提议 下 ， 柏林 科学 院 数学 分 部 (1766— 1787 $t B H 
EEE) F 1784 年 设立 ， 并 于 1786 年 颁发 一 个 奖项 ， 以 奖励 对 
数学 中 的 无 穷 问 题 的 最 佳 解 答 。 这 个 竞赛 的 宣言 如 下 : 
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REN. CAS BA ee, OR AE” Ix 
RAM OA Ae. UR EA g 
密 及 定理 的 精确 。 

为 了 确保 知识 体系 中 这 一 精致 部 分 这 些 富有 价 
值 的 优势 ， 需 要 对 其 所 谓 极限 问题 有 一 个 清晰 、 精 
确 的 理论 。 

众所周知 ， 高 等 几何 (数学) 经 常 使 用 无 穷 太 
和 无 窗 小 ， 然 而 ， 古 代 的 几何 学 家 甚至 分 析 学 者 做 
费 苦心 地 去 避 开 导致 无 穷 的 任何 事 声 ， 一 些 当 代 甘 
名 僵 析 学 者 则 承认 无 窜 量 的 术语 是 矛盾 的 。 

因此 ， 科 学院 期 望 一 个 解释 来 说 明 为 什么 从 一 
个 牙 盾 的 假设 却 推出 了 那么 多 正确 的 理论 ， 还 希望 
有 一 个 确切 、 清 晰 的 描述 ， 简 而 言 之 ， 一 个 真正 的 
数学 原理 。 它 也 许可 以 完全 代替 无 穿 ， 却 又 不 致使 
按 其 方法 进行 的 研究 过 分 困难 或 过 分 元 长 ， 这 就 须 
要 处 理 这 个 课题 时 有 尽 可 能 的 营 计 性 ， 尽 可 能 的 严 
密 、 清 晰 和 简洁 。 

这 次 竞赛 面向 除 科 学 院 的 正式 成 员 以 外 的 所 有 人 ， 总 共有 23 
篇 应 征 论文 ， 竞赛 的 正式 结果 如 下 : 

科学 院 收 弄 了 许多 关于 这 个 课题 的 论文 。 它们 
的 作者 都 护 略 了 解释 为 什么 从 一 个 蔬 盾 的 假设 ， 比 
如 无 穷 大量 ， 推 出 那么 多 正确 的 结论 。 他 作者 或 多 
KPa ee TE. EM BR, MAR 
所 要 求 的 严密 性 。 多 数论 文 甚至 没有 看 出 来 所 寻求 
的 原理 不 应 局 限于 微 积分 ， 而 应 扩展 到 用 古代 的 方 
法 研究 的 代数 村 几 何 中 去 。 

科学 院 认为 我 们 的 问题 没 在 得 到 满意 的 答复 。 

然而 ， 我 们 也 发 现 最 接近 日 标的 参赛 者 是 一 篇 
法 语 论文 的 作者 。 他 题写 的 格言 是 “无 容 ， 是 春 没 
我 们 思想 的 深 湾 ”。 因 此 ， 科 学 院 投 票 决定 他 得 奖 。 
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获奖 者 是 瑞士 数学 家 圳 利 尔 (Simon L’Huillier), JÆ, Af 
1786 年 ， 柏 林 科 学 院 公 布 了 他 的 论文 《高 等 微 积 分 的 基本 评注 》。 
无 疑 ， 柏 林 科 学 院 数 学 部 的 判断 本 质 上 是 正确 的 ， 其 他 论文 〈 除 
了 卡 庶 的 一 篇 ， 见 第 七 章 》 基 至 根本 就 没有 尝试 去 解释 为 什么 从 
| 钳 误 的 假 变 出 发 而 建立 的 无 穷 小 分 析 的 理论 是 正确 的 。 惠 利 尔 的 
.论文 背 定 是 出 类 搁 革 的 ， 尽 管 其 基本 思想 豪 无 新 意 而 宫 。 圳 利 尔 
说 ， 他 的 文章 表述 了 达 兰 贝尔 仅仅 构 杷 出 一 个 轮廓 的 思想 《发 表 
于 《百科 全 书 》 及 《 杂 集 )》 的 一 篇 文章 《微分 六 的 发 展 。 在 《 评 
注 》 开 头 的 一 章 中 ， 惠 利 尔 一 定 程度 上 改进 了 极限 的 理论 。 他 第 
一 次 在 印刷 口上 引入 Lim 作为 极限 的 符号 。 这 样 ， 他 把 导数 dp/ 
dx 记 作 TimAp/Ax 《我 们 的 /4) ,但 他 对 极限 理论 的 贡献 是 微 乎 
HAR. 
尽管 几乎 18 世纪 的 每 位 数学 家 剖 在 微 积分 的 逻辑 上 做 了 努 
力 , 或 至 少 表示 了 他 们 的 看 法 , 其 中 也 有 一 、 两 个 走 对 了 路 的 , 但 
他 们 所 有 的 努力 都 是 没有 多 大 用 处 的 。 任 何 闵 手 的 问题 都 被 有 意 
避 开 或 是 漠 榴 视 之 ， 估 们 很 难 区 别 很 大 的 数 与 无 穷 数 ， 着 起 来 似 
平 很 清楚 适用 于 任何 有 限 数 x 的 理论 , 当 x 无 穷 时 也 一 定 适 用 。 同 
H, REA CR O AD 被 导数 所 人 代替， 有限 项 的 和 (六 《7) 
式 ) 与 积分 也 很 难 区 分 . 数学 家 们 在 有 限 与 无 限 之 间 随 意 通行 , 他 
们 的 工作 可 以 用 供 尔 泰 对 微 积 分 的 描述 来 和 概括， 他称 微 积分 为 
“计算 与 度量 一 个 其 存在 性 是 不 可 思议 的 事物 的 艺术 。” 一 个 世纪 
来 ， 龙 其 是 欧 拉 、 拉 格 关 月 这样 的 大 师 使 微 积分 严密 化 的 努力 的 
最 终结 果 ， 误 导 了 他 们 的 同 代 人 以 及 后 来 者 ， 并 年 搞 混 了 他 们 的 
思想 。 总 的 来 说 ， 他 们 那么 明目张胆 地 犯错 ， 以 致 于 大 们 对 数学 
家 能 和 否 弄 清 他 们 所 涉及 到 的 逻辑 感到 绝望 。 
BCP RUHR Si FA ER. AAT Bot Fa 
Hr AHA SER. PSR a oe z 值 之 间 的 不 
HERTE WEE, mAB EAIA S ERR. Wat 
说 1 十 2 十 3 十 …; 和 为 无 穷 , 数学 家 们 倾向 赋 子 这 个 和 以 意义 ,而 
不 去 怀疑 其 可 适用 性 .当然 ,他们 完全 清楚 对 某 些 证 明 的 需 权 ,我 
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们 已 经 看 到 了 欧 拉 的 确 曾 力图 证 明 他 使 用 无 穷 级 数 的 正确 性 ， 而 
且 他 和 拉 格 郎 日 还 有 其 他 一 些 人 还 尝试 建立 微 积分 的 基础 。 租 这 
些 求 得 严密 性 一 一 其 标准 随时 间 而 变 一 一 的 少许 努力 并 没有 在 这 
个 世纪 成 功 , 人 人 们 也 几乎 情 显 选择 这 样 一 种 得 这 且 过 的 处 记 哲 学 。 

18 世纪 的 思想 家 们 所 采用 的 论据 的 一 个 奇怪 的 特点 是 它们 
求助 于 形而上学 ， 人 们 用 它 来 暗示 数学 领域 之 外 还 存在 一 个 真理 
体系 ， 如 果 需 要 的 话 ， 可 以 用 它 来 检验 他 们 的 工作 。 虽 说 它 究竟 
是 全 么 还 不 清楚 ， 但 应 用 形而上学 意 在 给 那些 不 为 推理 所 支持 的 
论点 增强 可 信和 度 。 因 此 ， 莱 布 尼 获 宜 称 形 而 上 学 的 用 处 比 我 们 认 
识 到 的 要 多 。 他 把 1/2 FARR 1 一 1 十 1 一 …--… 的 和 的 证 明和 他 
提出 的 连续 性 原理 , 都 只 不 过 重申 了 上 述 观 点 。 它们 被 “证 明 ” 是 
形而上学 的 ， Hae PARSE. 欧 拉 也 求助 于 它 ， 认 为 在 
分 析 中 也 必须 默认 它 , 当 17、18 刘 纪 的 数学 家 们 不 能 为 一 个 观点 
提供 更 好 的 证 明 时 ， 他 们 就 惯 于 说 这 其 中 的 理由 是 形而上学 的 。 

因此 , 在 18 世纪 结束 之 际 , 微 积分 和 建立 在 微 积 分 基础 上 的 
分 析 欧 其 他 分 支 的 逻辑 处 于 一 种 完全 混乱 的 状态 之 中 ,事实 上 ,可 
以 说 微 积分 基础 方面 的 状况 ， 在 1800 HE 1700 FS, Be 
区 ， 尤 其 是 欧 拉 和 接 格 斋 日 给 出 了 不 正确 的 还 辑 基 础 。 因 为 他 们 
是 权威 ， 他 们 的 许多 同事 接受 了 并 不 加 批判 地 重复 他 们 提出 的 观 
点 ,其 至 在 他 们 所 给 出 的 基础 上 进一步 发 展 。 其 他 稍 进 一 筹 的 数 
学 家 则 对 此 颇 有 徽 娠 ， 伍 他 们 充满 信心 地 认为 只 须 稍 加 澄清 或 小 
收 涉 补 就 可 以 得 到 一 个 完全 清晰 明确 的 基础 。 当 然 ， 他 们 被 引 上 
了 一 条 错误 的 路 。 
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嗅 ， 上 帝 ， 为 什么 二 加 二 等 于 四 ? 
— wx + A 


历史 进入 19 thet, 数学 陷 人 更 加 自 相 了 矛盾 的 处 境 。 虽然 它 在 
措 述 和 预测 物理 现 登 方面 所 取得 的 成 功 远 远 超出 人 们 的 预料 ,但 
是 , 正如 许多 18 世纪 的 入 所 指出 的 那样 , 大 量 的 数学 结构 没有 逮 
辑 基 础 ， 因 此 不 能 保证 数学 是 正确 无 误 的 。 这 种 自 相 矛盾 的 情况 
在 19 世纪 上 半 叶 一 直 存 在 ,同时 许多 数学 家 开始 研究 自然 科学 的 
一 些 新 领域 ， 而 且 成 就 斐然 。 但 是 数学 的 逻辑 基础 问题 并 没有 得 
到 解雇 ， 而 且 ， 对 于 负数 、 复 数 、 代 数 和 微 积 分 及 其 扩展 分 析 数 
学 的 批评 仍然 在 继续 。 

让 我 们 来 回顾 19 世纪 早期 数学 所 处 的 困境 ,我 们 可 以 忽略 那 
些 依然 存在 的 , 对 使 用 无 现 数 的 微不足道 的 反对 意见 。 无 理 数 , 可 
被 看 作 是 直线 上 的 点 , 它 在 直观 上 并 不 比 整 数 、 分 数 更 加 难以 接 
2. 它们 和 整数 、 分 数 休 循 同样 的 规律 。 对 于 它 的 作用 ， 人 们 没 
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有 异议 。 所 以 , 虽然 无 理 数 也 没有 他 辑 基础 , 却 被 人 们 承认 了 。 而 
真正 过 到 麻烦 ,直观 上 难以 被 接受 的 是 负数 和 复数 , 它们 在 19 让 
纪 所 过 到 的 攻击 和 非 湾 ， 其 剧烈 程度 不 亚 于 18 世纪 。 

AR e $ (Willian Frend), A- BRAS. SRT 
剑桥 大 学 的 耶稣 学 院 , 在 他 的 《代数 原理 》(1798 年 ) 序言 中 直率 
地 宣称 ， 

“用 一 个 数 减 去 比 自 身 大 的 数 是 不 可 理解 的 , 然 
而 许多 代数 党 家 都 这 样 做 ， 他 们 称 小 于 零 的 数 为 负 
Zs AHAAA ER, BARYER. tetli h 
每 一 个 二 次 方程 都 有 两 个 板 ， 这 一 点 ， 初 学 者 在 任 
一 邹 定 的 方程 均 可 验证 。 他 们 用 两 个 不 可 能 存在 的 
根 使 得 一 个 方程 可 解 ， 并 试图 找 出 一 些 不 可 能 存在 
we, RR SHR, 得 到 单位 元 素 1。 所 有 这 
些 都 是 医 诞 不 经 的 ， 并 为 通常 思维 方式 所 排斥 。 但 
是 ， 从 一 开始 采 闭 这 些 理 论 就 像 其 他 虚构 的 东西 一 
样 ， 拥有 了 许多 坚定 不 移 的 支持 者 ,， 这些 人 喜欢 对 
新 生 事 物 竺 信 不 疑 ， 对 正统 思想 却 深恶痛绝 。 

1800 年 在 马赛 办 (Paron Maseres) 出 版 的 一 本 书 中 ( 见 第 五 
W kT ŽRE (Frend) 的 一 篇 文章 。 弗 和 裔 德 在 此 文中 批评 了 
方程 要 的 个 数 与 其 次 数 相等 这 一 普遍 规律 ， 认 为 它 只 适用 于 所 有 
根 为 正 的 少数 方程 。 对 那些 接受 此 规律 的 数学 家 , 他 说 ;“ 他 们 在 
努力 找 出 方程 所 有 的 根 ， 但 实际 上 这 是 不 可 能 的 。 为 了 担 赣 自己 
所 提出 的 规律 的 错误 ,他 们 不 得 不 给 一 些 数 起 一 个 特殊 的 名 字 。 这 
E. 至 少 在 字面 上 可 以 使 他 们 的 规律 看 起 来 是 正确 的 …… if 

卡 诺 ， 法 国 著名 的 几何 学 家 ， 其 名 著 《 关 于 无 穷 小 分 析 的 形 
而 上 学 的 思考 》(1797 年 第 一 版 ，1813 年 修订 版 ) 被 翻译 成 多 种 
文字 ， 使 他 在 自己 的 工作 领域 之 外 声誉 静 起 .他 断言 存在 小 于 零 
的 数 的 概念 是 错误 的 ， 作 为 一 种 在 计算 时 有 用 、 假 想 的 东西 ， 负 
数 可 以 被 引入 代数 ， 然 而 ， 它 实际 上 并 不 是 数 ， 并且 只 能 导致 错 








第 七 章 AERA. 19 世纪 的 困境 153 








18 世纪 关于 负数 和 复数 取 对 数 的 争论 使 许多 数学 家 非常 困 
Bh, 以致 于 到 了 19 世纪 ， 他们 仍 对 此 碟 雄 不 体 。1801 年 ,剑桥 大 
FWAR (Robert Woodhouse) 发 表 了 一 篇 题 为 《关于 一 个 
借助 虚构 的 数 得 到 的 结论 的 正确 性 》 的 论文 。 他 在 文中 说 道 :“ 在 
关于 负数 和 复数 取 对 数 的 争论 中 ， 许 多 数学 家 互相 攻击 对 方 理论 
时 所 指出 的 矛盾 和 雇 误 ， 都 可 以 作为 说 明 那 些 数 不 可 用 的 证 据 。” 
柯 西 , 最 伟大 的 数学 家 之 一 , 在 19 eM Bee 
论 ， 也 不 同意 把 表达 式 atb 一 了 当 作 数 。 在 他 的 名 著 《 分 析 教 
#2) (1821 年 ) 中 , 柯 西 认为 将 这 些 表 达 式 作为 一 个 整体 是 毫 无 意 
Ma. 然而， 它们 还 是 说 明了 实数 a、5 的 一 些 情况 。 例如， 由 方 
程 a 十 hx 一 1=c 十 dv 一 1, 可 推出 a=c, 5 二 d.“ 每 一 个 虚数 方程 
仅仅 是 两 个 实数 方程 的 符号 表达 式 ”。1847 年 ,晚年 的 柯 西 又 提出 
了 一 个 相当 复杂 的 理论 ,可 以 用 来 判断 用 复数 进行 运算 是 否 正 确 。 
但 没有 使 用 v 一 1]， 对 此 ， 他 说 :“ 我 们 可 以 毫 无 遗憾 地 完全 否定 
和 抛弃 一 个 我 们 不 知道 它 表示 什么 ， 也 不 知道 应 该 让 它 表 示 什 么 
的 数 。” 
1831 F., 著名 的 数理 退 辑 学 家 ， 并 在 代数 领域 有 所 贡献 的 管 
“ 摩根 在 他 的 著作 《 论 数 学 的 研究 和 困难 》 中 表示 了 对 复数 和 负 
数 的 反对 。 他 有 顺便 说 明 自 己 这 本 书 把 当时 牛津 和 剑桥 使 用 的 最 好 
的 书 中 的 一 切 东 西 都 包揽 无 遗 。 他 写 道 ， 
BRR 一 a 和 负 闲 式 一 5 有 一 种 相似 之 处 ， 即 
只 要 它们 中 的 任 一 个 第 为 问题 的 解 出 现 ， 就 说 明 一 
定 有 某 种 矛盾 或 课 误 。 只 要 一 涉及 到 实际 的 沼 义 ,二 
者 都 是 同样 的 虚构 ， 因 为 0 一 a 和 w 一 < 同样 是 不 可 
HRW. 
然后 ; 笛 ， 摩 根 举 一 个 例子 来 说 明 , 父亲 56 岁 , 他 的 儿子 29 
岁 ， 问 什么 时 候 父 亲 的 年 龄 是 儿子 的 两 傍 ? 通过 解 方程 56 一 z= 二 2 
(29+2) 得 到 r 一 一 2， 这 个 结果 显然 是 荒 恋 的 。 接 着 他 又 说 如 果 
我 们 把 工 换 成 一 z， 然 后 解 方程 56 一 z 一 2 (29-2) 就 得 到 一 2 .。 
CAH. ARER AG: 最 禄 问题 的 提出 就 是 错误 的 ,答案 为 负数 表明 
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第 一 个 方程 的 列 法 是 不 正确 的 。 
谈 到 复数 ， 他 说 : 
我 们 已 经 证 明了 记号 一 ae 是 没有 意义 的 ， 其 
至 可 以 说 是 自 要 了 矛 秆 ， 荒 廖 绝伦 的 。 然 而 ， 通 过 这 
KS REPRE A- BPR RATE 
依赖 了 一 个 必须 用 经 验 来 检验 的 事实 ， 即 代数 的 一 
般 规 则 都 可 以 应 用 于 这 些 式 子 《复数 )， 而 不 会 导致 
任何 错误 的 结果 。 要 把 这 个 性 质 求助 于 经 验 ， 那 是 
与 本 书 开头 所 写 的 基本 原理 相 违 背 的 。 我 们 不 能 否 
认 实 际 情况 确实 如 此 ,但 是 必须 想到 该 只 六 过 是 一 
门 很 大 的 学 科 中 的 一 个 小 小 的 弧 立 部 分 ， 对 于 这 门 
学 料 的 其 余 一 切 分 支 * 这 些 原理 将 完整 地 得 到 应 用 。 
这 里 的 原理 ,他 指 的 是 数学 真理 应 该 由 公理 经 过 演绎 推理 得 出 来 。 
接着 ， 他 对 负 根 和 复 根 加 以 比较 : 
在 负 的 结果 和 虚 的 结果 之 间 有 截然 不 同 的 区 
别 。 当 一 个 问题 的 答案 是 负 的 时 候 ， 在 产生 这 个 结 
果 的 方程 里 变换 一 下 了 的 符号 ， 我 们 就 可 以 发 现形 
成 那个 方程 的 方法 有 错误 ， 或 可 证 明 问 题 的 所 法 太 
受 局 限 ， 因 而 可 以 扩展 ， 便 之 容许 一 个 令 人 满意 的 
答案 。 但 当 一 个 问题 的 答案 是 虚 的 时 息 ， 得 到 的 就 
不 是 这 样 了 。 
稍 后 ， 他 又 说 : 
对 于 支持 和 反对 这 种 问题 (如 用 负 的 量 等 等 ) 的 
所 有 论据 ,我们 不 玩 成 采用 完全 介入 的 办 法 来 阻止 
学 生 的 进步 ， 这 些 论据 他 们 不 能 理解 ， 而 且 论 据 本 
身 在 两 方面 都 无 确定 结果 ， 但 是 掌 生 也 许 会 意识 到 
困难 确实 存在 ,这 些 困 难 的 性 质 可 以 给 他 们 指明 , 然 
后 他 们 也 许 会 考虑 充分 多 的 《分 类 处 理 的 例子， 从 
而 相信 法 则 所 导致 的 结果 。 
哈密 尔 顿 ， 这 位 在 其 他 领域 也 颐 有 建树 的 伟大 数学 家 ， 也 不 
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愿意 接受 负数 和 复数 。1837 年 他 在 一 篇 文章 中 表明 了 他 的 反对 
意见 : 
努 良 置疑 ， 当 它 从 以 下 的 原理 出 发 {正如 通常 
已 是 如 此 》 时 ， 复 数 和 负数 学 说 ， 很 值得 怀疑 ， 甚 
至 是 不 可 相信 的 : 小 数 可 以 减 大 数 , 其 结果 小 于 零 ; 
HAAR, 或 者 说 两 个 代表 的 量 小 于 零 的 数 可 以 相 
乘 ， 其 结果 将 是 一 个 正 数 ， 即 一 个 代表 的 量 大 于 零 
的 数 ; 尽管 一 个 数 ， 不 论 其 正 负 ， 它 的 平方 〔 也 就 
是 自身 相 乘 ) 总 为 正 数 ， 但 我 代 却 可 以 找到 或 者 党 
想象 或 确定 这 样 一 类 被 称 之 为 虚数 的 数 ， 虽 然 其 具 
有 负 的 平方 值 ， 并 因 灿 而 被 假定 为 一 类 非 正 非 负 也 
非 零 的 数 , 而 它们 所 被 认为 代表 的 量 既 非 大 于 零 , 又 
非 小 于 零 ， 更 不 等 于 畴 ， 尽 管 在 此 基础 上 府 辑 形式 
可 以 建立 成 一 个 表示 起 的 对 称 系 统 。 而 且 通 过 正确 
应 用 有 用 的 以 此 基础 建 实 的 规则 ， 可 以 学 会 一 种 应 
用 的 技巧 ， 但 在 这 样 一 种 基础 上 上 ， 导 里 有 什么 科学 
WH. 
布尔 ， DOA - 摩根 同 负 盛名 的 逻辑 学 大 师 ， 在 《思维 规 
律 研究 》(1854 年 ) 中 说 ，w 一 1 是 一 个 令 人 费解 的 符号 ， 但 是 如 
果 在 三 角 学 中 运用 它 ， 我 们 就 可 以 从 可 解释 的 表达 式 经 过 不 可 解 
释 的 表达 式 ， 而 得 到 可 解释 的 表达 式 。 
使 数学 家 们 相信 复数 的 不 是 还 辑 ， 而 是 威 塞 尔 、 阿 尔 刚 和 高 
斯 CBO) 等 人 的 几何 表示 。 但 是 ， 在 高 斯 的 著作 中 ， 仍 然 
能 发 现 他 并 不 愿意 承认 复数 ,高 斯 给 出 了 民 数 基本 定理 (每 个 x 次 
多 项 式 方程 有 n 个 解 ) 的 四 个 证 明 .。 在 前 三 个 证 明 中 (1799、1815、 
1816 年 ) , 他 处 理 的 是 实 系数 的 多 项 式 ,他 叉 预 先 假定 复数 与 笛 卡 
尔 平 而 中 的 点 是 一 一 对 应 的 , 尽管 没有 明确 地 定义 对 应 。 实 奈 上 ， 


* ”我们 将 在 下 一 章 中 看 到 哈 密 尔 巾 对 由 复数 所 提出 来 的 问题 的 态度 ， 
、 一 一 原 注 


156 ME: MERER 





在 实数 平面 内 并 不 能 标 出 x 十 yi 的 值 , 只 能 把 x, y 当 作 一 个 点 的 
华 标 标 出 。 另 外 ， 高 斯 的 证 明 并 没有 真正 用 到 复 变 函数 理论 ， 因 
为 他 将 涉及 到 的 函数 实 部 虚 部 分 开 了 。1811 年 ,他 在 给 贝 塞 尔 的 
一 封 信 中 更 明确 地 指出 ote 可 以 用 点 la. 5) 表示 ， 在 复 平面 
上 从 一 点 到 另 一 点 有 多 条 路 径 可 走 。 如 果 从 这 三 个 征明 和 其 他 未 
出 版 的 著作 中 显示 的 思想 来 判断 ， 高 斯 无 疑 仍 在 关注 复数 和 复 函 
数 的 地 位 问题 。1825 年 12 月 11 日 ， 他 在 一 封 信 中 说 自己 不 能 从 
“负数 和 复数 的 玄 奥 中 皖 脱 出 来 。v 一 1 的 真正 意义 始终 在 我 脑海 
中 显现 ， 但 是 却 很 难 用 言辞 把 它 礁 达 出 来 .” 

然而 ， 如 果 说 高 斯 还 对 自己 和 其 他 数学 家 是 否 承 认 复 数 心 存 
mais. 到 1831 年 ， 他 已 经 无 所 牵挂 了 。 他 公开 陈述 了 复数 的 
LEER. 在 同年 发 表 的 一 篇 论文 中 ,高 斯 非常 清楚 地 将 a 十 br 表 
示 为 复数 平面 中 一 点 ， 而 再 用 几何 方法 实现 了 复数 的 加 法 和 乘法 
〈《 见 第 四 章 )。 他 又 指出 : 虽然 现在 已 充分 理解 了 分 数 、 负 数 种 实 
数 ， 但 对 于 复数 只 是 抱 了 一 种 容忍 的 态度 ， 而 不 顾 它 们 的 巨大 价 
È. MASA. 它们 不 过 是 一 种 符号 游戏 , 但 是 ，w 一 1 的 直 
观 意 思 完 金 可 以 从 复数 的 几何 表示 中 得 到 ， 不 需要 增加 其 他 什么 
就 能 将 这 些 数 归 人 算术 的 范畴 。 因此 , 高 斯 满足 于 这 种 直观 理解 ， 
他 认为 ， WEL, 一 1，v 一 1 不 被 称 为 正 ， 负 ， 虚 单位 ,而 是 被 称 
为 直 ， 反 和 侧 单 位 ， 人 们 就 不 会 觉得 这 些 数 非 常 腰 湿 难 懂 。 他 说 
玫 何 表述 糙 原 本 深奥 的 虚数 变 得 清晰 明白 了 。 他 引信 术语 “ 复 
数 ” 与 笛 卡 尔 的 术语 “虚数 ”相对 应 ， 并 用 之 代替 一 1。 对 当时 
同样 重要 的 另 一 事实 ， 即 高 斯 自己 和 他 的 同时 代 人 随意 地 使 用 没 
有 事实 基础 的 实数 ， 高 斯 却 未 置 一 词 。 

在 1849 年 的 一 篇 论文 中 , 高 斯 更 加 随心 所 谷地 使 用 复数 , A 
为 他 认为 人 们 已 经 对 复数 很 熟悉 了 ,对 此 我 们 在 以 后 还 将 提 到 .但 
是 情况 并 不 完全 如 此 , 复 变 量 的 复 函 数理 论 主 要 由 柯 西 于 19 性 纪 
的 头 30 年 发 展 起 来 并 应 用 于 流体 力学 ,在 这 之 后 很 长 一 段 时 间 剂 
桥 天 学 的 教授 们 仍 顽 男 反对 有 争议 的 v 一 1， 而且 不 惜 采用 各 种 
麻烦 春 竺 的 方法 避免 它 的 出 现 和 任何 醋 能 的 使 用 。 





























TER PWM RE. 19 世纪 的 困境 157 











19 世纪 上 半期 ， 人 们 又 注意 到 代数 也 缺乏 逻辑 基础 ， 主 要 问 
题 是 字 疆 被 用 来 表示 各 类 数 并 参与 运算 ， 好 像 它们 具有 正 整 数 的 
AAS A BAe DT BA PE Oe. 而 且 任 何 数 一 负数 . 无 理 数 ， 
复数 被 字母 代替 时 ， 运 算 结 果 都 是 正确 的 。 然 而 ， 因 8 为 此 类 数 还 
未 被 真正 理解 ， 它 们 的 性 质 也 是 缺乏 于 辑 基础 的 ， 所 以 使 用 字母 
代替 更 不 合理 ， 但 似乎 字母 代数 表达 式 有 其 自身 的 逻辑 性 ， 否 则 
无 法 理解 它 的 正确 性 和 有 效 性 ， 因 此 在 ]8 世纪 30 年 代数 学 家 们 
着 手 处 理 用 文字 或 符号 表达 式 进 行 运算 的 正确 性 问题 。 

首先 考虑 这 个 问题 的 是 剑桥 大 学 的 数学 教授 皮 科 克 ， 他 区 分 
了 算术 代数 和 符号 代数 ， 前 者 是 处 理 表示 正 整 数 的 符号 ， 所 以 基 
础 牢固 ， 它 上 只 允许 运算 结果 为 正 整 数 ; Mog. KHAAA CE 
取 了 算术 代数 现 则 ， 但 是 除 兴 了 只 适用 正 整 数 的 限制 ， 在 音 术 代 
数 中 推出 的 全 部 结果 与 符号 代数 中 的 结果 都 一 样 ， 但 算术 代数 中 
的 表达 式 在 形式 上 是 普遍 的 ， 在 数值 上 是 特殊 的 ， 而 符 导 代数 中 
的 表达 式 , 从 数值 到 形式 上 都 是 普 音 的 。 例如 ，, 在 算术 代数 中 , A 
F matna= (m+n a, 5m, n, a 部 为 正 整 数 时 成 六 ,因而 在 
符号 代数 中 ,对 于 所 有 的 m, ns a 均 成 立 。 SAB. (atey 的 
二 项 展开 式 中 的 n 在 代数 计算 中 须 为 正 整 数 ， 如 果 用 不 带 末 项 的 
一 般 形 式 来 表示 ， 就 对 有 所 有 n 均 成 立 。 皮 科 克 的 论证 被 称 为 等 价 
型 的 永恒 性 原理 , 是 他 在 1833 年 给 皇家 科学 促进 会 题 为 《关于 分 
析 的 某 些 分 支 的 新 近 成 就 和 理性 的 报告 》 中 提出 的 ， 他 武断 地 肯 
E: 











无 论 什么 代数 的 型 , 当 符 号 在 形式 上 是 普遍 的 ， 

而 在 数值 〈 正 整数 ) 上 是 特殊 的 时 候 是 等 价 的 ， 则 

当 符 号 在 值 上 和 形式 上 都 是 兽 议 的 时 候 同 样 是 等 价 

的 。 

皮 科 克 特 地 用 此 原理 去 证 明 复 数 运 算是 合理 的 ， 他 试图 依 洁 
“ 当 符 号 在 形式 上 是 普 访 的 时 候 ” 来 维护 自己 的 观点 。 这 样 ， 人们 
就 不 能 陈述 仅 属 于 0 和 1 的 性 质 ， 因 为 这 些 数 具有 特殊 的 性 质 。 
皮 科 克 在 已 的 《代数 论著 》(1842 一 1845 年 ) 第 二 版 中 从 公理 
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推出 了 他 的 原理 。 他 明确 齐 到 代数 如 同上 几何 也 是 一 门 推理 科学 ,四 
此 代数 的 步骤 必须 根据 法 则 条 文 的 完全 陈述 ， 这 些 法 则 支配 着 步 
又 中 用 到 的 运算 。 至 少 对 于 代数 这 门 滨 绎 科学 而 言 ， 运算 的 符号 
除了 法 则 给 予 它 的 意义 之 外 没有 其 他 意义 。 便 如 ， 加 法 不 过 是 表 
示 服 从 红 数 中 加 法 法 则 的 任 一 步骤 。 他 的 法 则 是 ， 例 如 加 法 和 乘 
法 的 结合 律 和 交换 律 ， 以 及 如 ac Hebe M cA, 则 a 二 5 这 个 法 则 。 
这 里 ， 从 所 采用 的 公理 证 明了 型 的 永恒 性 原理 。 

在 19 世纪 的 大 部 分 期 间 ， 由 皮 科 训 肖 定 的 代数 观点 被 接受 
了 。 格 雷 姜 里 ， 笛 “摩根 和 汉 克 尔 在 支持 它 的 同时 ， 在 小 的 方面 
有 所 改进 。 

这 条 原理 基本 上 是 主观 推 想 的 ， 它 借助 未 必 成 立 的 假定 来 论 
证 为 什么 不 同类 型 数 与 整数 具有 相同 的 性 质 。 昌 然 它 的 成 立 缺 乏 
严密 的 逻辑 性 , 但 在 实践 运用 上 是 正确 的 , 所 以 被 人 们 接受 了 。 显 
SR, BRS. EREA > 摩根 认为 他 们 创立 了 一 门 源 于 代数 
学 却 独立 于 实数 和 复数 性 质 的 科学 。 显 然 ， 将 一 些 单 途 经 验 的 方 
法 称 为 原理 无 助 于 改善 其 逻辑 状况 , 正如 贝克 莱 所 说 的 : “根深 带 
固 的 偏见 也 常常 会 演变 为 原理 ， 这 些 性 质 一 旦 获得 了 原理 所 具有 
的 力量 和 声望 ,不 仅 它 自身 ， 而 且 册 它 推出 的 任何 结论 ， 者 会 无 
需 验 证 而 被 人 们 接受 。” 

型 的 永恒 性 原理 将 代数 看 作 是 一 门 由 符号 和 关于 符 寻 组 合 定 
律 组 成 的 学 科 ， 这 种 基础 不 仅 含糊 不 铺 ， 而 且 不 能 变通 。 它 极力 
主张 算术 代数 和 一 般 算 术 的 严格 对 等 性 ， 照 此 办 理 将 会 破坏 代数 
的 普遍 性 。 他 们 似乎 从 未 认识 到 一 个 公式 对 于 符号 的 一 种 解释 是 
正确 的 ， 对 于 另 一 种 可 能 就 是 错误 的 。 碰 巧 ， 这 条 原理 由 于 四 元 
数 的 产生 而 失效 ， 因 为 这 些 数 SERS ABE) 不 具备 乘法 的 
HE LAME). 从 而 代表 超 数 的 字母 也 不 具有 实数 、 复 数 的 
是 有 很 多 种 ， 只 有 证 明了 字母 所 表示 的 数 具 有 字母 被 赋予 的 所 有 
性 质 , 建立 在 实数 和 复数 基础 上 的 代数 才能 成 立 。 上 述 两 个 问题 ， 
皮 科 克 和 他 的 支持 者 都 没有 认识 到 ， 而 引入 四 元 数 后 不 久 就 显 而 
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除了 代数 ,19 Hh oT Oe AP. fete BAA 
为 微 积分 打下 的 基础 ( 见 第 六 章 并 未 得 到 所 有 数学 家 的 认 间 , 一 
些 人 退回 到 了 贝克 莱 的 立场 ,其 余人 则 认为 错误 是 相互 抵偿 的 . 卡 
诺 就 是 后 者 之 一 《他 也 是 法 国 大 革命 时 期 的 军队 领袖 ), 在 他 的 著 
作 《 关 于 无 穿 分 析 的 形而上学 的 思考 》 中 ， 他 的 形而上学 “ 解 
释 ” 错 误 的 确 相 互 抵偿 。 经 过 对 当时 各 种 解决 微 积分 问题 的 方法 
的 仔细 推 茂 ， 卡 诺 得 出 结论 ， 尽管 现在 的 种种 方法 ， 包 括 达 兰 贝 
尔 的 极限 概念 的 运用 ， 实 际 上 和 古 希 腊 的 穷竭 法 都 是 等 价 的 ， 但 
是 无 穷 小 的 方法 更 为 迅捷 。 卡 庶 对 于 微 积 分 概念 的 汪 清 作出 了 一 
定 的 ， 但 不 是 最 主要 的 贡献 。 另 外 ， 他 将 牛顿 、 莱 布 尼 忒 和 达 兰 
贝尔 的 观点 和 和希 等 的 穷竭 法 联系 到 一 起 时 ， 作 了 错误 的 解释 ， 因 
为 在 十 希 匡 几何 、 代 数学 中 找 不 出 与 导数 有 关 的 概念 。 

分 析 中 的 错误 在 19 鹿 纪 继 续 发 展 ， 这 方面 的 例子 不 胜 枚 举 ， 
但 举 一 两 个 就 足够 了 。 所 有 分 析 的 基础 就 是 连续 函数 和 函数 导数 
的 概念 ， 直观 上 ， 连 续 函 数 可 用 一 条 不 间断 画 出 的 连续 曲线 来 表 
T OAR 7.1)。 而 少数 导数 的 几何 意义 就 是 曲线 上 任意 一 点 卫 处 
切线 的 斜率 。 直 观看 来 ， 一 个 连续 函数 应 在 任何 一 点 都 有 导数 存 
E. 然而, 一 些 19 世纪 早期 的 数学 家 都 超然 于 直观 证 明之 外 ,而 
尽 可 能 地 用 仙 辑 方法 来 说 明 。 





7.2 
PEHE, 如 图 7.2 所 示 , 一 个 在 A, B, OC 处 有 卫 角 的 连续 
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国 数 在 这 些 点 处 没有 导数 存在 .然而 ,1806 年 安培 《Anqre 一 Marie 
Ampère) “证 明 ” 了 任何 函数 在 所 有 的 连续 点 上 都 有 导数 。 其 他 类 
似 的 “证 明 ” 可 在 拉克 和 角 瓦 的 三 卷 本 和 名著 《 微 积分 学 教程 》 和 志 
平 所 有 19 世纪 主要 著作 中 找到 。 直到 1875 年 , IRH Joseph 
L，F，Bertrand)〉 才 在 一 篇 论文 中 “证 明 ” 了 可 微 性 。 然 而 ， 所 
有 这 些 “ 证 明 ” 都 是 错误 的 。 其 中 一 些 数 学 家 情 有 可 原 ， 因 为 在 
很 长 一 段 时 期 内 孙 数 的 概念 没有 很 好 地 建立 起 来 ， 但 是 大 约 到 了 
1830 年 ， 这 方面 的 缺陷 已 得 到 了 弥补 。 

连续 性 和 可 微 性 是 分 析 的 基本 概念 。 从 1650 年 至 今 , 分 析 一 
真是 人 们 研究 的 主要 对 每 。 而 数学 家 们 对 这 些 概念 的 认识 竟然 如 
此 模糊 不 清 ， 对 此 你 就 不 能 不 感到 震惊 。 一 个 严重 的 错误 在 今天 
对 一 个 学 数学 的 大 学 生来 说 都 是 不 可 原谅 的 ， 然 而 犯错 误 的 人 却 
是 当时 的 伟人 一 一 傅立叶 、 柯 商 、 傣 罗 瓦 、 勒 让 德 、 高 斯 ， 还 有 
其 他 一 些 和 名声 稍 逊 ， 但 也 成 就 斐然 的 数学 家 。 

19 世纪 的 教科 书 仍然 随意 使 用 可 微 、 无 穷 小 等 意义 不 明 , 在 
既是 零 ， 又 不 是 零 这 一 点 上 前 后 定义 不 一 致 的 术语 ， 当 时 学 生 对 
微 积分 困惑 不 解 , 他 们 所 能 做 的 也 只 是 遵 特 达 兰 贝尔 的 告 诚 :“ 坚 
持 , 你 就 会 有 信心 .” 罗 素 ,1890 一 1894 年 曾 就 读 于 剑桥 三 一 学 院 ， 
他 在 《我 的 哲学 发 展 》 中 写 道 :“ 那 些 教 我 无 穿 小 分 析 的 老师 找 不 
出 有 说 服 力 的 论据 来 证 明 微 积分 的 基本 概念 ， 就 只 好 说 服 我 充满 
信心 地 去 接受 那些 公认 的 诡辩 。” 

17、18、19 世纪 一 直 困 挠 数学 家 们 的 逻辑 问题 ， 在 分 析 中 表 
更 得 尤为 严重 ,特别 是 在 微 积分 和 以 微 积 分 为 基础 的 无 穷 级 数 , 微 
分 方程 等 领域 。 然 而 , 在 19 世纪 早期 , 几何 又 -次 成 为 人 们 热衷 
的 研究 目标 。 欧 开 沁 何 被 扩展 了 ， 儿 和 何 学 的 一 个 新 分 友 -一 射影 
几何 * 首先 被 庞 斯 菜 (Jean-Victor Poncelet) 正确 地 预见 到 了 它 的 
前 景 。 虽然 虎 斯 莱 和 其 他 人 提出 了 许多 理论 ， 但 从 其 早期 历史 来 








+ 射影 风 何 主要 研究 -个 图 形 从 一 个 位 置 投影 到 另 一 个 位 置 时 ， 其 性 夸 保 持 个 诸 
的 问题 。 例 如 ， 一 个 _ 稚 实景 通过 其 相机 镜头 投影 到 腔 片 上 。 一 一 原 广 
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看 ， 这 些 理 论 的 证 明 要 出 提出 它们 困难 得 多 。 当 时 ， 主 要 是 借助 
于 17 世纪 笛 卡 尔 和 费 马 的 工作 成 就 ,几何 结论 可 用 代数 方法 来 证 
明 ， 但 是 ，19 世纪 初期 的 几 和 柯 学 家 对 此 不 消 一 磊 ， 他 们 认为 代数 
方法 和 几何 方法 格格 不 入 ， 完 全 相 异 .。 

为 了 用 纯粹 几何 学 方法 “建立 ”结果 ， 庞 斯 莱 提 出 了 连续 性 
原理 ,在 他 的 《 论 图 形 的 射影 性 质 }》 中 他 是 这 样 说 的 :“ 如 果 一 个 
图 形 从 另 一 个 图 形 经 过 连续 变化 得 出 ， 并 且 后 者 与 前 者 一 样 的 一 
般 ,那么 可 以 马上 断定 ,第 一 个 图 形 的 任何 性 质 第 二 个 图 形 也 有 。” 
怎样 判定 这 两 个 图 形 都 是 一 般 的 呢 ? 他 没有 解释 。 


=) 


围 了 .3 AA 7.4 
为 了 “证 明 *” 此 原理 的 正确 性 ， 
他 举 出 欧 氏 几何 中 图 的 相交 弦 的 两 ”二 ~ 


段 之 积 相 等 这 条 定理 (如 图 7. 3, ab 

二 cd) 并 指出 : 当 交 点 移 到 贺 外 时 ， 

会 得 到 割 线 与 其 贺 外 段 之 积 相 等 的 pi“ 
定理 (图 7.4)。 不 需 其 他 证 据 ， 连 

续 性 原理 就 可 以 保证 这 条 定理 的 正 图 了 5 


RAYE. Bob, 当 一 条 基线 变 成 切线 时 , 切线 与 其 圆 外 段 变 得 相等 ， 
它们 的 积 仍 等 于 另 一 条 制 线 与 其 圆 外 段 的 积 Cab’, 见 图 7. 52。 
庆 斯 莱 用 来 论证 连续 性 原理 的 结论 刚好 是 三 个 独立 完美 的 定律 ， 
能 够 满足 和 说 明 他 的 原理 。 庞 斯 菜 杜 援 了 “连续 性 原理 ”这 个 本 
语 , 并 把 此 原理 摊 高 成 绝对 的 真理 , 在 他 的 那 本 著作 中 大 胆 应 用 ， 
“证 了 明 ” 了 射影 几何 中 的 许多 新 定理 。 

这 原理 对 虚 斯 莱 来 说 其 实 不 是 新 的 .在 广义 的 督学 意义 下 ,可 
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LATE ABUSE AE. ERR SARA ARHAR HF BX 
PRE COLSBAN EE). ERARA REAME, AAR H Gas- 
pard Monge) 为 了 建立 某 些 特殊 类 型 的 定理 才 复 苏 了 它 。 他 首先 
对 一 个 图 形 的 物理 位 置 证 明了 .一 个 一 般 的 定理 ,然后 声称 这 定理 
是 普遍 成 立 的 ， 甚 至 该 图 形 里 的 某 些 元 素 变 成 “ 康 ” 的 时 候 也 成 
立 。 例 如 ， 要 证 明 关 于 直线 与 曲线 的 一 个 定理 ， 他 就 在 直线 与 曲 
线 相交 时 证 明 , 然后 声称 噬 使 直线 与 曲线 不 相交 , 交点 变 成 虚 时 ， 
结论 也 成 立 。 巴 黎 科 学 院 的 一 些 院 士 批评 连续 性 原理 ， 认 为 它 只 
具有 启发 的 意义 ， 特 别 是 柯 西 ， 他 说 : 
这 条 定理 严格 说 只 是 依靠 将 某 一 限定 条 件 下 成 
立 的 定理 扩展 到 没有 限定 条 件 情况 下 时 归纳 出 来 
的 。 用 于 二 阶 曲 线 时 ， 它 使 人 复 到 确 切 的 结论 ， 但 
是 ,其 不 具备 普遍 意义 ,因而 不 能 随意 用 于 几何 学 ， 
甚至 分 析 学 中 的 各 美 问题 ,否则 就 会 犯 一 些 明显 的 
HK. 
但 遗憾 的 是 ， 柯 西 用 来 攻击 这 个 源 理 的 正确 性 的 例子 ， 却 可 以 用 
别 的 方法 证 明 完 全 为 正 殉 。 
批评 者 指出 ， 庞 斯 莱 等 人 对 这 原理 的 信心 其 实 是 来 源 于 它 有 
代数 上 的 依据 。 事 实 上 ， 庆 斯 莱 在 俄国 狱 中 的 笔记 表明 他 的 确 苯 
用 代数 学 来 检验 过 原理 的 可 舍 性 。 庞 斯 莱 也 承认 其 证 明 是 建立 在 
代数 学 基础 之 上 的 ， 但 他 坚持 认为 这 源 理 并 不 依赖 于 这 样 一 个 证 
明 。 然 而 可 以 相当 肯定 的 是 ， 庞 斯 莱 依 靠 了 代数 的 方法 去 弄 清 事 
博 的 究 竞 ,然后 又 以 这 万 理 为 依据 来 肯定 几何 的 结果 。 
在 19 世 纪 , 尽管 存在 一 些 批评 意见 , 连续 性 原理 由 于 它 直观 
易 懂 还 是 被 人 们 接受 并 且 作 为 一 种 证 明 方 法 得 到 广汉 应用， 尤其 
是 几何 学 家 ， 随 心 所 谷地 使 用 它 ， SRI, Ree Se eR PA BE 
看 ， 连 续 性 原理 只 不 过 是 为 了 解 块 当时 人 们 用 纯 推 理 方 法 不 能 解 
决 的 问题 而 提出 的 一 个 武断 、 偏 颊 的 假定 ， 提 出 这 条 原理 是 为 了 
满足 直观 性 和 形象 性 的 要 求 。 
庞 斯 鞠 对 连续 性 原理 的 主张 和 应用 只 是 数学 家 们 为 了 证 明 他 
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们 用 正当 手续 不 能 证 明 的 定理 的 一 个 例子 ， 但 是 逻辑 困境 依然 存 
在 于 几何 学 的 每 一 处 ,我们 知道 CAR), 主要 是 18 世纪 末 、 
19 世纪 初 非 欧 几何 方面 的 研究 工作 , 暴露 了 欧 氏 几何 推理 结构 上 
的 严重 缺陷 。 然 而 ， 数 学 家 们 没有 立即 去 弥补 它 ， 而 是 继续 坚持 
它们 的 所 谓 绝 对 确定 性 。 因 为 欧 氏 几何 学 定理 的 直观 基础 及 实际 
应 用 提供 了 强 有 力 的 证 据 ， 其 至 无 人 在 意 其 缺陷 。 

对 非 欧 几何 来 说 , 情况 就 不 同 了 。19 世纪 早期 除了 非 欧 几 
徊 的 创始 人 一 一 兰 伯 特 、 高 斯 、 罗 巴 切 夫 斯 基 、 鲍 耶 之 外 ， 另 外 
一 些 人 也 接受 了 了 非 欧 几 何 ,他 们 以 为 自己 创造 了 一 门 新 的 学 科 , 尽 
管 其 逻辑 基础 不 如 欧 氏 上 几何 那样 牢 斧 。 然 而， 特别 是 当 高 斯 和 黎 
曼 在 这 方面 所 从 事 的 工作 为 人 们 熟知 后 ， 不 仅 刚 直 提 到 的 四 人 面 
县 几乎 仔 们 所 有 的 继承 者 在 没有 证 明 的 情况 下 ， 都 相信 非 欧 几何 
是 相 容 的 ， 也 就 是 说 ， 其 定理 是 彼此 不 齐 盾 的 。 他 们 都 同意 萨 切 
利 自 以 为 得 出 天 盾 的 证 法 是 错误 的 。 

但 是 ， 非 欧 几 和 何 中 的 蕴 盾 总 有 可 能 暴 训 出来。 一 旦 如 此 ， 双 
曲 几 何 中 药 平 行 公理 假设 就 不 成 立 ， 如 萨 切 利 所 认为 的 那样 EK 
氏 几 何 中 的 平行 公理 也 就 是 欧 氏 几何 中 其 他 会 理 的 推论 。 没 有 任 
何 证 据 能 够 证 明 这 种 新 外 何 的 相 容 性 和 实用 性 ， 否 则 它 至 少 会 成 
为 一 个 令 人 信服 的 论据 ， 数 学 家 们 只 能 出 于 - ' 种 信念 来 接受 前 辈 
们 认为 是 莞 雇 的 结论 。 在 非 欧 几何 相 容 性 问题 上 的 疑问 后 来 又 持 
AT EF ARAE). 

很 明显 ，19 世纪 和 任 徊 一 门 数 学 在 逻辑 上 都 是 得 不 到 保证 的 。 
实数 系 、 代 数学 、 欧 氏 几 L 何 ， 新 出 更 的 非 欧 几 伍 和 射影 几何 ， 它 
们 要 么 逻辑 不 完善 ， 要 么 根本 就 没有 。 分 析 ， 也 就 是 微 积 分 及 其 
扩展 ， 不 仅 在 缺乏 实数 和 代数 逻辑 基础 的 情况 下 随意 使 用 ， 而 且 
在 导数 ， 积 分 ， 无 穷 级 数 中 ， 一 些 概念 也 急需 澄清 。 如 果 说 数学 
没有 一 样 东 西 是 建立 在 牢固 基础 二 的 ， 此 话 一 点 也 不 为 过 . 

从 数学 本 身 来 讲 ， 许 多 数学 家 对 证 明 的 态度 真是 令 人 难以 疙 
信 。 在 18 世纪 ,分析 陷 入 了 明显 的 困境 ,以 致使 一 些 数学 家 放弃 
了 这 个 领域 的 严密 性 。 因 面 洛 尔 认为 微 积分 只 是 一 些 精巧 的 雇 误 
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的 集合 ,其 他 人 人 则 像 吃 不 着 葡萄 的 狐狸， 极力 嘲弄 希腊 人 的 严密 
HE ARME GUTE PRR: 
欧 几 里 得 自 找 县 类 地 去 证 明和 什么 两 个 相交 的 图 
HOE Te He, 什么 一 个 被 转 于 辑 一 个 三 角形 
内 的 三 肖 形 ， 其 各 边 之 和 小 于 外 围 三 角形 的 各 边 之 
fh, RAP LAM, REA E RAA E R 
Ah os Sm te ne Hee. WHE A Ze TE E a D 
显 的 真理 而 自 协 的 ; Ah, Ree, Tem 
KR RB SR RT. 
TEKE: “AE -HRATT HAA Eo eB ER BE 
己 热 知 的 事情 的 推理 ， 只 能 掩盖 真理 ， 使 读者 厌倦 ， 在 今天 人 们 
SEGA ET.” 
HEH (J，Hoéne-Wronski)， 一 位 伟大 的 计算 方法 专家 , 但 
他 不 关心 数学 的 严密 性 ,表达 了 18 世纪 和 19 世纪 初 的 这 种 观点 。 
他 的 一 篇 论文 被 巴黎 科学 院 的 一 个 委员 会 认为 缺乏 严密 性 ， 侧 妆 
BR Sol, RE “I, PASI H MA eee”. 
HRBLEHBA (PADRE) BoP PRR. OIA 
所 烦恼 的 这 种 琐碎 的 东西 ,我 们 不 再 需要 了 .” 当 时 典型 的 态度 是 ， 
为 什么 要 自 找 麻 上 需 ， 用 深奥 的 推理 去 证 明 那 些 人 们 根本 没有 怀疑 
过 的 东西 呢 ? 或 者 用 不 太 明 显 的 东西 去 证 明 较为 显然 的 东西 呢 ? 
甚至 到 了 19 世纪 , 雅 可 比 〈 在 他 未 完成 的 关于 椭圆 函数 的 著 
作 中 留 有 许多 疑点 } 还 说 ,“ 槛 达到 像 高 斯 那样 的 严密 ,我 们 没有 
时 间 。.” 一 些 人 公然 诚 视 那 种 没 必 要 的 证 明 , ce BA AGE ARSED 
题 绚 严密 性 。 他 们 经 常 说 的 一 句 话 是 ， 传 统 阿 基 米 得 方法 认为 是 
严密 的 ， 而 用 现代 方法 则 不 是 。 这 在 希腊 数学 中 所 没有 的 微分 学 
的 工作 中 显得 兆 为 突出 。 达 兰 贝尔 1743 年 说 “直到 现在 …*… 人们 
总 是 热衷 于 扩大 数学 的 范畴 ， 却 很 少 般 明 其 来 源 ， 注 重 向 高 层次 
RE, 而 很 少 考 虑 加 固 其 基础 .,” 这 和 句 话 对 整个 18 世纪 和 19 世纪 
初 的 数学 工作 知 了 很 好 的 注释 。 
到 19 世纪 中 期 , 对 证 明 的 考虑 更 人 了 ,以 至 于 一 些 数学 家 甚 
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至 不 愿意 费 脑 盘 去 证 明 他 们 原本 就 可 以 充分 证 明 的 东西 。 杰 出 的 
代数 几何 学 家 、 和 矩阵 代数 的 发 明 者 凯 莱 发 表 了 关于 算 阵 的 一 个 定 
理 ， 现 在 称 为 凯 莱 一 苔 密 尔 顿 定理 (一 个 矩阵 就 是 一 些 数字 的 矩 
形 排列 , 在 方 阵 中 每 行 每 列 都 有 ?= 个 数字 )。 他 证 明了 他 的 定理 对 
2X2 阶 徐 阵 是 正确 的 ， 并 在 1858 年 的 一 篇 论文 中 说 :“ 我 认为 没 
有 必要 对 一 般 nXn 阶 算 阵 去 费力 证 明 这 个 定理 。” 

#8 ARSE FF James Joseph Sylvester) ,杰出 的 英国 代数 学 家 ， 
曾 在 1876 FE 1884 年 期 间 任 英国 霍 普 金 斯 大 学 教授 。 上 课时 他 
总 是 说 “我 还 没有 证 明 这 个 结果 , 但 我 能 像 肯定 任何 必然 事物 一 
样 肯定 它 。” 然 后 他 用 这 个 结果 证 明 新 的 定理 , 但 是 他 经 常 又 在 二 
一 次 课 结束 前 革 认 他 上 节 课 所 肯定 的 结果 是 错误 的 。1889 年 他 证 
明了 一 个 关于 3x3 阶 矩 阵 的 定理 ， 但 促 仅 指出 了 对 nx APS 
证 明 此 定理 时 必须 考虑 的 用 点 。 

考虑 到 欧 几 里 得 在 处 理 几 何 和 整数 时 的 良好 开端 ， 数 学 这 种 
不 合 逻辑 的 发 展 就 提出 了 这 样 一 个 问题 : 为 什么 数学 家 们 要 如 此 
徒劳 无 功 地 去 使 后 来 的 发 展 一 无 理 数 、 负 数 、 复数 , 代数 学、 微 
积分 及 其 扩展 逻辑 化 ?. 我 们 已 经 注意 到 《 抑 第 五 章 ), 就 欧 氏 几何 
和 整数 而 言 ， 这 些 都 是 非常 明显 和 直观 易 复 的 ， 因 此 更 容易 发 现 
基本 原理 或 公理 ， 从 中 又 能 得 到 其 但 性 质 ， 尽 管 欧 氏 几何 的 发 展 
ee He. SH. HEK, he. SH. PARA 
微 积分 概念 却 极其 难以 掌握 。 

还 有 更 诬 一 层 的 原因 。 数 学 大 师 们 对 数学 的 本 质 无 意识 地 做 
了 微小 的 改变 , 到 1500 年 左右 , 数学 概念 或 了 经 验 的 直接 理想 化 
或 抽象 化 。 那 时 ， 人 负数 和 无 理 数 已 经 出 现 并 被 印度 人 和 阿拉 怕人 
所 接受 。 RM. 尽管 他 们 的 贡献 得 到 人 们 的 承认 ， 但 就 证 明 而 言 ， 
他 们 只 满足 于 直觉 和 经 验证 明 。 而 且 当 时 复数 、 使 用 字母 的 广 多 
代数 ， 微 分 和 积分 的 概念 纷纷 进入 数学 ， 这 门 学 科 由 于 人 们 大脑 
深 处 的 概念 而 处 于 统治 地 位 .特别 是 导数 或 肯 间 变化 率 的 概念 , 尽 
管 速度 这 个 物理 现象 有 直观 基础 ， 但 还 远 不 是 理性 的 产物 ， 它 在 
本 质 上 完全 不 同 于 数学 三 角形 。 同 样 对 希腊 人 谨慎 避 开 的 无 穷 大 
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NT ehh By ERHI DE, ARAE, BE A 
fitch 4928 35 te th WE. RER AKIA RAAE 
概念 不 是 来 自 于 直接 经 验 ， 而 是 心智 的 创作 ， 

换 句 话说 ， 数 学 家 们 是 在 贡献 概念 而 不 是 从 现实 世界 中 抽象 
出 思想 ， 究 其 成 因 ， 他们 是 将 感性 知识 转变 为 理性 知识 。 由 于 这 
些 概念 被 证 明 越 来 越 实用 ， 数 学 家 们 起 初 还 悍 杞 作 态 ， 后 水 就 变 
得 肆 无 妃 屋 了 ， 扩 而 和 久之， 人 和 们 也 就 认为 这 是 无 可 指南 且 理 所 当 
然 的 了 o 从 1700 年 起 , 越 来 越 多 的 从 自然 中 提取 和 在 人 思想 中 产 
生 的 观念 进入 赦 学 领域 并 几乎 被 毫 不 怀疑 地 接受 ， 由 此 引起 的 不 
良 后 果 终 于 促使 数学 衣 们 不 得 不 从 现实 世界 之 上 去 审视 他 们 的 这 
门 学 科 。 

因为 他 们 没有 认识 到 新 概念 特征 的 变化 ， 他 和 们 也 没有 认识 到 
他 们 所 需要 的 是 公理 化 发 展 的 基础 ， 而 不 是 那些 自明 的 真理 。 当 
然 ， 新 概念 要 比 旧 概 念 精致 得 多 ， 而 且 就 我 们 目前 所 了 解 的 情况 

， 合 适 的 公理 基础 并 不 容易 建立 。 

那么 ， 救 学 家 们 如 何 知 道 他 们 该 往 何 处 去 呢 ? At, ARB) 
他 们 的 证 明 传 统 , 他 们 怎么 敢 只 用 规则 就 能 保证 结论 的 可 靠 性 呢 ? 
毫 无 疑问 ， 和 解决 物理 问题 就 是 他 们 的 目标 ， 一 旦 物理 问题 被 数学 
公式 化 后 , 就 可 利用 精湛 的 技巧 , 从 而 新 的 方法 和 结论 就 出 现 了 . 
数学 公式 的 物理 意 尽 引导 着 数学 的 步 又， 也 经 常 给 数学 步骤 提供 
部 分 论据 ， 这 个 过 程 在 原理 上 同一 个 几何 定理 的 论证 没有 什么 差 
别 。 在 证 明 几 何 定 理 时 ， 对 图 形 中 一 些 显而易见 的 事 袜 ， RE 
有 公理 或 定理 支持 它们 ， 还 是 被 利用 了 。 

除了 物理 思维 ， 在 所 有 新 的 数学 工作 中 ， 冰 有 强烈 的 直觉 作 
用 ， 基 本 概念 和 方法 总 是 在 对 结论 合理 的 证 明 以 前 很 久 就 被 直觉 
捕 探 到了。 杰出 的 数学 家 ， 不 管 他 们 怎样 瓷 意 亡 为 ， 都 有 一 种 本 
能 ， 即 保护 他 们 自己 免 遭 灭 便 之 灾 。 伟 大 人 物 的 直觉 比 几 人 的 推 
演 论 证 更 为 可 靠 。 

由 于 某 些 数 学 公式 能 抓 住 物理 问题 的 本 质 , 18 世纪 的 数学 家 
们 特别 热衷 于 公式 。 BR. 对 他 们 来 讲 公式 是 如 此 的 富有 了 吸 引力， 
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以 至 于 他 们 认为 仅 通过 用 像 微 分 和 积分 这 样 的 形式 化 运算 ， 从 一 
个 公式 到 田 一 个 公式 的 推导 就 足以 证 明 它 的 正确 性 了 。 符 号 的 认 
Fe. 耗 尽 了 他 们 的 理性 .18 世纪 被 称 为 数学 史上 的 英雄 时 代 ， 
因为 这 个 时 期 的 数学 家 们 在 几乎 设 有 好 辑 支持 的 前 提 下 S FFF 
拓 并 征服 了 众多 的 科学 领域 。 

但 是 我 们 仍然 心 存疑 问 , 尽管 数学 家 们 ，, 特别 是 在 18 世纪 知 
道 微 积分 的 概念 不 清 而 且 证 明 不 充分 ， 他 们 却 那 么 自信 他 们 前 结 
果 是 正确 的 ,部 分 答案 是 由 于 有 许多 结果 被 经 验 和 观测 所 证 实 , 其 
中 最 突出 的 是 天 文学 的 一 些 预言 LAL), 但 是 另 一 个 有 关 的 
因素 导致 17 和 18 世纪 的 人 们 相信 他 们 的 工作 ， 那 就 是 他 们 确信 
上 帝 已 经 数学 化 地 设计 了 世界 ， 而 数学 家 们 正在 发 现 和 揭示 这 种 
设计 〈 见 第 二 章 ?。 尽 管 17 世 纪 和 18 世纪 的 人 们 的 发 现 是 不 完全 
的 ， 和 但 他 们 认为 它 是 基本 真理 的 一 部 分 。 他 们 正在 展示 上 帝 的 杰 
作 并 将 最 终 达 到 永恒 真理 的 彼岸 。 这 样 一 种 信 爷 支撑 着 他 们 的 精 
神 和 勇气 ， 而 丰硕 的 科学 成 果 则 是 养育 他 们 的 心智 和 使 他 们 能 够 
不 懈 追 求 的 精神 食粮 。 

数学 家 们 所 发 现 的 只 是 寻觅 中 的 宝物 的 一 部 分 ， 但 却 富 含 着 
更 多 宝物 将 被 发 现 的 启示 。 如 果 应 用 起 来 如 此 精确 的 数学 规律 却 
亦 乏 精确 的 数学 证 明 的话 ， 那 么 还 需 不 需要 诡辩 了 呢 ? 由 科学 论 
据 支持 欧 宗 教 信 仰 代替 了 虚弱 的 或 者 根本 不 存在 的 退 辑 力量 ,他 
们 渴望 维护 上 帝 的 真理， 致使 他 们 不 断 地 建造 没有 伯 固 基础 的 空 
中 楼 阁 。 他 们 用 成 功 来 安抚 良心 ， 的确 , 成功 是 如 此 地 令 人 陶醉 ， 
以 致 于 人 们 在 大 儿 数 时 间 里 忘记 了 理论 和 严密 性 。 人 偶尔 向 哲学 和 
神秘 教义 的 求助 掩盖 了 一 些 困难 ， 以 便 它们 不 再 显现 。 从 远 辑 上 
讲 ,17 世纪 , 18 世纪 及 19 世纪 早期 的 工作 肯定 是 粗糙 不 塔 的 ,但 
ASME. ATMEL eR. HP aR AE 
处 被 19 世纪 后 期 和 20 世纪 的 人 们 不 公平 地 强调 了 。 

17, 18 世纪 的 数学 就 司 一 个 经 营 大 家 业务 、 却 由 于 管理 不 善 
而 招致 破产 的 大 公司 。 当 然 ， 顾客 一 一 购买 并 利用 数学 商品 的 科 
学 家 们 和 债权 人 一 一 那些 毫 不 犹 隐 地 向 数学 股票 投资 的 大 众 ， 并 
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不 知道 真正 的 财政 状况 。 
所 以 ,我 们 发 现 了 极其 荡 雇 的 事情 ， 在 今天 高 度 发 展 的 数学 
的 逻辑 ， 当 时 却 处 于 一 种 十 分 可 怜 的 窘境 。 伍 数学 在 描述 和 预测 
自然 方法 上 的 成 功 给 人 的 印象 太 深 刻 了 ,所 以 不 仅仅 是 希腊 人 ,所 
有 18 世纪 的 知识 分 子 都 公然 支持 宇宙 是 按 数 学 设计 的 ,是 把 数学 
作为 人 类 理性 的 壮丽 庄严 的 成 果 而 极力 颂扬 。 正 如 约瑟夫 ，* SC 
生 在 《欧美 诗 》 中 对 天 体 的 赞美 一 样 〈 见 第 三 章 )， 人 们 都 识 浸 在 
KARR EHS BES P. 
BR AE Fe 17 FA Pp RS BO ES AOE 
信 , 确切 地 讲 , 它们 只 是 用 到 了 推理 的 细 枝 末节 。 但 特别 在 18 世 
纪 ， 当 关于 复数 的 意义 和 性 质 、 负 数 和 复数 的 对 数 ， 微 积分 的 基 
础 、 级 数 的 求 和 以 及 其 他 我 们 还 没有 描述 的 问题 的 热烈 论战 充斥 
文献 时 ,我 们 称 其 为 “战国 ”时 代 是 比较 合适 的 。 到 1800 年 ， 较 
之 于 逮 辑 合理 性 ， 数 学 家 们 更 热衷 于 结果 的 确定 性 。 从 证 明 的 观 
点 来 看 ， 有 结果 ,就 能 产生 信念 ,我 们 将 很 快 看 到 ，, 正 是 19 世纪 
后 期 的 工作 使 其 无 愧 于 理性 时 代 这 个 名 称 见 第 八 章 )。 
当 大 多 数 数学 家 满足 于 寻求 新 囊 物 而 忽视 几何 时 ， 一些 领 袖 
人 物 醒 悟 到 了 数学 的 逻辑 困境 ,杰出 的 挪威 天 才 阿 贝尔 强调 指出 ， 
SPAT IE BANS. Æ 1826 年 给 汉 森 教授 的 一 封 信 中 ， 他 抱怨 道 ， 
人 们 可 以 在 分 析 中 轻易 找到 太 量 模糊 不 清 的 革 
西 ， 你 也 许 很 奇怪 会 有 那么 多 人 去 研究 分 析 ， 那 是 
因为 它 完 全 没有 计划 性 、 系 统 性 。 最 糟糕 的 是 它 从 
来 没有 使 人 信服 过 。 即 使 在 高 等 分 析 中 ， 也 少 有 用 
逻辑 上 站 得 住 脚 的 方式 证 明 过 的 定理 。 人 们 可 尽 到 
处 发 现 这 种 从 特殊 到 一 般 而 得 出 结论 的 鉴 脚 方 式 ， 
罕见 的 是 这 种 方式 却 很 少 得 出 耶 盾 。 
阿 贝 尔 在 1826 年 1 月 给 他 以 前 的 老师 电 姆 伯 的 信 中 特别 提 
到 了 发 散 级 数 ， 
发 散 级 数 是 魔鬼 的 发 明 ， 把 不 管 什 么 样 的 证 明 
都 建立 在 发 散 级 数 基 础 上 是 一 种 耻 每 。 利 月 发 散 级 
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数 人 们 想 要 什么 结论 就 可 以 得 到 什么 结论 ， 而 这 也 
是 为 什么 发 散 级 数 已 经 产生 了 如 此 多 的 深 论 和 尾 论 
的 原因 。 steer 对 所 有 这 一 切 我 变 得 异常 关心 ， 因 为 
除 几 和 何 级 数 外 ， 在 全 部 数学 中 曾 被 严格 地 确定 出 和 
BAL FGRE THEM. MBH. EPR 
重要 的 问题 也 就 是 那些 基础 最 不 牢 园 的 事情 ， 尽 管 
这 种 级 数 令 人 非常 惊奇 , 但 它们 中 的 大 多 数 都 是 正 
Hh, 我 正 试 图 为 这 种 正确 性 寻找 理由， 因为 该 是 
一 件 伐 有 趣味 的 事情 。 
就 像 对 一 般 人 来 说 ， 借 酒 消 丈 并 不 能 真 的 化 解 烦 侯 一 样 ， 数 
学 在 物理 学 中 取得 的 或 就 也 不 能 使 茶 些 数学 家 漠视 其 逐 辑 困境 ， 
许多 大胆 的 探索 者 坚信 他 们 所 发 现 的 是 上 帝 的 设计 , 但 是 由 于 18 
世纪 后 期 这 种 信念 被 人 们 所 抛弃 ， 所 以 他 们 从 中 蔡 得 的 安慰 也 变 
BACHE OLRM). AAT RAM RE. 他 们 不 得 不 重新 检 
BA CACHE. ATH RM Nia. URE. A 
BS, RERREH BIER. INURE ROAM 
的 是 推理 的 典范 ， 不 过 是 用 直觉 ， 儿 何 图 形 ， 特 别 是 形 的 永恒 性 
原理 之 类 的 原理 和 求助 于 被 证 明 可 以 接受 的 形而上学 来 取代 推理 
而 已 。 
建立 逻辑 结构 的 理想 是 由 古 希 腊 人 明确 提出 来 的 ， 为 数 不 多 
的 玫 个 在 算术 、 代 数 和 分 析 方 向 上 为 之 努力 的 数学 家 都 被 这 样 一 
种 信念 所 激励 着 ， 即 数学 家 们 至 少 已 经 在 某 一 重要 领域 一 一 欧 几 
里 得 几何 上 做 出 了 成 绩 。 他 们 认为 既然 别人 能 够 丈量 奥林匹克 山 ， 
那么 他 们 也 可 以 做 到 。 他 们 并 没 预见 到 ， 为 所 有 现存 数学 提供 严 
MES. 远 比 1850 年 时 数学 家 们 所 想象 的 要 困难 得 多 , 他 
们 更 不 会 预见 到 另外 一 些 麻烦 。 
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现在 大 们 可 以 说 ,绝对 的 严格 已 经 这 到 了 。 
一 彭 加 勒 


数学 批评 运动 的 刨 建 者 们 认识 到 ， 两 干 多 年 来 数学 家 们 只 是 
在 充 游 着 直觉 ,似是而非 的 证 明 以 及 归纳 推理 各 符号 表达 式 的 形 
式 运 算 的 幕 野 上 漫游 ， 他 们 期 望 着 能 在 一 片 空白 上 建立 合适 的 数 
PREM, FRR RRS a. BBS Lili HE 
的 数学 分 支 已 有 的 基础 。 这 项 工作 在 19 世纪 20 年 代 就 已 经 开始 
T. 并且, 随 着 非 欧 儿 和 何 渐 为 人 知 , 也 在 僵 加 广泛 地 加 速 进行 。 它 
逐渐 揭示 出 欧 氏 几何 在 结构 上 的 镇 陷 ， 可 以 明显 看 出 ， 过 去 被 认 
为 是 取 格 证 明 的 典范 ,无懈可击 的 堡 侈 ， 也 经 不 起 细致 推 若 。 稍 
上 后， 也 就 是 1843 Æ, 四 元 数 的 产生 又 向 实数 、 复 数 运 算 的 自 以 为 
是 提出 了 挑战 。 当然 ,还 有 一 些 对 自己 工作 过 于 自信 的 数学 家 , 继 
续 粗 劣 地 推理 ， 一 旦 得 到 正确 的 结果 ， 便 更 错误 地 相信 他 们 的 证 
明和 理论 是 无 懈 可 击 的 。 
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昌 然 严 并 的 思想 家 们 承认 必须 气 弃 数学 是 现实 世界 的 真理 的 
主张 , 但 他 们 还 是 对 数学 在 力学 ,地 球 力学 、 声 学 、 流体 动力 学 、 
弹性 力学 、 光 学 ， 电 磁 学 以 及 工程 学 的 许多 分 支 等 诸多 领域 辉煌 
ED ER EE A RD. A Ae AR SR PER E 
下 ， 但 它 一 定 还 借助 了 某 种 基本 的 ,也许 是 神秘 的 力量 才 取 得 其 
成 就 。 数 学 对 自然 的 超常 的 适用 性 虽然 还 需 进一步 解释 〈 见 第 十 
五 章 ), 但 是 , 没有 人 能 吾 认 这 一 事实 并 胆敢 把 这 样 一 种 钨 所 不 能 
的 工具 弃置 不 顾 。 当 然 ， 它 不 应 当 受 到 由 由 辑 困 难 秘 盾 所 带 来 
的 混乱 的 威胁 ， 而 上 且 ， 尽 管 数 学 家 们 一 度 违背 了 拨 辑 严密 性 的 原 
则 ,但 他 们 也 不 准备 使 他 们 的 学 科 未 远 建 立 在 实用 的 基础 上 。 否 
则 ,他们 的 声望 也 将 受到 影响 。 

正 因 为 如 此 ， 有 一 些 数学 家 仓促 之 中 又 重新 路上 了 与 原来 截 
然 不 同 的 道路 ， 从 另 一 个 角度 去 认识 他 们 所 开辟 的 数学 世界 fie 
们 决心 要 竭尽 全 力 构 造 ， 在 某 些 地 方 是 重建 数学 的 基础 。 

欲 使 数学 内 部 井然 有 序 , 须要 采取 一 些 有 力 措施 ,很 明显 , 并 
没有 坚实 的 土壤 可 供 建立 数学 大 厦 之 用 。 以 前 那些 着 上 去 十 分 牢 
国 的 真理 蕉 础 ， 已 经 被 证 明 是 不 可 入 的 。 也 许 构造 另 一 种 坚实 的 
基础 结构 会 稳固 些 , 但 就 要 求 有 完整 的 , FR MHA AEX, 
以 及 所 有 结论 的 明晰 的 证 明 ,不 管 它们 看 上 去 是 多 女 的 显而易见 。 
用 逻辑 的 前 后 一 致 与 彼此 相 容 取代 对 实际 情况 的 依赖 .公理 和 定 
理 扎 相 照 应， 可 使 得 整个 大 厦 光 懈 可 击 。 不 管 它 建 筑 在 什么 样 的 
土地 上 ， 都 与 基础 紧密 相依 ， 尽 管 随 风 摇 捍 ， 却 稳 如 泰山 。 

数学 家 们 由 建造 微 积 分 的 逻辑 开始 ， 因 为 微 积分 是 建立 在 实 
DARA Set. ARs Aww ee. MAR 
辑 的 观点 来 看 ， 这 种 步骤 就 像 一 个 五 十 层 的 办 公 大 楼 塞 满 了 家 具 
和 其 他 设备 而 楼 主 突然 发 现 整个 大 楼 播 揪 欲 只， 必须 重建 ， 于 是 
他 下 令 从 第 20 层 开始 。 

出 发 点 选 在 何 处 颇 有 一 番 说 道 ,我 们 者 知道 ,在 19 世纪 以 前 ， 
各 种 类 型 的 数 被 放 嫂 应用， 尽管 没有 逻辑 基础 ， 也 没有 人 对 其 性 
质 是 否 正 确 多 加 关注 。 神 圣 的 欧 氏 几何 虽然 一 直 受 到 怀疑 ， 但 是 
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在 实际 应 用 中 并 没 遇 到 任何 麻烦 。 事 实 上 ， 两 千 多 年 的 可 靠 的 使 
用 确保 了 其 未 加 证 明 的 还 辑 的 正确 性 。 另 一 方面 ， 微 积分 是 整个 
分 析 的 詹 泉 ， 在 这 个 洪 瀚 的 领域 内 ， 严 格 的 证 明 ， 悖 论 甚 至 矛盾 
都 出 现 了 ， 而 且 并 不 是 每 个 结论 都 能 得 型 实际 的 认可 。 

在 18 thio. Hae. Pa. Bee Se eR BGA (Bernhard 
Bolzano}、 阿 贝尔 和 柯 西 都 认为 微 积分 的 严格 化 问题 必须 圳 以 解 
决 。 不 幸 的 是 ， 波 尔 察 诺 在 布 拉 模 工作 ， 因 面 他 的 著作 几 十 年 后 
方 为 人 知 。 而 阿 贝 尔 27 岁 就 去 世 了 ,所 以 其 工作 并 不 深入 。 只 有 
柯 西 一 直 处 于 他 那个 时 代数 学 界 的 中 心 。1820 年 时 , 他 被 认为 是 
最 伟 天 的 数学 家 之 一 . 正 是 柯 西 揭 开 了 数学 严格 化 运动 的 序幕 ,其 
工作 受到 广 评 的 注意 ， 并 且 产 生 了 深远 的 影响 。 

柯 西 决定 在 数 的 基础 上 建立 微 积分 逻辑 .为 什么 在 数 上 呢 ? 因 
为 牛顿 之 后 的 英国 人 人 ， 曾 尝试 用 几何 学 使 微 积分 严格 化 ， 但 失败 
了 。 对 柯 西 来 讲 ， 很 明显 ， 几 何 学 并 不 是 合适 的 基础 ， 而 且 ， 某 
布 尼 获 之 后 的 大 陆 人 , 一 直 尝 试用 分 析 的 办 法 。 在 1820 Ef, 
管 非 欧 几何 鲜 为 人 人知, 但 基 已 使 数学 家 们 心 存 狐疑 。 而 在 另 一 方 
面 , 在 哈密 尔 顿 1843 年 引入 四 元 数 以 前 , 实数 系统 单 还 没有 发 生 
过 任何 困扰 数学 家 位 的 事 儿 ， 即 使 是 四 元 数 也 不 能 威胁 到 实数 系 
统 的 正确 性 。 

柯 西 同样 很 明知 地 把 微 积分 建立 在 极限 的 概念 上 ， 这 一 正确 
方法 也 被 数学 界 思维 敏锐 者 所 推 尝 。17 世纪 的 瓦 里 斯 在 其 著作 
《无 穷 小 的 算术 》(1655 年 ) 及 苏格兰 教授 J]， PEK BEB Oe 
加 和 双 曲 线 的 求 积 》(1667 ) 中， 还 有 18 世纪 的 达 兰 贝尔 都 确 
着 极限 概念 是 合适 的 基础 .其 中 达 兰 贝尔 的 观点 是 最 为 著名 的 ,四 
为 在 他 发 表 文 章 的 时 候 ， 有 牛顿 、 莱 布 尼 获 、 欧 拉 的 工作 可 以 借 
k. Ett CH RLS) (1751-1765) 所 撰写 的 条 旧 “ 极 限 ” 中 ， 
明确 认为 : 

当 一 个 量 以 小 于 任何 给 定 的 量 鼻 近 另 一 个 量 
时 ， 可 以 说 后 者 是 前 者 的 极 腿 ,尽管 前 者 绝 不 会 超 
HUG a Aaii 。 琢 聚 理论 是 微分 学 真正 形而上学 的 基 
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达 兰 由 尔 在 《百科 全 韦 》 的 另 一 条 上 是“ 微分” 中， 讨论 了 巴 
F., Ab, ALK. RMA AM LE. thik. thor OCF 
小 ) 是 一 个 无 穷 小 量 , 它 可 小 于 任何 给 定 的 量 , 但 他 又 解释 说 , 他 
用 这 些 字眼 是 为 了 使 其 与 流行 的 用 法 一 致 。 这 - -术语 ， 他 说 是 一 
种 缩写 形式 ， 蜂 讨 难 懂 ， 极 限 是 正确 的 语言 和 方法 。 他 批评 牛顿 
用 速度 来 解释 导数 ， 因 为 某 一 瞬时 速度 并 没有 清楚 的 概念 ， 而 且 
这 里 还 引入 了 一 个 非 数 学 的 运动 概念 。 在 他 的 《杂记 》(1767 年 ) 
P, 达 兰 贝尔 再 次 指出 ,“ 量 是 物 非 物 , ECELER, 者 
它 非 物 ， 则 已 奇 无 踪影 ”他 再 次 提出 极限 概念 , 但 是 ， 他 并 没有 
将 这 一 概念 用 于 微 积 分 ， 而 且 他 的 同时 代 人 也 未 接受 他 的 建议 。 

极限 欧 思 想 还 出 现在 卡 诺 欧 《4 反射》 和 惠 利 尔 的 获奖 论文 中 ， 
后 者 曾 获 柏林 科学 院 一 次 竞赛 的 奖励 。 卡 诺 的 文章 虽 未 得 奖 ， 但 
也 还 说 得 过 去 , 所 以 柯 西 很 可 能 是 受 了 他 们 的 影响 .不管 怎 样 . 在 
他 著名 的 《代数 分 析 教 程 y (1821 年 ) SB. 他 明确 表示 : 关于 
这 一 方法 ， 我 将 尽力 达到 数学 中 所 能 要 求 的 全 部 严格 。 

尽管 在 这 本 教材 的 标题 中 有 “代数 ”字样 ， 但 柯 西 反对 当时 
PREM ASR. TARR, HORS RE. WE 
SRT PR Re. A ER A A RE 
Z. WAR BRC ee. FP. EIE b 
材 翼 地 定义 和 建立 起 微 积分 的 基本 概念 : BR. RR, E F 
数 和 积分 。 他 还 把 无 穷 级 数 分 为 有 和 的 收敛 级 数 与 没有 和 的 发 散 
RR. 当然 , 后 来 这 一 定义 失效 了 。1826 年 10 月 , 阿 贝 尔 给 他 以 
前 前 老师 霍 姆 伯 的 信 中 称 柯 西 “是 现在 唯一 一 个 知道 有 去 样 对 待 数 
学 的 人 ”。 阿 贝尔 还 补充 说 , AA A, wee. 但 老天爷 
心里 自 有 一 杆 秤 。" 

虽然 柯 西 痪 力 使 分 析 严 格 化 , 并 在 1829 年 他 的 《教程 》 青 版 











* 我 们 没有 必要 追究 柯 西 担 出 的 定义 和 定理 的 技术 岗 节 ， 我 们 的 目的 是 可 说 明 柯 
西 所 做 的 严格 化 的 工作 航 六 出色。 一 一 原 注 
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中 声称 他 已 经 实现 了 最 完全 的 严格 ， 但 是 他 处 理 的 概念 还 是 难以 
Hin. Hh TSHR. ATAR., RR, ESA Re 
基本 上 正确 , 但 所 用 的 语言 模糊 , 不 确切 , 与 他 的 同事 们 一 样 。 他 
认为 连续 即 隐 全 着 可 微 ( 见 第 七 章 }, 因而 他 建立 的 许多 定理 在 假 
设 中 只 要 求 连续 ， 而 在 应 用 中 却 是 可 微 的 。 即 使 他 注意 到 犯 了 错 
KR, DAU. MRE TAME XRT EROS, ESR 
证 明了 每 一 个 连续 函数 都 是 可 积 的 .但 是 ,他 的 证 明 蚌 错误 的 , 因 
为 他 没有 考虑 一 致 连续 的 要 求 。 尽 管 仔 细 区 分 了 收 印 极 数 与 发 散 
级 数 ， 但 他 关于 收 笋 级 数 的 一 些 断 言 和 证 明 是 错误 的 。 例 如 ， 他 
断言 连续 函数 的 无 穷 级 烙 的 和 是 连续 的 (没有 一 至 收敛 的 话 ， 这 
是 错误 的 》。 他 把 无 穷 级 数 逐 项 积分 , 认为 积分 级 数 就 是 原 级 数 所 
Fern Pa RS. AE, HEN RE RR. Až 
T RREAK EA Se E(B LE RX — 
条 件 的 充分 性 ， 因 为 这 需要 他 和 他 的 同行 们 都 不 具备 的 实数 系统 
HAGR. MH. WRT MERE CHAT EES HB 
近 某 一 点 时 ， 它 在 这 一 点 有 一 个 极限 ， 那 么 当 这 两 个 变量 同时 变 
化 并 移 近 这 一 点 时 ， 它 也 一 定 有 一 个 极限 。 

起 初 ， 分 析 严 密 化 的 工作 曾 引 起 了 轩然大波 ， 在 巴黎 科学 院 
的 一 次 科学 会 说 上 , 柯 西 会 开 了 关于 级 数 收 和 仇人 性 的 理论 . 会 后 , 拉 
普 拉 斯 甸 纲 返回 家 里 避 不 下 人 ， 检 查 他 在 《天 体力 学 》 所 用 的 组 
数 。 幸 而 ， 他 发 现 每 个 级 数 都 是 收 伊 的 。 

有 点 荒 启 的 是 ， 柯 而 并 不 愿 被 东 缚 于 他 上 自 导 的 严密 化 。 尽 管 
他 写 了 三 本 肯 在 建立 严密 化 的 教科 书 (1821 年 ，1823 年 ，1829 
46), 但 在 他 不 断 写 出 的 研究 论文 中 , 他 都 忽视 了 这 一 点 。 他 定义 
了 连续 性 ， 但 从 未 对 他 所 使 用 函数 的 连续 性 加 以 证 明 。 虽 然 他 十 
分 强调 级 数 和 广义 积分 收 敏 性 的 重要 性 ， 但 在 他 与 级 数 ， 健 立 叶 
变换 和 广义 积分 打交道 时 ， 却 从 未 考虑 过 收 侣 的 问题 。 他 把 导数 
定义 为 一 个 极限 ,但 他 也 给 出 了 一 个 像 拉 格 朗 日 给 出 的 那样 纯粹 
形式 的 方法 (所 第 六 章 )。 他 承认 了 如 1 一 1 十 1 一 1 十 "这样 的 半 
Kae GRE). HAAR RY E ETEA mE 
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的 级 数 ) 可 以 重 排 。 他 还 犯 了 一 些 其 他 错误 ， 他 对 什么 是 真理 心 
明 如 镜 ， 却 从 未 用 自己 教科 韦 里 所 确立 的 标准 来 建立 真理 。 

柯 西 的 工作 激励 了 他 人 更 多 促使 分 析 严 密 化 的 工作 ， 但 是 主 
赣 的 成 就 还 得 归功 于 另 一 位 夫 师 瑶 尔 斯 特 拉 斯 (Karl 
Weierstrass}. 下 是 由 十 他 的 工作 , 分 析 的 基本 原理 的 严密 化 才 得 
以 完成 。1858 一 1859 年 ， 他 在 柏林 大 学 任教 时 ， 开 始 讲述 关于 基 
础 的 工作 ,而 最 早 的 记录 是 1861 RUE AIRE CH. A. 
Schwarz) 所 做 的 笔记 。 殊 尔 斯 特 拉 斯 的 努力 终于 使 分 析 从 人 们 入 
已 置疑 的 完全 依靠 运动 学 、 直 常理 解 和 几何 概念 中 解放 出 来 。 

魏 尔 斯 特 拉 斯 在 1861 年 就 清楚 , 连续 并 不 隐 含 着 可 微 。1872 
年 他 向 柏林 科学 院 提出 了 一 个 处 处 连续 却 无 处 可 导 的 函数 的 例子 
(在 1875 Æ htt iR- g (Paul du Bois Reymond》 为 他 出 版 )， 
RPE- RS: MRT ANA PRR EHR. BH 
1830 年 , 波 尔 察 诺 就 以 几何 形式 给 出 了 一 个 例子 ,但 没有 发 表 , 塞 
莱 里 埃 (Charles Cellérier) 也 在 1830 年 左右 给 出 了 一 个 重子 ,但 
直到 1890 年 才 公 布 。 

魏 尔 斯 特 拉 斯 的 例子 没有 早出 现 是 微 积分 发 展 史上 的 幸 事 ， 
正如 皮卡 (Emile Picard) 在 1905 年 所 说 的 那样 : “ETRE REISE 
布 尼 著 知 道 了 连续 函数 不 一 定 可 导 ， 徽 分 学 将 无 以 产生 。” 的 确 ， 
严谨 的 思想 也 可 阻碍 创造 ， 

柯 西 ， 共 至 魏 尔 斯 特 拉 斯 ， 在 分 析 严 密 化 工作 之 初 ， 都 把 实 
数 和 复数 系统 看 作 是 无 懈 可 击 的 。 是 哈密 尔 顿 ,四 元 数 的 发 明 渚 ， 
在 1837 年 为 实数 和 复数 系统 提供 饪 辑 基础 近 出 了 第 一 步 .哈密 尔 
顿 扼 道 复 数 可 以 用 来 表示 平面 向 量 ， 所 以 他 寻求 能 表示 空间 向 量 
的 三 元 数 RAGS). 他 将 复数 的 性 质 进行 推广 , 其 结果 刊 于 论 
sO COR. 关于 时 间 的 引 论 》 之 中 。 人 然而， 其 中 他 假设 实数 具 
FATE, WT PARE BI tb 一 1 ,哈密 尔 顿 引入 了 有 
FERH a. b), 并 且 他 定义 了 数 侦 间 的 运算 ， 以 便 和 它们 以 a 
十 bY 一 1 形式 运算 时 取得 同样 的 结果 ,值得 注意 的 是 ,哈密 尔 顿 由 
此 产生 了 寻找 一 套 新 复数 理论 的 念头 , 困 为 同 他 的 前 辈 们 一 祥 , 他 
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对 v 一 1 甚至 负数 都 感到 不 安 。 而 后 ;在 他 的 论文 里 ， 他 写 道 : 
呈现 在 这 里 的 数 偶 理论 是 为 了 使 〈 复 数 ) HE 
含意 义 充 分 体现 。 并 且 , 由 这 一 显著 的 俱 子 说 明 ,一 
些 平常 看 上 去 只 是 简单 符号 ,并 无 法 理解 的 表达 式 ， 
可 以 帘 以 实 义 。 
在 文章 中 ， 他 进一步 表示 : 
在 单数 理论 中 ,符号 VV 一 I 是 无 意义 的 (着重 号 
为 哈密 尔 顿 所 加 ?, 其 只 表示 一 种 不 可 能 的 开 方 运算 
RARE DER. MERE, AROS 
Y 一 1 是 有 意义 的 ， 基 表示 一 种 可 能 的 开 方 运算 或 
THB, RE RAT LAST) 数 偶 (一 1， 
0) 的 基本 平方 根 。 在 这 后 一 理论 中 ，vY 一 1 可 以 补 
合理 地 使 用 ， 但 在 前 一 理论 中 见 不 行 。 我 们 可 以 把 
ERE Cars a) 写作 : 
(ais qa) 一 ai 十 az Vv —1 
…… 在 同样 的 表达 式 中 ， 把 v 一 1 解释 为 第 二 单元 ， 
RS RARE ARO RE 0, 1) 
CH. GERR TERRA Pe “AAS”. 
哈密 和 尔 顿 在 他 的 数 偶 理论 中 ， 预 完 假 定 了 实数 的 性 质 。 在 
1837 年 他 的 论文 中 ,他 尝试 给 实数 系统 一 个 逻辑 的 结构 。 由 时 间 
的 概念 ， 他 推出 了 正 整 数 的 性 质 ， 又 扩展 到 有 理 数 和 无 理 数 ， 但 
过 于 牵强 。 特 别 是 关于 无 理 数 的 处 理 ， 既 模糊 革 错 误 百 出 ， 为 数 
学 家 们 所 不 从。 哈密 尔 顿 对 实数 和 复数 的 基础 只 是 略 加 研究 ， 他 
的 重心 在 四 元 数 。 因 此 ， 像 他 那个 时 民 的 大 多 数 人 一 样 ， 他 达 不 
犹 琼 地 利用 实数 和 复数 的 性 质 。 

。 魏 尔 斯 特 拉 斯 第 一 个 认识 到 如 果 不 能 更 好 地 理解 实数 系统 ， 
也 就 不 能 使 分 析 严 密 化 。 他 第 一 个 在 我 们 热 识 的 有 理 数 性 质 基础 
之 上 ， 给 出 了 无 理 数 的 严格 定义 的 性 质 。 他 在 19 世纪 40 年 代 就 
失事 这 项 工作 , 但 他 没有 及 时 发 表 , 直到 60 年 代 他 在 柏林 大 学 通 





第 上 从 章 “不 台 还 辑 的 发 展 ， 天 堂 之 门 177 





过 授课 才 公 之 于 众 。 

其 他 的 凡人 个人， 著名 的 有 戴 德 金 和 康 托 尔 ， 顺 理 成 章 地 在 有 
理 数 性 质 之 上 ， 正 确 地 定义 了 无 理 数 并 建立 了 它们 的 性 质 。 他 们 
的 工作 成 果 在 70 年 代 得 以 发 表 。 MRS BRIT HE. 在 
讲授 微 积 分 时 才 认 识 到 清晰 的 无 理 数理 论 的 迫切 性 。 在 《连续 性 
与 无 理 数 4 《1872 年 ) 一 文中 ， 他 这 样 写 到 ， 从 1858 年 至 今 ， 他 
“ 比 以 往 更 迫切 地 感到 ， 算 术 中 镇 乏 严格 的 基础 ”。 在 他 关于 分 析 
理论 的 工作 中 ， 康 托 尔 也 认识 到 了 无 理 数理 论 的 迫切 性 “ 见 第 九 
章 )。 这样 ,借助 比尔 斯 特 拉 斯 的 工作 , 戴 德 金 和 康 托 尔 终 于 证 明 
出 2 3 一 6。 

无 理 数 的 逻辑 还 不 完善 。 戴 德 金 认识 到 这 一 点 ， 并 且 ， 在 
《 数 的 性 质 和 意义 》(C1i888 年 ) 一 文中 ， 他 描述 了 可 以 作为 有 理 数 
的 公理 方法 的 基本 性 质 。 皮 亚 诺 (Giuseppe Peano) PATEE 
的 观点 和 格拉 斯 曼 《算术 教程 》(1861 年 ) 中 的 一 些 观点 。 他 在 
CARE 1889 年 中 ， 从 关于 正 整 数 的 公理 ， 成 功 地 导出 了 
有 理 数 的 结果 .这样 ， 实 数 和 复数 系统 的 逻辑 结构 已 唾 手 可 得 。 

作为 一 个 副产品 ， 数 系 基础 的 建立 也 解 痰 了 熟悉 的 代数 学 中 
的 基础 问题 。 为 什么 用 字母 代替 实数 或 复数 时 ， 其 可 以 像 正 整数 
一 样 进 行 运算 ， 而 结果 丝毫 不 差 昵 ? 答案 在 于 其 他 类 型 的 数 和 正 
整数 一 样 , 具有 人 则 种 形式 上 的 性 质 . 不 严格 地 说 , 就 是 2X3 一 3X 
2 成 立 , 同样 有 w e WV3 一 V3， VY3 成立, 所 以 当 a8 被 52 代 
Sit, PE a, b RHE BREE. 结果 总 是 正确 的 。 

数学 史上 这 一 系列 事件 的 发 生 脐 序 是 和 耐 人 寻 昧 的 ， 并 不 是 按 
着 先 整 数 , 分 数 , 然后 无 理 数 , 复数、 代数 学 和 微 积 分 的 顺序 , 数 
学 察 们 是 接着 相反 的 顺序 与 它们 打交道 的 。 他 们 看 上 去 是 极 不 情 
愿 地 去 处 理 那 些 本 可 以 留 在 最 后 ， 并 能 很 好 地 理解 的 数 ， 他 们 非 
到 万 不 得 已 才 去 进行 逻辑 化 的 工作 。 不 管 怎么 说 , 大 约 1890 年 左 
A: 在 埃及 人 和 巴比伦 人 能 使 用 整数 , 分 数 和 无 理 数 的 六 干 年 后 ， 
数学 家 们 终于 可 以 证 明 2 十 2 二 4。 看 来 ,即使 是 最 伟大 的 数学 家 也 
被 迫 考虑 严密 性 。 
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在 19 HA F. 另 一 个 瞩目 的 问题 被 解决 了 。 从 高 斯 确信 
他 的 非 欧 几 和 何 是 相 容 的 时 候 〈 这 也 许 因 为 他 认为 非 欧 几 何 是 物理 
世界 的 几何 )， 到 大 约 1870 年 ， 高 斯 在 这 方面 的 研究 工作 和 黎 曼 
的 无 薪 教 师 就 职 报告 得 以 发 表 近 六 十 年 间 ， 大 多 数 数 学 察 并 没有 
认真 地 考虑 过 非 欧 几何 ( 见 第 四 章 》, 因为 其 内 容 过 于 偏激 。 数 学 
家 们 宁肯 相信 ,或 者 说 是 希望 荣 一 天 能 在 非 欧 几何 中 发 现 牙 盾 , 这 
样 它们 也 就 成 了 一 纸 空 文 。 

幸运 的 是 ;所 有 的 基本 非 欧 几何 的 相 容 性 问题 都 被 解决 了 . 方 
法 经 爱 住 了 检验 , 特别 是 后 来 创建 的 理论 。 AREE 1854 年 的 论 
文 见 第 四 童 》 所 提出 的 非 欧 几 何 之 一 一 一 双 椭 圆 岂 何 ， 与 欧 氏 
几何 有 根本 的 不 同 。 没 有 平行 线 ， 任 何 两 条 直线 相 奖 于 两 点 ; 三 
角形 内 角 之 和 大 于 180"， 许 多 定理 也 同 欧 氏 几何 中 相应 定理 截然 
不 同 。 贝尔 特 拉 米 在 1868 年 指出 ,如 果 将 双 梢 图 几何 的 直线 看 作 
球 上 的 太 圆 , 平面 上 的 这 一 几何 同样 适用 于 球面 。 

这 一 解释 似乎 讲 不 道 。 所 有 非 欧 几何 的 发 明 者 们 认为 他 们 所 
ERA BRAK RIL Pe CHAAR. HE, RNY 
回忆 一 下 欧 天 里 得 关于 直线 及 其 他 一 些 概念 的 定义 是 多 余 的 〈 见 
PRE). 在 任何 一 个 数学 分 支 中 ,总 有 未 定义 的 概念 , 像 亚 里 土 
多 德 强调 的 那样 ， 只 要 这 些 直线 满足 公理 即 可 。 但 球面 上 的 大 贺 
的 确 满足 双 椭 圆 几 何 的 公理 。 当 双 椭 圆 几 何 的 公理 适用 于 球面 上 
的 大 贺 时 ， 其 定理 也 同样 适用 ， 因 为 定理 总 是 逻辑 的 结果 。 

若 认 可 了 将 直线 作为 大 国 ， 那 双 构 圆 几 何 的 相 容 性 可 以 如 下 
建立 :如果 双 椭圆 几何 中 有 了 矛盾 的 定理 的 话 ， 那 么 在 球面 志 何 中 
也 会 出 现 矛 盾 的 定理 。 而 球面 是 欧 氏 几何 的 一 部 分 ， 因 此 ， 如 果 
欧 氏 几何 是 相 容 的 ， 那 么 双 梯 圆 几何 也 必然 是 相 容 的 。 

双 曲 几何 的 相 容 性 就 没有 这 人 么 简单 了 《〈 郊 第 四 章 )。 但 是 , 既 
然 双 权 圆 几何 的 相 容 性 可 以 用 球 表面 作为 一 个 模型 来 建立 ， 那 双 
曲 几 和 何 也 可 以 由 某 个 与 欧 氏 几何 相关 的 构 型 来 建立 。 我 们 在 这 里 
不 追究 细节 ， 但 是 ， 我 们 应 注意 到 这 一 事实 ， 即 双 曲 几何 的 相 容 
性 也 意味 着 欧 氏 几何 中 平行 公理 是 独立 于 其 他 会 理 的 。 否 则 ， 即 
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它 可 以 由 其 他 公理 推出 , 那 它 只 能 成 为 双 曲 几何 的 定理 ,因为 , 除 
了 平行 公理 ， 双 有 曲 上 几何 的 其 他 公理 ， 同 欧 氏 几何 中 相应 的 公理 是 
一 模 一 样 的 。 但 是 欧 氏 几何 的 这 一 “定理 ”将 与 双 曲 几何 的 平行 
公理 全 盾 ， 从 而 双 曲 几何 是 不 相 容 的 。 因 此 ， 数 年 米 由 欧 氏 凡 何 
其 他 公理 推导 出 平行 公理 的 努力 ， 注 定 是 劳 而 元 功 。 

有 这 样 一 个 奇异 的 现象 ， 即 被 看 作 是 几何 的 非 枉 几何 ， 它 们 
的 直线 不 具有 通常 的 意 久 ， 可 以 通用 于 与 人 的 想象 截然 不 同 的 画 
形 ， 这 一 事实 将 导致 举足轻重 的 结果 。 如 同 我 们 说 过 的 那样 ， 完 
全 不 间 的 解释 是 可 能 的 ， 因 为 任何 公理 的 发 展 中 未 定义 的 概念 是 
必然 存在 的 。 这 些 解 释 被 称 作 模型 。 这 样 我们 目睹 了 击 于 某 种 
物理 意义 而 发 明 的 数学 分 支 可 以 适用 于 截然 不 同 的 物理 或 数学 的 
THE. 

SEER JU fer A A aE EER ER SL AS PE SE E, 对 19 
世纪 七 、 从 十 年 代 的 数学 家 而 言 ， 酌 氏 风 何 的 相 容 性 是 不 容 置 疑 
的 。 除 了 高 斯 ， 罗 里 切 夫 斯 基 、 鳃 于 和 笋 曼 ， 欧 氏 几 何 还 被 看 作 
现实 世界 的 必然 几何 ， 设 有 人 相信 其 中 会 有 矛盾 ， 但 是 ， 其 相 容 
性 并 设 有 逮 辑 的 证 明 。 

对 大 多 数 轻 项 非 欧 上 几何 的 数学 家 来 说 ， 接 受 相 容 性 证 明 有 另 
外 的 原 困 。 这 些 证 明 融 与 非 欧 几 何以 意 兴 ， 但 只 是 将 其 作为 欧 氏 
几何 意义 上 的 檬 型。 因此， 人 人们 是 从 这 个 意义 上 ， 而 不 是 把 它 作 
为 可 应 用 于 现实 世界 ,其 中 直线 具有 通常 意义 的 几何 来 接受 的 , 当 
然 ， 这 与 商 斯 ， 究 巴 切 夫 斯 基 和 黎 曼 的 观点 不 同 。 

理 在 严密 化 工作 只 剩 一 个 主要 问题 了 。 欧 氏 儿 何 被 发 现 是 有 
缺陷 的 , 但 是 与 分 析 不 同 , 几何 的 本 质 和 概念 是 清 断 的 . A, 确 
定 非 定义 的 概念 , 将 定 艾 精确 化 , 补充 四 漏 的 公理 , 完成 证 明 , 相 
对 而 言 较为 轻松 。 这 项 工作 分 别 由 帕 斯 (Moritz Pasch), $R 
(Giuseppe Veronese}, AIR RE (Mario Pier) ZR. HIRE 
借助 手 帆 斯 的 研究 成 果 ， 给 出 了 目前 最 常 使 用 的 形式 。 几 乎 在 同 
一 时 刻 ， 由 兰 伯 特 、 高 斯 、 罗 巴 切 去 斯 基 和 鲍 慎 发 明 的 非 欧 几 何 ， 
以 及 19 世纪 所 发 明 的 其 他 几何 , 特别 是 投影 几何 的 基础 , 都 给 出 
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了 。 

到 1900 年 为 目 ; 算术 、 民 数 和 【建立 在 整数 公理 基础 上 的 ) 
RHR OAR, 线 和 其 他 几何 概念 为 基础 的 ) 几何 已 经 被 严密 化 。 
许多 数学 家 赞成 进一步 通过 解析 几何 把 所 有 几何 建立 在 整数 的 基 
础 之 上 ,但 几何 尚 有 疑点 。 关 于 非 欧 几何 的 一 个 教训 是 ， 曾 被 视 
为 严密 之 典范 的 欧 氏 几 行 实际 上 是 有 缺陷 的 ， 这 一 令 人 痛苦 的 记 
忆 仍 然 营 绕 在 教学 家 们 的 心头 。1900 年 以 前 ， 把 全 部 几何 归结 为 
数 这 一 工作 并 未 真正 开展 起 来 。 尽 管 如 此 ， 当 时 大 多数 的 数学 家 
总 是 说 数学 的 算术 化 , 昌 热 精确 地 来 讲 应 县 分 析 的 算术 化 。 这 样 ， 
1900 年 在 巴黎 举行 的 第 二 届 国 际 数学 家 大 会 上 , 彭 加 勒 断言 :“ 今 
天 分 析 领 域 中 只 剩 下 了 整数 ， 及 整数 的 有 穷 和 无 穷 系统 ， 它 们 由 
相等 或 不 祖 等 的 关系 网 连结 着 。” 帕斯卡 说 过 “所 有 超越 了 几何 的 
都 超越 了 我 们 的 理解 力 ”，1900 年 时 ， 数 学 家 们 更 王 意 说 :“ 所 有 
超越 了 算术 的 都 超出 了 我 们 的 理解 力 ”。 

最 初 日 标 有 限 的 运动 ， 在 得 到 日 普 增 多 的 拥护 者 的 同时 ， 遂 
厚 的 凶 题 常常 会 超出 最 初 的 计划 ， 甚 至 会 被 这 些 问 题 羯 设 。 关 于 
数学 基础 的 批评 运动 也 纠缠 于 逻辑 ， 即 在 由 一 个 数学 步骤 推出 另 
一 个 中 的 推理 原理 。 

人 逻辑 科学 是 由 亚 里 士 多 德 在 他 的 《工具 篇 了》 中 葛 定 的 。 他 明 
确 指 出 ， 他 注意 到 了 数学 家 们 所 使 用 的 推理 原理 ， 把 它们 抽象 出 
来 ， 而 且 发 现 它 们 是 适用 于 所 有 推理 的 理论 。 他 的 基 李 原理 之 一 
就 是 排 中 律 ， 即 所 有 有 意义 的 断言 非 走 即 假 。 这 可 能 是 他 从 数学 
命题 ， 如 所 有 正 整数 非 便 即 奇 中 抽象 出 来 的 。 亚 里 士 多 德 的 逻辑 
主要 由 三 钼 论 构成 。 

两 千 多 年 来 ， 被 数学 家 们 占据 了 一 席 之 地 的 知识 界 一 直接 受 
TETERE. PG. WOR ARE REN BES 
确实 提出 过 我 们 总 能 知道 馆 辑 原理 是 否 正确 这 一 问题 。 他 的 加 管 
是 ， 上 帝 不 会 散 骗 我 们 。 这 样 ， 他 就 为 我 们 据 有 这 些 原 理 的 正确 
性 找到 了 一 个 合理 的 辩护 。 

第 卡尔 和 葬 布 尼 获 想 把 运 辑 定律 拓 广 为 一 个 统一 的 推理 的 科 
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学 、 一 个 统一 的 推理 的 演算 方法 , 适用 于 所 有 的 思维 领域 . 同时 ， 
他 们 还 有 这 样 的 想法 ， 妈 像 代数 那样 用 符号 来 严密 和 便利 推理 定 
律 的 使 用 . 向 卡尔 是 这 样 扣 及 数学 方法 的 : “比较 起 前 人 所 馈赠 给 
我 们 的 知识 工具 来 说 ， 它 作为 所 有 其 他 方法 的 源泉 是 最 有 力 的 。” 

药 布 尼 落 的 普遍 逻辑 榴 想 比 笛 卡尔 的 更 为 明确 ， 它 需 三 个 基 
本 元 素 。 首 先是 普遍 人 性 一 一 一 种 统一 的 科学 的 语言 ， 其 可 以 部 分 
或 大 部 分 符 导 化， 适用 于 由 推理 得 出 的 所 有 真理 。 第 二 个 元 素 是 
一 个 包揽 无 遗 的 推理 逻辑 形式 的 完备 集合 一 一 推理 演算 —- ER 
许 由 最 初 的 原理 进行 任何 可 能 的 演算 。 第 三 个 一 一 技巧 组 合 
所 有 基本 概念 的 集合 。 在 此 形式 之 上 可 定义 其 他 所 有 概念 ， 它 是 
一 个 思维 的 程序 ， 对 下 面 每 一 简单 概念 赋 以 一 个 符号 ， 通 过 对 这 
些 符号 的 组 合 和 运算 介 许 更 为 复杂 的 概念 的 表达 式 和 处 理 。 

基本 原理 , 比方 说 将 是 同一 律 ,; E A 就 是 六; 而 不 是 非 AA, A 
RERE, 所 有 的 理性 真理 , 包括 数学 中 的 理性 真理 ,都 可 推出 。 
而 号 ,还 有 事实 真理 的 存在 必须 以 他 所 谓 的 充分 推理 原理 为 条 件 ， 
不 可 能 有 别 的 情况 。 业 布 尼 茨 是 符号 轩 辑 的 创始 人 ， 人 得 他 在 这 一 
领域 的 工作 直到 1901 年 才 被 认识 到 。 

不 管 是 笛 卡 尔 , MERMER. 都 没有 发 展 推理 的 符号 演算 ， 
他 们 只 写 下 了 一 些 零散 的 片断 。 这 样 ， 直到 19 世纪 , 亚 里 士 多 德 
的 逻辑 依旧 盛行 , 在 1797 年 的 《纯粹 理性 批判 》 第 二 版 中 ， 康 德 
称 馆 辑 为 “一 个 封闭 的 完整 的 学 说 体系 ”。 虽 然 到 1900 年 ， 大 多 
数 的 数学 家 们 仍 继续 用 符合 非 正 规 的 口头 表述 的 亚 里 士 多 德 的 原 
理 来 进行 推理 ,但 他 们 也 开始 用 一 些 其 他 并 未 被 亚 里 士 败 德 接受 
的 原理 。 他 们 并 未 严格 检验 自己 的 塑 辑 原理 ， 而 是 让 认为 他 们 使 
用 的 是 合理 的 推理 逻辑 ， 实 际 圭 ， 他 们 使 用 的 原理 直觉 上 是 合理 
的 ， 但 并 不 是 准确 的 逻辑 原理 。 

当 大 多数 的 科学 家 全 神 贯 注 于 数学 的 严格 化 时 ， 有 一 部 分 人 
开始 探讨 当时 所 使 用 的 逻辑 。 下 一 个 大 的 发 展 当 归功 于 布尔 
(George Boole) ， 一 位 团 尔 兰 科 克 王后 学 院 的 数学 教授 ， 

布尔 的 工作 无 疑 是 受到 皮 科 克 、 格 雷 戌 里 和 第 - 摩根 〈 见 第 
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+422) 代数 观点 的 启发 。 虽 然 他 们 的 型 的 永恒 性 原理 并 不 能 真 的 
证 明代 表 实 数 、 复 数 的 文字 系数 的 算术 运算 的 正确 性 ， 但 他 们 可 
能 是 无 意识 地 采纳 了 这 样 一 个 新 的 代数 观点 ， 即 符号 和 运算 可 用 
来 表示 任何 事 牺 ， 并且 哈密 尔 顿 在 四 元 数 上 的 工作 (1843 年 ) 也 
的 确 表明 ,其 他 的 代数 也 是 可 能 的 。 布尔 1848 年 在 一 篇 文章 中 综 
述 了 他 称 之 为 算 子 演算 的 代数 推理 。 注 意 到 这 样 一 种 观点 ， 即 代 
数 不 只 是 处 理 数 , 且 代 数 的 定律 也 不 一 定 是 实数 和 复数 和 的 定 律 , 在 
他 药 《 逻 辑 的 数学 分 析 》(1847 年 ) 的 开篇 他 讲 到 这 一 点 , 并 提出 
了 一 门 还 辑 代 数 . 他 的 主要 著作 是 《思想 规律 的 研究 》(1854 E). 
布尔 的 主要 观点 没有 莱 布 尼 落 的 野心 勃勃 ， 但 更 贴近 于 莱 布 尼 落 
的 推理 演算 ， 即 现存 的 推理 规则 可 以 由 符号 形式 来 表达 ， 这 样 可 
以 严密 化 并 促进 现存 边 辑 的 应 用 。 在 他 的 书 中 ， 他 这 祥 投 述 道 ， 
下 到 论文 的 目的 是 为 了 研究 思维 运算 的 基本 规 

则 ， 推 埋 正 是 依据 这 些 规则 而 完成 的 。 给 出 演算 的 

符号 语言 表示 式 ， 并 在 此 基 础 上 建立 逮 辑 科学 和 和 板 

造 它 的 方法 。 
布尔 也 考虑 了 在 轧 维 中 的 特殊 应 用 ， 例如， 概率 律 。 

符号 化 使 科学 家 们 受 府 无 穷 ，。 在 讶 明 过 程 中 ， 人 们 可 能 由 于 
无 意识 地 引入 了 并 非 自己 所 指 的 意义 或 使 用 了 不 正确 的 演绎 原理 
而 出 现 错误 。 即 如 ， 把 光线 作为 光学 现象 讨论 时 ,说 到 “看 见 
光 ”' 或 一 物体 的 “ 光 重 ”是 令 人 迷 感 的 。 但是， 如 果 用 RROD 
理光 线 , 则 所 有 关于 ?7 的 进一步 符号 分 析 , 都 将 指 的 是 光学 现象 。 
而 且 ， 所 有 的 证 明 就 是 符 导 集 合用 符号 转换 规则 而 不 是 用 有 逻辑 定 
理 非 正式 形式 转化 成 另 一 集合 。 这 些 规 则 用 严密 旦 易于 应 用 的 形 
式 表示 了 正确 原理 。 

为 了 正确 评价 布尔 的 逻 缉 代数 ,让 我 们 先 了 解 一 些 他 的 观点 。 
假设 用 z. y 表示 事物 的 集合 , 例如 , 表示 独 的 集合 和 红色 动物 的 
集合 , 那么 xy 表示 既 属 于 z 又 属于 y 的 事物 的 集合 ,在 狗 和 红色 
动物 这 种 情况 下 , 它 表 示 红 色 的 狗 的 集合 。 对 任何 +、y 而 言 ， 有 
zy 二 yr。 Bc 代表 白色 物体 , H r=y Hid, WH zz 一 zy。 从 zy 
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的 意义 还 可 推出 zx 一 +。 

符号 化 的 cty 表示 在 z PRE y PREE z PLE y 中 的 
事物 的 集合 《这 在 后 来 被 杰 交 斯 CWilliam Stamley Jevons) $T 
修改 ), 这 样 若 工 代表 男人 的 集合 ,y 代表 选民 的 集合 , M x 十 y 则 
是 男人 和 选民 的 集合 {这 一 集合 也 包括 了 女性 选民 }。 因此 可 以 证 
明 ， 若 = 表示 年 龄 超过 35 岁 的 人 的 集合 ， 则 有 

z (ry) =zatzy 

若 + 是 一 集合 , 则 1 一 z 或 一 + 是 所 有 不 在 xz 中 事物 的 集合 。 
RE, 若 1 表示 所 有 事物 的 集合 , 而 x 表示 狗 ，1 一 xz 或 一 z 则 表 
示 非 狗 的 事物 ， 这 样 一 ‘一 +》 表示 狗 的 集合 。 等 式 x 十 (1 一 zx) 
=] 说 明 每 一 事物 要 么 是 狗 ， 要 必 不 是 鸳 。 这 就 是 集合 的 排 中 律 。 
布尔 示范 了 如 何在 不 同 的 领域 运用 这 种 纯 代数 操作 来 进行 推理 。 

布尔 也 引入 了 所 谓 的 命题 还 辑 ， 虽 然 这 一 还 辑 的 使 用 应 当 妃 
WA SHRM 〈Steiecs)。 在 这 种 解释 过 程 中 , 请 总 是 代表 ， 如 ， 
“ 约 葵 是 一 个 男人 ” 且 假 定 p 是 指 “ 约 翰 是 一 个 男人 ”为 真 。 则 1 
—p (RÉP Bas “ZETA” AR. IR. — (一) 
表示 约翰 不 是 男人 不 为 真 , 即 , 约翰 是 一 个 男人 。 命题 的 排 中 律 ， 
即 任何 命题 非 喜 即 假 , 布尔 将 之 表达 为 p 十 (一) 一 1， 其 中 的 1 
ARR. TRE pg 表示 命题 p,q 均 真 ,合理 pte 表示 或 者 p 为 真 
或 者 9 为 真 或 者 p, q 都 真 。 

Eo 摩根 掀起 了 另 一 场 变革 。 在 他 的 主要 著作 《形式 逻辑 》 
(1847 年 ) 中 , > 摩根 引入 了 这 样 的 观点 , BR OARS 
文 上 的 关系 。 亚 里 寸 多 德 的 渤 辑 处 理 的 是 动词 “是 ”的 关系 。 一 
个 典型 的 例子 是 “所 有 的 人 都 是 要 死 的 .” 如 箭 。 摩 根 所 说 ， 亚 里 
士 多 德 的 加 辑 不 能 证 明 由 “一 匹 马 是 一 个 动物 ”到 “一 匹 马 的 头 
是 一 个 动物 的 头 ” 的 推理 ， 这 需要 增加 一 个 前 提 即 所 有 的 动物 都 
有 头 。 亚 里 十 多 短 确 实 担 及 了 逻辑 的 关系 ， 尽 管 是 含混 不 清 且 不 
广泛 。 而且， 亚 里 士 多 德 的 许多 著作 以 及 中 世纪 学 者 们 的 补充 在 
17 世纪 时 已 失散 了 。 

显而易见 ， 需 要 有 关系 的 还 辑 ， 这 样 ， 基 于 关系 “是 ”的 论 
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断 ， an; 

站 是 一 个 ps 

BE-T pb: 

Aik, A BRE p. 

这 显 见 是 错误 的 ， 如 以 下 的 论断 : 

约翰 是 一 个 哥哥 ; 

彼 特 是 一 个 哥哥 ; 

因此 , AAR a ORD, 显然 这 是 错误 的 ， 类 
伺 地 ， 

REMH: 

酸 是 一 种 味道 ; 

固 此， 苹果 是 一 种 味道 。 

也 是 一 个 不 正确 的 结论 。 没 有 发 展 关系 还 辑 是 亚 里 士 光 德 塑 辑 的 
主要 缺陷 ， 这 一 缺陷 莱 布 尼 获 也 注意 到 了 。 

关系 通常 不 能 翻译 成 主 词 十 谓词 ， 其 中 谓词 仅仅 表明 主 词 包 
会 于 由 谓词 所 说 明 的 集合 中 。 因此, 必须 考虑 表示 关系 的 命题 , 例 
如 ; 2 比 3 小 或 点 口 在 点 忆 和 点 RR 之 间 。 也 必须 考虑 它们 的 否 、 
道 、 联 合 等 其 他 联系 的 命题 。 

AAEH (Charles Sanders Peirce) 在 他 从 1870 到 
1893 年 的 几 篇 论文 中 得 以 发 展 , 并 被 施 罗 德 (Ernst Schröder) 系 
统 化 。 皮 和 尔 斯 引入 了 特殊 的 符号 概 指 表示 关系 的 命题 。 这 样 , 如 就 
表示 “i 爱 入， 实际 上 ,他 的 关系 代数 是 很 复杂 的 ,并 不 实用 。 以 
后 我 们 将 看 到 在 现代 符号 还 辑 中 如 何 处 理 关 系 。 

逻辑 科学 的 另 一 扩展 (布尔 曾 涉猎 过 ) ,由 皮尔 斯 有 效 地 引进 。 
他 强调 了 命题 函数 这 一 概念 。 就 像 数学 处 理 的 肾 数 , 如 y 一 2z, 而 
不 是 关于 常数 的 命题 , 如 10 一 2X5。" 约 输 是 一 个 男人 ”是 一 个 全 
题 , 而 “z 是 一 个 男人 ” 则 是 一 个 命题 函数 ， 其 中 工 是 一 个 变量 . 
命题 函数 二 以 包括 两 个 或 更 多 个 变量 ， 如 在 “* y” P, 由 于 度 
尔 斯 的 功绩 ， 推 理 得 以 延 伟 到 命题 函数 中 。 


一 


皮尔斯 还 引 人 了 所 谓 的 “量词 "。 普 通 语言 相对 于 量词 来 说 ， 
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ZR SAN. MAP BAD: 

一 个 美国 人 领导 了 独立 战争 。 

一 个 美国 人 信仰 民主 。 

用 “一 个 美国 人 ”这 一 词语 表示 两 种 不 同 的 意思 。 第 一 句 指 的 是 
一 个 特殊 的 美国 和 人: 乔治 .华盛顿 : 而 第 二 句 指 的 是 每 一 个 美国 
人 。 通 常 这 一 含混 可 以 由 短语 使 用 的 上 下 文 来 判别 ， 但 这 种 会 混 
不 清 对 于 严密 的 逻辑 思维 来 说 却 是 不 可 接受 的 。 论 断 本 身 必 须 是 
明确 的 ， 解 决 的 办 法 就 是 使 用 量词 。 我 们 可 能 希望 能 断言 一 个 命 
题 函 数 对 某 个 集合 中 的 所 有 元素 都 为 真 , 例如 : 每 一 个 美国 人 。 如 
果 对 所 有 的 s z 是 一 个 男人 , 那么 就 能 断言 美国 的 所 有 人 都 是 男 
大 ,“ 对 所 有 的 x” 了 即 是 一 个 量词 。 田 一 方 而 我 们 希望 说 球 少 有 一 
tac, 使 得 x 是 在 美国 的 男人 。 在 这 种 情况 下 ,“ 至 少 存在 一 个 
使 得 ”是 量词 。 这 两 种 量词 分 别 由 符号 yY z+、 x 来 表示 。 

有 还 辑 在 关系 、 命 题 函 数 、 基 词 上 的 扩充 包含 了 在 数学 上 使 用 
的 推理 种 类 ， 使 得 逻辑 更 加 丰富 。 

RBH (Gottlob Frege) ERR (德国 -~ 城市 } 的 一 位 数学 
教授 ， 在 数学 化 还 辑 的 方 宙 上 ， 他 迈 出 了 19 世纪 的 最 关键 一 步 
HERS TIAPREBS HE. CRE) (1879 年 1、《 算 术 基 础 》 
(1884 年 ) 和 + 算术 的 基本 法 则 》( 第 一 卷 ; 1893 年 ; 第 二 卷 ; 1903 
E). 他 继承 了 命题 逻辑 、 涉及 关系 的 命题 、 命题 函数 和 量词 等 观 
念 ， 他 自己 也 做 出 了 一 些 贡 献 。 他 引入 了 一 个 命题 的 叙述 和 判定 
它 是 真 的 这 二 者 之 间 的 区 别 . 用 符号 上 放 在 命题 的 前 而 表示 肯定 。 
他 区 分 了 元 素 开 和 仅 含 工 的 集合 {z}, 还 区 分 了 元 素 属于 集合 和 
集合 蔓 涵 于 另 一 集合 。 

HERB TE CHAMBERS , 称 为 实质 理 含 形式 化 , 它 
HFEA ECHARREN EMES (Philo of Megara). 
逻辑 处 理 关于 命题 和 命题 函数 的 推理 ， 这 一 过 程 中 列 涵 是 最 重要 
的 。 如 ,我们 知道 约 得 是 一 个 申明 的 人 ， 而 聪明 的 人 人 长寿 ， 那 么 
可 以 推导 出 这 样 的 荀 涵 : 约 荐 将 长 寿 。 

LRSM PHRMA. 当 我 们 假定 ， 如:,“ 如 
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REM. 我 将 去 看 电影 ”， 两 个 命题 间 不 仅 有 一 定 的 关系 , 而 且 是 
Mme, BRE “A PAN” Boor. WA” RAAB” D 
然 成 立 。 而 实质 将 涵 的 概念 允许 p 和 g, 邯 前 提 和 结论 ,可 以 为 任 
何 命题 。 命 题 之 间 不 必 在 在 因果 关系 或 其 他 任何 联系 。 可 以 这 样 
说 “如 果 工 是 一 个 偶数 ,我 就 去 看 电影 ”而 且 , KARE 
至 当 z 是 一 个 偶数 为 假 时 , 结果 也 成 立即 “ 若 * 不 是 偶数 时 , 我 
将 去 看 电影 ,” 更 进一步 ， 它 允许 蕴涵 “和 若 z 不 是 偶数 时 ， 我 将 不 
RBBB”. PRINS x 为 偶数 而 我 没有 去 看 电影 时 为 假 。 

从 形式 上 来 说 , Fp Me Hew. Bp WK. MA “pi 
涵 q” 当 然 意味 着 gq 为 真 。 HE, VARI. HE p ARH, 
无 论 ABST, Bw“, ewe” MRAM. RAS p 为 真 而 g 
为 假 时 ， 这 一 蕴涵 为 很 。 这 一 董 涵 观 点 是 通常 意义 的 延伸 。 不 过 
这 一 延伸 并 不 造成 任何 危害 ， 因 为 我 们 只 有 当知 道 p HRY. A 
用 “# 草 涵 9”， 而 且 ， 实 质 蔓 合同 日 常用 法 有 某 些 相通 之 处 。 考 
谍 这 一 论断 “车 哈 罗 德 今天 发 工资 , 他 将 购买 食品 ”。 这 里 , pe 
哈 罗 德 今天 发 工资 , g 是 他 购买 食品 。 现 在 他 可 能 仍 在 购买 食品 ， 
即使 他 今天 没 发 工资 。 因 此 ,我们 把 记 Ae 为 真 的 情况 纳入 合 
PBA, 当然 , 这 一 结论 不 为 假 。 相 似 地 有 ,“ 若 哈 罗 德 今天 没 发 
工资 ， 他 将 不 购买 食品 ”也 不 是 假 命 题 。 作 为 另 一 个 ， 最 后 一 种 
情况 的 更 好 例子 ,， 葛 若 “ 若 木头 是 金属 , 则 木头 是 可 锻造 的 ,” 我 
们 知道 两 个 命题 都 是 假 的 ， 而 草 池 是 真 的。 因此 ， 我 们 把 p Ae 
而 ¢ 为 很 的 这 种 情况 也 包含 在 作为 p 蕴涵 9g 的 正确 情况 。 概 念 的 
重要 应 用 是 能 从 p HAXA p Am g HA PAT 5 p 
为 假 时 的 扩展 在 符号 逻辑 中 是 方便 的 ， 且 最 有 效 的 。 

但 是 , 由 于 无 论 9 为 真 或 假 、z 为 假 都 蕴涵 9， 实质 得 洱 世 就 
允许 一 个 错误 的 命题 曹 涵 任 何 命题 。 对 于 这 一 “缺陷 ”， 有 人 会 反 
驭 说 , 在 一 个 正确 的 逻辑 系统 和 数学 中 , 假 命题 是 不 应 当 出 现 的 。 
不 管 怎么 说 ， 对 实质 蕴涵 的 概念 一 直 存 在 反对 意见 。 例 如 ， 彭 关 
勒 用 这 样 的 事例 嘲笑 它 ， 说 有 些 学 生 在 考试 中 用 错误 命题 得 出 了 
正确 命题 。 但 是 ， 尽 管 在 这 一 概念 上 还 需 做 更 大 的 努力 ， 实 质 绒 
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涵 现 在 成 了 一 种 规则 ,至 少 在 符号 逻辑 中 是 作为 数学 基础 使 用 的 。 

绅 雷 格 做 出 的 另 一 更 大 贡献 ,在 以 上 后 被 证 实 是 举足轻重 的 。 膛 
a SH. RK RIL RPK. Be. BAH 
{he Bee. 由 于 19 世纪 末 其 他 数学 分 冯 的 重新 组 织 , JL 
何 中 的 许多 论 断 可 以 由 被 少 的 基本 论断 一 一 公理 导出 。 弗 雷 格 为 
逻辑 精细 地 做 了 这 一 工作 。 他 的 符号 和 公理 是 复杂 的 ， 我 们 仅仅 
从 字面 上 指出 逻辑 的 公理 发 展 的 方法 ( 见 第 十 章 ), 作为 - -个 公理 
HRA? GM p Ke" ARERR. AA, Ke MBs, 
户 或 者 4 中 至 少 一 个 是 真 的 。 若 我 们 -- 开 始 便 假 定 » 为 真 , 则 pp 和 
q 中 的 一 个 肯定 为 真 。 

我 们 也 可 以 把 下 述 作为 公理 : 车 由 4 表示 的 某 命 题 (或 命题 
组 合 ) 为 真 且 AAA B，B 为 另 一 命题 (或 命题 组 合 }， 则 我 们 可 
以 单独 地 判断 B。 这 一 公理 , 称 为 推理 规则 , 使 我 们 能 推导 或 判定 
新 的 命题 。 

由 上 面 的 公理 我 们 可 推导 出 ， 例 如 : 

户 为 真 或 者 p AB 
这 一 推导 组 成 了 排 中 律 

还 可 以 推导 出 矛盾 律 ， 其 字面 形式 是 疡 和 非 p 不 能 同时 为 
真 ， 两 种 可 能 只 能 有 一 种 成 立 。 了 矛盾 律 应 用 于 数学 中 所 谓 的 间接 
EHF. ERDRE? AR, MESH AR. 我 们 得 到 也 和 
F z, 但 两 者 不 能 同时 成 立 , 因此 p 一 定 为 假 . 这 种 间接 方法 经 常 
采用 另 一 种 形式 ， 我 们 假设 请 为 真 ， 且 它 蓝 涵 9, He 已 知 为 假 ， 
因此 , 由 逻辑 定律 , p 一 定 为 假 . 许多 其 他 常用 的 逻辑 定律 都 可 由 
公理 演绎 而 来 。 这 种 还 辑 的 演绎 结构 始 于 弗 雷 格 的 《概念 演算 小， 
在 他 的 《基本 法 则 》 中 得 以 发 展 。 

弗 雷 格 还 有 一 个 更 宏大 的 目标 ， 在 以 后 的 章节 中 我 们 将 细 述 
《 见 第 十 章 )。 这 里 篇 单 提 一 句 ， 他 在 他 的 辑 辑 工作 中 试图 为 数 和 
代数 分 析 构 造 出 一 个 新 的 基础 ,这 一 基础 比 19 世纪 最 后 几 十 年 中 
的 批评 运动 还 要 严格 得 多 。 

另 一 个 用 符 导 如 辑 来 疏 进 数 掌 的 严密 性 的 关键 人 物 是 庶 亚 
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诺 ， 像 戴 德 金 一 梓 ， 他 在 数学 中 发 现 现存 的 严格 性 不 完善 ， 因 而 
RAF REA. PRR SERA. WA 
于 数学 公理 的 表示 式 ， 并 旦 用 符号 退 辑 原理 操作 符号 公理 进行 定 
理 的 推导 。 他 明确 而 坚定 地 认为 ， 我们 应 当 放 弃 直 觉 ， 而 这 具有 
用 操作 符号 运算 才能 做 到 ， 符 号 避免 普通 词语 间 直 觉 联 系 带 来 
的 危险 。 

皮 亚 诺 将 量词 、 连 词 例如 “和 和”、“ 或 "、“ 非 ”引入 了 自己 的 
符号 系统 。 他 的 符号 这 辑 只 具 雏 形 ， 但 影响 其 太 。 他 所 编辑 的 杂 
志 * 数 学 评论 》( 创 建 于 1891 年 , 于 1906 年 出 刊 ) 和 所 著 的 五 卷 
《数学 公式 $《1894 一 ]908 年 ) 是 他 主要 的 页 献 。 在 《公式 》 中 他 
给 出 了 以 前 所 提 及 的 整数 的 公理 , 皮 亚 庶 创 建 了 逻辑 学 家 的 学 派 ， 
而 皮尔 斯 种 弗 置 格 的 工作 在 罗素 1901 年 发 现 弗 雷 格 的 贡献 之 前 
一 直 鲜 为 人 知 。 PRF 1900 ERR Pies Lie, EERE 
的 ， 他 更 欣赏 皮 亚 诺 的 工作 。 

SAR. MPSA. BEB. BPH ERA Tw 
学 方法 的 应 用 : 符号 系统 和 从 还 辑 公理 中 得 到 还 辑 原理 的 推导 证 
明 。 所 有 的 这 些 关 于 形式 逻辑 或 符号 还 辑 中 的 工作 吸引 逊 辑 学 
家 和 数学 家 ， 因 为 符号 的 使 用 避免 了 心理 上 上、 认识 上 、 形 而 上 学 
的 意义 和 暗示 。 

包括 命题 沙 数 关系 , Oc By” R “ATEB, CA”, 以 及 
量词 的 逻辑 的 系统 现在 一 般 称 为 一 阶 谓词 演算 或 一 阶 人 四 辑 。 明 人 然 
对 基 些 逻辑 学 家 而 言 ， 它 并 不 能 覆盖 数学 中 所 有 用 到 的 推理 ， 鲍 
如 数学 归纳 法 ， 它 是 现代 数学 家 颇 为 青睐 的 系统 。* 

鉴于 以 后 我 们 将 涉及 数学 的 逻辑 结构 ， 在 这 里 让 我 们 强调 一 
点 ,数学 和 逻辑 的 严格 化 是 首先 由 欧 岂 里 得 通过 公理 途径 达到 的 。 











* 为 了 厢 括 数学 中 所 有 用 到 的 推理 ， 一 些 远 辑 泣 家 们 提出 了 所 请 的 一 芥 次 辑 ， 这 
ERAT. 这样 , ERT 一 *， 我 们 希望 断言 所 有 通用 于 zx 的 请 词 都 适 于 
y， 通 过 包含 “对 所 有 宾语 而 言 ” 这样 的 肖 杀 或 用 符号 =y (F) UF GF GD 
来 量化 谓词 。 一 一 原 注 
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这 一 方法 的 一 些 特色 在 19 世纪 的 公理 化 运动 中 盒 米 鳃 清晰 ,让 我 
们 回顾 一 下 它们 。 

普 先 是 定义 被 念 的 必要 性 。 因 为 数学 独立 于 其 他 学 笠 ， 所 以 
定义 也 必须 用 其 他 的 数学 概念 来 说 明 。 如 此 ， 这 一 过 程 将 导致 定 
义 的 元 限 循环 。 解决 这 一 问题 的 方法 是 基本 概念 必须 是 不 加 定义 
的 。 那么 怎么 用 它们 呢 ? 又 怎么 知道 对 于 他 们 可 以 断言 哪些 事实 
OR? 答案 在 于 公理 确定 了 未 定义 (已 定义 ) 概念 ， 告 诉 我 们 什么 
可 以 判定 。 这 样 ， 如 果 点 和 和 线 未 定义 ， 则 两 点 确定 -- 条 直线 的 公 
理 和 三 点 确定 一 个 平面 的 公理 ， 可 以 用 来 推导 关于 点 、 线 、 面 更 
进一步 的 结论 。 尽管 亚 里 士 多 德 在 他 的 《工具 论 》、 帕 斯 卡 在 他 的 
《几何 精神 论 》 中 ， 以 及 莱 布 尼 获 在 《单子 论 》 中 都 强调 了 未 定义 
慨 念 的 必要 性 ， 但 数学 家 们 还 是 忽视 了 这 一 事实 ,结果 给 出 了 许 
EELEE, WAE (Goseph-Diaz Gergonne) 早 在 19 世 
纪 初 即 指出 公理 将 告诉 我 们 对 来 定 广 的 和 福 念 可 以 做 出 什么 样 的 结 
论 ; 它们 给 出 了 所 谓 的 隐 含 定义 。 直 到 1882 年 帕 斯 再 一 次 强调 末 
定义 概念 的 必要 性 ， 数 学 家 们 才 开 始 严 害 地 考 虞 这 一 问题 。 

任何 演绎 系统 一 定 包括 未 定义 概念 ， 其 能 翻译 成 满足 公理 的 
合 义 ， 这 一 事实 给 数学 家 们 引入 了 一 个 新 层次 的 抽象 。 这 一 点 早 
被 格拉 斯 曼 在 他 的 《线性 扩张 论 》(1844 年 ) 中 握 出 。 他 指出 几何 
当 不 同 子 物理 空间 的 研究 ， 几 和 何 是 一 个 纯 数 学 结构 ， 可 以 运用 于 
物理 空间 , (ARSE. 后 来 , 公理 的 研究 者 们 ; 帕 斯 、 皮 
亚 诺 利 希 尔 怕 特 ， 强 调 了 这 种 抽象 性 。 虽 然 骨 斯 明白 存在 末 定 义 
概念 且 只 有 公理 限制 它们 的 意义 ;但 他 只 在 头脑 中 构造 几何 。 皮 
亚 诺 洞悉 帕 斯 的 研究 ,在 他 1989 年 的 文章 中 更 清楚 地 认识 到 许多 
其 他 的 解释 也 是 可 能 的 。 和 希 尔 伯 特 在 《几何 基础 》(1899 年 ) 中 指 
包 ， 昌 然 用 的 概念 是 点 、 线 、 面 等 ， 但 如 果 它 们 遵从 所 涉及 的 公 
IS, TW. ARR. HR RAS REH 
可 能 性 实际 上 是 非常 有 益 的 ， 因 为 它 允 许 更 多 的 应 用 ， 但 我 们 将 
发 现 {网 第 十 二 章 ) 它 也 引起 一 些 令 人 困扰 的 结果 。 

由 斯 通晓 现代 公理 体系 , 他 提出 的 观点 的 意义 在 19 HEKE 
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然 并 未 被 接受 ， 即 必须 建立 公理 集合 的 相 容 性 ， 也 就 是 说 ， 它 们 
不 会 导致 子 盾 的 定理 。 非 欧 几 和 何 中 祖 容 性 问题 曾 出 现 ， 但 已 被 满 
BWT. BÆ, RJL S ARIA. G … 些 基本 的 分 
支 ， 绍 整数 理论 或 欧 氏 几何 ， 任 何 关于 相 容 性 的 疑问 看 上 去 是 不 
切实 际 的 。 不 管 怎么 说 ， 帕 斯 认为 这 些 公理 系统 的 相 容 性 应 该 建 
立 起 来 ， 弗 雷 格 峙 和 他 这 一 观点 ， 他 曾 在 《算术 基础 》(1884 F) 
Paik, 
把 一 个 单纯 的 假设 当 作 自己 的 结 录 来 着 竹 处 理 
问题 是 很 普遍 的 ， 我 们 假设 在 任何 情况 下 ， WITA 
法 、 除 法 、 开 方 的 运算 都 是 可 能 的 ， 而 且 认 为 我 们 
已 经 做 了 足够 多 的 这 种 和 运算。 但 是 为 什么 我 们 不 假 
定 任 何 三 点 可 以 画 出 一 条 直线 ? 为 什么 我 们 不 假设 
所 有 的 加 法 、 乘 法 定律 在 三 维 复数 系统 中 会 像 在 实 
数 中 一 样 成 立 ?” 因 为 该 些 假设 包含 着 未 盾 。 如 这 样 
我 们 首先 要 做 的 是 证 明 我 们 的 其 他 假设 不 包 人 沼 任 何 
矛盾， 直到 我 们 做 了 这 一 切 ， 像 我 们 希望 的 ， 严 榨 
才 不 会 是 空想 ， 
皮 亚 诺 和 他 的 学 派 也 在 19 世纪 90 年 代 开 始 比较 严肃 地 对 待 相 容 
性 问题 。 皮 亚 诺 相信 建立 相 容 性 将 很 容易 。 
数学 的 相符 性 很 可 能 在 希腊 时 代 就 被 怀疑 ,为 什么 到 19 世纪 
末 它 才 得 以 显露 ? 我 们 已 经 注意 到 ， 非 欧 几 何 的 创立 迫使 人 们 意 
识 到 ， 数 学 是 人 为 的 ， 只 是 对 现实 世界 的 近似 描述 ， 这 种 描述 是 
相当 成 功 移 ,但 从 反 暴 宇宙 的 固有 结构 而 言 ， 它 并 不 是 真理 ， 因 
而 不 必 是 相 突 的 。 实际 上 ,19 世纪 未 的 公理 化 运动 使 数学 家 们 认 
识 到 数学 和 现实 世界 间 有 一 条 壕沟 ， 每 个 公理 体系 都 包含 未 定义 
概念 ， 其 属性 在 这 些 公理 意义 上 是 明确 的 。 但 这 些 概 念 的 意义 并 
ARE, BARN PR RMR AR. ARAB. BSA 
定 的 是 ， 公 理 是 用 来 确定 属性 ， 从 而 使 这 些 概念 确实 具有 我 们 本 
能 地 与 之 联系 在 一 起 的 属性 。 但 是 我 们 确实 做 到 了 这 一 点 吗 ? 我 
位 能 确保 没 引 大 一 些 想 要 的 属性 或 蔓 涵 ， 而 导致 了 了 矛盾 喇 ? 
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公理 化 方法 的 另 一 个 特点 也 是 由 帕 斯 指出 的 。 数 学 任 一 分 支 
的 公理 最 好 是 独立 的 ， 即 这 一 分 支 中 的 任 一 公理 不 应 当 由 其 他 公 
理 推出 来 。 如 果 这 样 的 话 ， 被 推导 出 的 公理 只 能 蚌 一 个 定理 。 确 
定 一 个 公理 的 独立 性 的 方法 是 给 出 其 他 公 旦 的 一 个 解释 或 模式 ， 
其 中 这 些 公理 都 满足 ， 而 欲 加 讨论 的 那个 不 满足 (这 一 解释 不 必 
与 欲 加 讨论 的 会 理 的 和 否定 相 容 )。 例 如 , MAK KILIAN EA 
建立 平行 公理 的 独立 性 时 ， 可 以 用 双 曲 非 欧 几何 来 解释 ， 在 这 种 
几何 中 除 平行 公理 外 ， 所 有 欧 氏 几何 的 其 他 公理 都 满足 ， 一 个 既 
能 满足 所 论 公 理 又 能 满足 与 其 相 了 矛盾 的 公理 的 解释 是 不 相 容 的 。 
因 比 当 用 一 个 解释 或 模式 来 证 明 一 个 公理 的 独立 性 时 ， 首 先 必 须 
知道 这 一 横 式 是 否 祖 容 。 这 桩 ， 像 我 们 以 前 提 到 的 ， 欧 氏 儿 何平 
行 公理 的 独立 性 是 由 在 欧 氏 几何 中 建立 一 双 曲 非 欧 儿 何 模式 而 确 
立 的 。 
虽然 我 们 后 而 的 大 多 数 时 间 是 关注 着 数学 公理 化 引起 的 疑 
fal. 不 涉及 重大 的 问题 , 但 在 20 世纪 初 公理 化 方法 被 认为 是 完美 
的 。 没有 人 比 希 尔 怕 特 对 它 更 为 推崇 了 ， 他 是 那 时 进 界 上 顶尖 的 
数学 家 ,在 他 的 文章 中 关于 “公理 化 思维 ”(1918 年 出 版 ) ,他 宣称 : 
任何 可 以 成 为 数学 思维 对 象 的 东西 ， 其 理论 约 
建立 一 旦 成 熟 ， 它 就 会 成 为 公理 化 的 方法 ， 并 由 此 
直 搂 进入 数学 。 通 过 探 导 公理 的 每 一 更 深 移 后 次 
e RATAREA SRR AH. RRR 
的 统一 ， 特 别 是 借 劲 公理 化 方法 ， 数 学 应 该 在 所 有 
认识 户 起 到 主导 作用 。 
在 1922 年 他 叉 断 言 : 
公理 化 方法 ， 确 实 是 ， 而 旦 始终 是 不 论 在 哪个 
领域 己 探 求 事实 精 著 的 合适 的 .不 可 缺少 的 工具 。 其 
球 辑 性 是 无 项 可 击 的 ， 同 时 也 是 成 熟 的 ， 因 此 也 保 
证 了 分 析 的 完全 自由 。 进 行 公 理化 意味 着 除了 有 关 
问题 外 ， 不 需 考 虑 其 他 知识 。 起 先 没有 公理 化 方法 
时 ， 人 只 是 纲 稚 地 思考 ， 把 一 些 特 定 的 关系 当 作 教 
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大 们 一 般 认 为 数学 家 们 都 会 先 成 在 一 个 坚实 ， 严 格 的 基础 上 
建立 自己 的 科学 , 但 是 数学 家 们 也 是 人 , 一 些 基 本 概念 如 无 理 数 、 
连续 性 、 积分. 导数 的 精确 定义 未 被 所 有 的 数学 家 们 乐于 接受 。 许 
多 人 并 不 理解 新 的 技术 语言 ， 而 把 这 些 精确 的 定义 看 作 是 无 种 之 
BR 他 们 认为 对 数学 的 理解 ,其 至 对 严格 的 证 明 都 是 没有 必要 的 。 
这 些 人 觉得 直觉 已 经 够 好 的 了 ,尽管 对 于 没有 导数 的 连续 函数 和 
其 他 多 辑 上 正确 得 非 直 觉 的 创造 倍 感 惊讶 。 皮 卡 在 1904 年 这 样 提 
及 偏 微分 方程 中 的 严格 :“ 真 正 的 严格 是 富有 成 效 的 , 与 那 种 纯 形 
式 和 繁杂 的 严密 截然 不 同 ， 那 种 严密 工作 给 它 所 触及 的 问题 投 上 
了 表 影 .” 埃 尔 密 特 在 1893 年 5 月 20 日 给 斯 蒂 杰 斯 的 一 封 信 中 写 
道 ,“ 我 简直 惊 合 方 状 , 不 愿意 面 对 这 一 不 幸 的 现实 , 没有 导数 的 
连续 函数 !” 豆 加 勤 在 他 的 数学 哲学 《将 在 以 后 的 章节 中 研究 ) 中 
也 抱怨 道 :“ 在 以 前 , 新 的 函数 引进 时 , 目的 是 为 了 应 用 它们 。 今 
天 却 恰恰 相反 ,构造 函 数 是 为 了 证 明 前 人 的 错误 ， 而 本 身 训 无 半 
点 用 处 。” 

有 许多 大 坚持 说 他 位 的 定义 和 证 明正 是 严格 化 所 产生 的 结 
果 ， 即 使 恕 鲍 莱 尔 这 样 的 大 骊 也 如 此 捍卫 自己 ， 其 他 的 大 则 反对 
IX PPO ER BE. PSR 1934 年 在 一 篇 文章 中 称 严 密 化 是 例行公事 。 
还 有 一 些 人 仍旧 不 理解 严 密 化 ， 因 而 防御 性 地 贬损 它 ， 有 一 些 人 
称 之 为 数学 中 的 混乱 ， 对 于 新 的 观点 ， 即 在 当时 的 情况 下 有 助 于 
数学 的 严密 化 的 观点 ， 数 学 家 和 其 他 的 人 同样 不 乐于 接受 。 

严密 化 工作 揭示 了 数学 创造 的 另 一 面 。 严 密 化 满足 了 19 世纪 
的 需要 ,而 最 后 的 结果 也 告诉 了 我 们 关于 数学 发 展 的 一 些 事实 .新 
建立 的 严密 结构 也 许 保证 了 数学 的 正确 性 ， 但 这 一 保证 几乎 迹 无 
必要 。 算 术 、 代 数 、 欧 氏 上 几何 中 没有 一 个 定理 因此 而 改变 ， 而 分 
配 的 定理 只 是 比 以 前 要 更 仔细 地 表述 了 .。 于 是 ， 想 用 一 个 连续 范 
数 的 导数 时 必须 假设 其 是 可 导 的 。 事 实 上 ， 所 有 的 这 些 新 的 会 理 
化 结 攀 和 严密 所 做 的 无 非 是 证 明了 数学 家 所 知道 的 那些 东西 确实 
是 那样 的 。 确实 , 这 些 公理 只 能 产生 现存 的 这 些 定理 而 非 其 他 . A 
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在 逻辑 之 上 而 是 建 并 在 健全 的 直觉 之 二 。 严 密 化 正 像 阿 达 蕊 指出 
PY ABBE» 仅仅 是 对 直觉 承认 的 东西 加 以 确认 ,或 背 如 瑙 尔 所 说 ,这 
辑 是 数学 家 们 柱 要 保 证 思想 健康 和 强壮 的 卫生 手段 . 

不 管 怎样 ,到 1900 年 严密 化 已 经 再 次 强调 了 它 的 地 位 ,而 且 ， 
邵 使 是 晚 了 几 个 世纪 ， 也 终于 获得 了 靖 认 .数学 家 们 可 以 宣称 他 
们 根据 希腊 人 所 设 定 的 标准 完成 了 自己 的 舍命 ， 他 们 可 以 比较 放 
心地 依 蒜 这 些 知 识 了 ， 因 为 除了 一 些 细 枝 末节 的 修改 之 外 ， 他 们 
在 经 验 或 直觉 上 建立 起 来 的 绝 大 多数 已 被 逻辑 所 证 实 . 事 实 上 . 数 
学 家 们 如 此 欢欣 鼓舞 , 竟 至 有 些 得 意 忘 形 了 。 他 们 回顾 几 次 危机 : 
无 理 数 、 微 积分 、 非 欧元 何 和 四 元 数 ， 他 们 为 自己 克服 了 这 些 创 
造 带 来 的 灾难 而 喝彩 不 已 。 

在 1900 年 巴黎 举行 的 第 二 届 国 际 数学 大 会 上 , 彭 如 勤 , 希 尔 
伯 特 领袖 地 位 的 主要 觉 争 者 ， 作 了 一 重要 讲话 。 尽 管 他 人 怀疑 一 些 
数学 中 引入 的 过 分 精炼 的 价值 ， 但 仍 夺 粮 道 ， 

我 们 最 终 达 到 了 绝对 的 严密 吗 ? 在 数学 发 展 前 
进 的 每 一 阶段 ， 我 们 的 前 人 都 坚信 他 们 达到 了 这 一 
点 ， 如 果 他 被 蒙 南 了 ， 我 们 是 不 是 也 像 他 们 一 样 被 
KET? *…*… 但 今天 在 分 析 中 ， 如 果 我 们 不 厌 其 烦 
地 严格 的 话 ， 就 会 发 现 只 有 三 段 论 或 归结 于 纯 数 的 
直觉 是 不 可 能 其 幅 我 们 的 。 今 天 我 位 可 以 宣称 绝对 
的 严密 已 经 实现 了 ! 

束 加 勒 在 他 的 著作 《科学 的 价值 》(1905 年 ) 所 收集 的 一 篇 论 
文中 又 重复 了 他 的 大 话 。 当 我 们 观察 到 这 些 科学 家 在 使 他 们 这 门 
学 科 的 许多 分 支 严密 化 时 所 表现 出 来 的 热情 时 ， 不 难 找到 如 此 车 
际 然 的 原因 ， 除 极 少 数 愚者 ， 数 学 现在 的 基础 已 被 所 有 数学 家 所 
接受 ， 因 此 他 们 完全 可 以 欢呼 做 原 了。 

TERR BH ARR 《公正 》 中 ， 哲 学 家 潘 格 洛 斯 博士 甚至 在 
被 绞 死 之 前 ,还 这 样 说 道 ,“ 在 所 有 可 能 的 世界 中 , 这 是 最 好 的 。” 
怡 如 有 些 数学 家 ,不 知道 他 们 马上 要 被 自己 竖 起 的 绞刑 架 员 死 ,还 
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在 说 他 们 已 进入 了 最 美好 的 境地 。 实 际 上 ， 暴 风雨 正在 酝酿 ， 如 
RAH 1900 年 国际 数学 家 太 会 的 数学 家 们 拾 头 看 看 和 窗外, 他 们 也 
许 就 会 警觉 ,但 是 他 们 却 都 沉 注 于 庆祝 的 标 光 酒 影 之 中 了 。 

(RE, 还 是 有 这 么 -一 个 人 , 同样 在 1900 年 大 会 上 清醒 地 认识 
到 数学 基础 中 的 漏洞 并 未 完全 堵 住 。 在 这 次 会 说 上 ， 希 尔 伯 特 列 
出 了 他 认为 是 数学 发 展 中 最 重要 的 23 个 问题 。 第 一 个 问题 包括 两 
部 分 ， 康 托 尔 引入 了 超 限 数 来 表示 无 限 集中 元 素 的 个 数 ， 关 于 这 
一 创举 , 希 尔 伯 特 提出 的 问题 是 , 证 明 整 数 个 数 这 一 址 限 数 之 后 ， 
第 二 大 起 限 数 是 所 有 实数 的 个 数 。 在 第 九 章 中 我 们 将 论 及 这 一 
问题 。 

第 一 个 问题 的 第 二 个 部 分 是 要 求 一 种 重 排 实数 的 方法 ， 使 得 
这 样 重新 排序 后 的 集合 是 所 谓 的 良 序 集 。 虽 然 在 以 后 我 们 将 论 及 
这 一 向 题 ， 但 现在 只 要 这 样 说 就 行 了 ， 即 : 实数 集 的 良 序 化 要 求 
从 良 序 化 后 的 实数 集中 选 出 的 任 一 子 集 都 有 最 小 元 。 在 实数 的 通 
常 排列 中 ， 若 选择 比 5 大 的 所 有 实数 做 为 一 个 子 集 ， 那 么 这 一 子 
集 将 没有 最 小 元 。 

希 尔 伯 特 的 第 二 个 同 题 则 更 为 明显 并 有 更 大 的 影响 。 我 们 已 
经 注意 到 ， 相 容 性 问题 的 产生 网 非 欧 几 何 有 关 ， 而 且 也 给 出 了 在 
健 设 殉 氏 玫 何 相 容 的 铺 训 下 的 证 明 。 和 希 尔 伯 特 通过 解析 几何 这 一 
媒介 ， 指出 如 果 算 术科 学 是 相 容 的 ， 则 欧 氏 区 何 是 相符 的 . 因此 ， 
在 他 第 二 个 向 题 中 他 要 求 有 算术 科学 是 相 容 的 证 明 。 

康 托 和 尔 的 确 注意 到 了 希 尔 伯 特 第 一 问题 的 两 个 部 分 ， 而 且 帕 
斯 、 皮 亚 诺 和 弗 雷 格 也 注意 到 了 相 容 性 的 问题 ， 但 是 只 有 和希 尔 伯 
特 在 1900 年 认为 这 些 间 题 是 十 分 重大 .而 不 是 暂时 的 .之 无 疑问 ， 
大 多 数 的 科学 家 上 昕 到 希 尔 伯 特 在 1900 年 第 二 属国 际 数学 大 会 上 
的 发 言 后 ， 都 认为 这 些 问题 无 足 轻 重 ， 纯 属 异 想 天 开 。 他 们 转 而 
被 希 尔 怕 特 所 提出 的 其 他 问题 所 汲 引 ， 因 为 对 算术 的 相 容 性 ， 入 
们 深信 不 疑 ,许多 关于 非 欧 儿 人 何 柏 容 性 的 疑 何 一 一 它 是 奇特 的 ,其 
至 与 直觉 截然 相反 一 一 是 合情合理 的 。 但 是 实数 系统 已 经 用 了 五 
二 多年， 无 数 关 于 实数 的 理论 均 被 证 明 ， 仍 来 发 现任 何 了 矛盾 。 实 
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数 公 理 产 生 了 许多 著名 定理 ， 这 样 的 公理 体系 怎么 会 是 不 相 容 
的 呢 ? 

任何 关于 希 尔 伯 特 明 智 地 提出 上 上述 问题 ,并 且 把 它 放 在 23 个 
AS A ARERR YT. RBH. WARE, AER 
学 家 开始 昕 到 了 需 声 ， 但 其 至 是 希 尔 伯 特 也 没 能 预见 到 等 待 他 们 
HEEE — AAR! 
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数学 中 不 存在 真正 的 论战 。 
-一 高 斯 

刻 辑 是 使 人 走向 错误 的 艺术 。 
一 一 无 名 氏 


经 历 了 几 个 世纪 在 理性 迷 千 中 的 摸索 , 到 1900 年 , 数学 家 们 
似乎 已 经 赋 也 了 他 们 的 学 科 一 种 理想 的 结构 ， 也 就 是 欧 儿 里 得 在 
他 的 《原本 》 中 所 描述 的 那 种 。 他 们 最 终 承 认 了 未 定义 概念 的 必 
F., 一 些 会 混 或 令 人 不 愉快 的 定义 被 取消 ， 一 些 分 支 也 被 建立 在 
严格 公理 的 基础 上 上. 正确、 严谨 、 演 绎 的 证 明 取 代 了 基于 直觉 或 
经 验 的 结论， 甚至 逻辑 学 的 原理 也 被 发 展 用 以 完善 数学 家 们 过 去 
常用 的 那 种 不 正规 的 ， 不 清晰 的 证 明 方 式 。 就 我 们 所 知 ， 到 1900 
年 时 , ETA AE SE. 至 此 , ERM SHA. 
学 家 们 因此 倍 感 欣喜 。 正 当 他 们 额 手 称 庆 之 时 ， 新 的 发 展 却 搅 乱 
了 他 们 的 平静 生活 ,这 甚至 超出 了 19 世纪 前 半 叶 时 非 欧 几何 和 四 
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TURE RS, TERA a: KERE TET, 
SER ED ABT.” 

aeRO SS SOP RCS AE BH MARK REIS E 
础 的 问题 ( 见 第 八 章 》, 这 其 中 , 建立 不 同 公理 系统 的 相 容 性 问题 
是 最 基本 的 。 他 也 意识 到 公理 化 方法 使 得 未 定义 概念 及 其 有 关公 
理 的 运用 成 为 必 沉 ， 泽 直觉 ， 这 祥 的 概念 及 公理 有 着 很 特殊 的 意 
六 。 例 如 ， 点 ， 线 、 面 这 些 词语 ， 都 有 实在 对 应 物 ， 而 欧 氏 几何 
的 公理 ， 正 是 表述 这 些 概念 间 的 物理 事实 的 。 然 而 ， 正 像 希 尔 伯 
特 所 强调 的 、 纯 粹 的 欧 氏 几何 逻辑 并 不 要 求 点 、 线 、 面 被 束缚 于 
某 种 特定 的 解 酸 ,而 且 对 这 样 的 公理 , 应 该 用 尽 可 能 少 的 假定 , 而 
致力 于 挫 导 出 更 多 的 东西 。 尽 管 有 人 试图 把 公理 公式 化 ， 以 使 他 
们 能 斯 言 哪些 东西 看 起 来 有 实在 意义 ， 但 在 公式 化 的 同时 ， 也 存 
在 着 危险 , 即 这 些 公理 可 能 成 为 不 相 容 的 ; RSS A. 
帕 斯 、 皮 亚 诺 和 弗 雷 格 已 经 意识 到 了 这 种 危险, 希 尔 伯 特 在 1900 
年 的 巴黎 数学 家 大 会 上 也 强调 了 这 个 问题 。 

把 物理 事实 抽象 公式 化 时 ， 可 能 出 的 毛病 用 一 个 粗浅 的 比喻 
也 许 更 容易 明白 。 发 生 了 一 起 罪案 (许多 人 会 同音 数 学 蚌 一 种 罪 
过 )， 一 个 侦探 在 调查 案件 时 ,有 一 些 未 定 祥 概念， 如 罪犯 、 犯 罪 
时 间 等 。 无 论 得 到 什么 事实 , 他 都 记录 下 来 , 这 就 是 他 的 公理 , 然 
后 他 对 事实 进行 推理 ， 以 期 对 案子 能 做 出 一 些 判 断 。 他 很 可 能 做 
出 矛盾 的 推论 ， 因 为 他 所 做 的 一 些 假 识 ， 尽 管 尽 可 能 的 基于 已 发 
生 的 事 捕 ， 却 仍然 可 能 超出 事实 或 内 是 接近 事实 ， 虽然 在 实际 情 
沈 中 并 不 存在 了 矛盾。 的 确 存 在 犯罪 和 罪犯 ， 但 推理 会 得 出 这 样 的 
结论 ， 罪 犯 身 高 于 英尺 ， 同 时， 他 身高 六 英尺 。 

如 果 不 是 为 了 新 的 发 展 ， 那 么 ， 各 公理 系统 相 容 性 的 证 明 能 
答 成 为 关键 性 问题 , 还 是 值得 怀疑 。 到 1900 年 . 数学 家 们 认识 到 
他 们 不 能 再 依 束 于 数学 的 物理 真实 性 来 肯定 它 的 查 容 性 .上 眉 前 , 当 
欧 氏 几 柯 被 当 作物 理 空间 的 几何 时 ， 其 中 定理 的 连续 推导 会 导致 
了 矛盾 是 不 可 思议 的 事情 . 但 是 到 1900 E, 欧 氏 几何 被 看 成 不 过 是 
建立 在 一 组 三 十 条 左 厦 人 为 公理 上 的 逻辑 构造 ， 被 此 于 盾 的 定理 
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上 出现 是 确实 可 能 的 。 那样 的 话 , 许多 以 前 的 工作 会 变 得 训 无 意义 ， 
这 是 因为 ， 如 果 两 个 彼此 了 矛盾 的 理论 出 现 的 活 ， 每 一 个 都 可 以 用 
来 证 明 另 一 个 的 矛盾 之 处 , 因此 ,推导 出 来 的 定理 会 训 无 用 处 。 人 得 
希 尔 伯 特 通过 证 明 ， 只 要 算术 系统 的 逻辑 构造 是 相 容 的 ， 则 欧 氏 
几何 也 是 相 容 的 ， 排 除了 这 种 可 怕 的 “如 果 ”， 也 就 是 说 ， 实 数 系 
统 必 然 是 相 容 的 ， 对 此 几乎 不 存在 什么 忧虑 和 危机 。 

但 是 , 令 所 有 大 惊 懂 不 已 的 是 , 刚 过 1900 年 ， 就 在 构成 并 延 
昼 我 们 关于 数 的 知识 的 基础 理论 中 发 现 了 矛盾。 因而 到 1904 年 普 
PRATHER (Alfred Pringsheim) ,一 位 杰出 的 数学 家 说 ,数学 所 寻 
找 的 真实 就 是 相 容 性 。 当 希 尔 伯 特 在 1918 年 的 一 篇 文章 中 再 次 强 
调 这 个 向 是 的 时 收 。 他 已 有 了 比 1900 年 讲话 时 更 充足 的 理由 。 

在 旧 体 系 中 导致 子 盾 并 让 人 们 大 开眼 界 的 新 理论 是 关于 无 穷 
集合 的 。 分 析 的 严密 化 使 人 们 必须 考虑 ， 收 艇 的 无 穷 级 数 〈 有 一 
个 有 限 和 ) 和 那些 发 散 级 数 的 区 别 。 在 这 些 级 数 中 ， 三 角 函 数 的 
AGAR, 即 以 健 立 叶 命 名 的 傅立叶 级 数 , 起 了 极其 重要 的 作用 。 
而 一 些 在 严密 化 过 程 中 产生 的 问题 ， 在 康 托 尔 着 手 解 答 时 暴露 了 
Hoe. PRE Re. HRSA oR, REA A 
数 ， 所 有 有 理 数 和 所 有 实数 的 集合 的 计数 。 

当 康 托 尔 把 无 穷 集 看 成 一 个 可 以 被 人 的 心智 思考 的 整体 时 ， 
他 就 打破 了 长 久 尺 来 的 定论 。 从 亚 里 士 多 德 起 ， 数 学 家 们 就 能 区 
SRI BACH. HM. WEAR, DRAW ERE 
某 个 确定 时 间 创 生 的 , 它 的 年 龄 就 是 潜 无 穷 . 因为 无 论 什 么 时 候 ， 
ERRAR, ARK. BRA GE) 整数 的 集合 也 可 以 被 闭 
成 是 潜 无 限 的 。 因 为 ， 即 使 一 个 人 数 到 了 一 百 万 ， 他 还 可 以 考虑 
再 如一、 加 二 , SS. RT. RRA EE BREA. M 
任何 时 刻 其 年 龄 都 是 实 元 穷 的 。 辐 样 ， 所 有 路 数 的 集合 被 当 作 一 
A BARAT FER TSF AY 

AGRE MELA. 还 是 潜 无 穷 ， 这 个 问题 由 来 已 入 。 E 
里 士 多 德 在 他 的 《物理 学 》 中 得 出 的 结论 是 ;“ 可 选择 的 是 元 限 具 
有 次 性 的 存在 …… 不 会 存在 实 无 限 .” 他 坚持 认为 数学 中 不 需要 后 
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者 。 希 腊 人 通常 认为 无 穷 是 不 能 接受 的 概念 ， 它 是 一 个 不 着 边际 
且 不 确定 的 东西 。 后来， 这 些 讨论 曾 一 度 使 人 迷惑 不 解 ， 因 为 许 
多 数学 家 像 谈论 数 一 样 谈论 无 穷 ， 却 并 没有 弄 清 它 的 概念 或 确定 
它 的 性 质 。 比如， 欧 拉 在 他 的 《代数 学 》(1770 年 中 说 1/0 是 天 
穷 大 《而 他 并 没有 定义 无 穷 ， 只 是 用 符号 表示 它 )， 并 且说 : BI 
疑问 2/0 是 170 的 二 倍 。 在 有 极限 的 场合 运用 c 符 号 产生 了 更 多 
的 混乱 ， 当 有 Pook, BFR. CRRA SOL RH n 


以 取 越 来 越 大 的 值 , 并 大 到 一 定 值 (是 有 限 的 )， 以 使 0 和 二 的 差 


小 于 一 任意 值 。 这 儿 并 没有 涉及 到 实 无 穷 。 

然而 ， 客 数 数 学 家 ， 像 苑 利 略 、 莱 布 尼 菩 、 柯 西 、 高 斯 和 其 
他 一 些 人 都 清楚 地 知道 潜 无 穷 集 和 一 个 实 无 穷 集 的 区 别 ， 却 拒绝 
考虑 后 者 。 如果 他 们 必须 得 谈 及 , 比如 说 , 所 有 有 理 数 的 集合 , 他 
们 不 会 赋 一 个 数 给 这 个 集合 , 笠 卡 尔 说 过 :;“ 无 穷 可 以 被 认 知 , 但 
不 能 被 理解 .” 高 斯 在 1831 年 写 给 舒 马赫 的 信 中 说 :“ 我 反对 把 无 
穷 量 作为 现实 的 实体 来 用 ， 在 数学 中 这 是 永远 不 能 允许 的 ,无限 
只 不 过 是 一 种 说 话 方式 ， 我 们 所 说 的 极限 是 指 ， 某 些 比 可 以 随意 
地 接近 它 ， 耐 其 他 的 则 被 允许 无 界 地 增加 。” 

因此 , 当 康 托 尔 引 人 实 无 穷 集 时 , 他 不 得 不 完善 他 的 创造 , 以 
与 过 去 最 伟大 的 数学 家 们 所 持 有 的 构 念 相 抗 衡 。 他 论证 说 ， 潜 无 
穷 实际 上 依赖 于 一 个 逐 辑 上 优先 的 实 无 穷 。 他 还 证 明 ; 无 理 数 , 比 
如 说 v2 ， 当 用 小 数 来 表示 时 ， 要 涉及 到 实 无 穷 集 ， 因 为 任何 小 
数 且 能 是 一 个 近似 。 他 意识 到 ， 他 正在 和 和 他 的 前 墓 们 彻底 决裂 。 
1883 年 他 说 : “我 使 自己 同 普 幅 的 关于 数学 中 无 穷 的 观点 和 经 常 
被 保护 的 关于 数 的 本 质 的 观点 处 于 敌对 位 置 .” 

到 了 1873 年 ， 他 不 仅 主张 把 无 穷 集合 看 成 一 个 存在 的 全 体 ， 
还 开始 对 它们 加 以 分 类 。 他 根据 两 个 无 究 全 包含 着 相同 或 相 异 的 
元 素数 来 决定 其 区 别 ， 他 的 基本 想法 是 利用 一 一 对 应 。 正 如 我 们 
认为 ,5 本 书 和 5 个 弹子 都 可 以 用 同样 的 数 5 来 代替 , 是 因为 我 们 
可 以 把 每 一 本 书 与 每 一 颗 弹 子 来 配对 。 康 托 尔 也 将 一 一 对 应 运用 
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于 无 穷 集合 。 现 在 ， 可 以 建立 起 下 面 的 所 有 正 整 数 与 偶数 间 的 一 
一 对 应 关系 : 
1 2 3 4 5 
2 4 #6 8 10 

也 就 是 说 ,每 一 个 正 整 数 恰好 同一 个 偶数 即 它 的 两 倍数 相对 应 , 且 
每 个 偶数 恰好 同一 个 正 整 数 即 它 的 一 半 相 对 应 。 康 托 尔 因此 得 出 
结论 , 这 两 个 集合 包含 同样 多 的 元 素 个 数 . 它 是 这 样 的 一 个 对 应 ， 
即 全 体 正 整数 的 集合 ， 可 以 与 其 自身 的 一 部 分 一 一 对 应 ; 这 结论 
对 早期 的 思想 家 来 说 ， 很 是 荒 请 ， 也 促 俩 他们 抵制 有 关 无 穷 集 的 
任何 成 果 。 但 康 托 尔 并 没有 因此 而 退缩 ， 他 预见 到 ， 无 穷 集合 将 
遵循 新 的 不 适 于 有 限 集 的 法 则 ， 就 好 比 四 元 数 所 遵循 的 新 规则 是 
实数 所 不 具有 的 。 事 实 上 ， 他 将 无 穷 集 定义 为 这 样 的 集 ， 其 与 自 
身 的 一 个 子 集 可 以 一 一 对 应 。 

其 实 ， 康 托 尔 也 对 自己 用 一 一 对 应 导致 的 结果 惊 博 不已。 他 
证 明了 一 条 直线 上 的 点 和 一 个 平面 上 的 点 “甚至 是 有 EBD 之 
间 存 在 着 一 一 对 应 。 他 在 1877 年 给 戴 德 金 的 一 封 信 中 写 道 “我 
看 到 了 它 ， 却 不 敢 相 信和 它 .” 然 而 ， 他 还 是 相信 了 ， 而 且 在 确立 无 
穷 集 合 的 相等 时 坚持 了 他 的 一 一 对 应 原理 。 

康 托 尔 还 定义 了 无 究 集合 大 小 的 合 义 .如果 和 集合 4 同 集合 B 
的 一 部 分 或 子 集 能 建立 起 一 一 对 应 ,但 集合 B 不 能 辐 4 或 其 子 集 
建立 起 一 一 对 应 关系 ， 则 集合 吉大 于 集合 4。 这 个 定义 仅 是 为 了 
无 穷 集合 才 发 展 的 ， 对 有 限 集合 则 显而易见 。 比 如 说 有 5 个 弹子 
和 ?本 书 ， 你 可 以 建立 起 弹子 同一 部 分 书 的 一 一 对 应 ， 但 所 有 的 
书 不 能 同 全 体 或 一 部 分 弹子 建立 起 这 种 关系 。 利 用 他 的 这 种 关子 
集合 等 或 不 等 的 定义 ， 康 托 尔 得 出 了 惊人 的 结论 ， 即 正 整数 等 价 
于 有 理 数 〈 所 有 正 、 负 整数 和 分 数 ) 集 ， 却 小 于 实数 AER 
AHH) 集 ， 

正如 采用 数字 符号 5、?、10 等 来 标识 一 个 有 限 集 中 的 元 素数 
很 方便 一 样 , 康 托 尔 也 决定 采用 符 导 来 标识 无 穷 集 合 中 的 元 京 数 。 
整数 集 及 可 以 同 它 建立 起 一 一 对 应 关系 的 集合 含有 同样 多 的 元 喜 
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MAAS A. ARE) 来 表示 这 个 基数 .。 全体 实数 的 集 被 
证 明 大 于 整数 集 ， 他 就 用 了 一 个 新 符号 c 来 表示 其 基数 。 

进一步 ， 康 托 尔 能 够 证 明 ， 对 于 一 个 任意 给 定 的 集合 , .总 存 
在 一 个 比 它 更 大 的 集合 。 例 如 ， 由 一 个 给 定 集合 的 所 有 子 集 组 成 
的 集合 太 于 原 集合 。 我 们 不 追究 这 个 定理 的 证 明 ， 但 只 要 设想 一 
个 有 限 集 ， 就 能 够 看 出 这 个 定理 是 合理 的 。 比 如 ， 如 果 有 一 个 含 
4 个 元 素 的 集合 , 可 以 构造 出 4 个 含有 1 个 元 素 的 不 同 集 台 ,6 个 
含有 2 个 元 案 的 不 同和 集合 ，4 个 含有 3 个 元 素 的 不 同 集合 和 一 个 
含有 4 个 元 素 的 集合 。 要 是 再 加 上 空 集 ， 我 们 会 发 现 所 有 子 集 的 
数目 正好 是 关 ， 当 然 它 是 大 于 4 的。 特别 的 是 ， 通 过 考虑 整数 集 
的 所 有 可 能 的 子 集 ， 康 托 尔 证 明了 2 一 c， 这 里 上 是 实数 集 的 基 
数 。 

19 世纪 70 年 代 , 康 托 尔 研究 光 穷 集合 时 , 这 个 理论 , 曾 被 当 
作 是 元 足 轻重 的 ,他 所 证 明 的 关于 三 角 级 数 的 定理 也 非 基本 性 的 。 
可 是 到 1900 年 时 ， 他 的 集合 理 沦 已 在 其 他 数学 领域 中 大 量 使 用 ， 
而 且 ， 他 和 戴 德 金 已 经 预见 到 ， 在 建立 整数 〈 有 限 和 超 限 的 ) 理 
论 ， 在 分 析 曲 线 和 维 数 的 概念 上 ， 集合 论 都 是 有 用 武之 地 的 ， 其 
至 可 以 成 为 整个 数学 的 基础 。 其 他 一 些 数 学 家 ， 如 鲍 莱 尔 和 勒 由 
格 在 将 积分 一 般 化 时 ， 也 有 求 于 康 托 尔 的 无 穷 集 合理 论 。 

因此 ， 康 托 杀 本 人 发 现 了 园 难 就 不 是 微不足道 的 事情 了 。 他 
已 指出 了 存在 着 越 来 越 大 的 超 限 集 和 与 之 相应 的 超 限 数 。1895 
年 ， 康 托 尔 开始 研究 由 所 有 集合 组 成 的 集合 ， 它 的 基数 应 该 是 能 
存在 的 最 大 数 了 。 然而 ， 康 托 尔 已 经 证 明 过 一 已 知 集合 的 所 有 子 
集 构 成 的 集合 ， 其 基数 大 于 这 己 知 集合 的 基数 ， 因 此 ， 存 在 着 一 
个 比 最 大 的 数 还 要 大 的 超 限 数 。 康 托 尔 认定 人 们 加 时 必须 要 区 分 
开 他 所 称 为 相 容 的 和 不 相 容 的 集合 ,并 在 1899 年 就 此 写 信 给 戴 德 
人 金 ， 意 思 是 不 能 谈论 由 所 有 集合 纽 成 的 集合 及 其 基数 。 

当 罗 素 第 一 次 看 到 康 托 尔 关 于 所 有 集合 的 集合 的 结论 时 ， 他 
并 不 相信 。 他 在 1901 年 的 一 篇 随笔 中 写 道 ，“ 康 托 尔 一 定 犯 了 茶 
个 微妙 的 小 错误 , 我 会 在 将 来 的 某 些 工作 中 对 此 加 以 遍 明 。” 他 还 
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补充 说 ， 一 定 存在 着 一 个 最 大 的 超 限 集合 ， 因 为 如 果 什 么 都 考虑 
进去 了 ， 那 么 就 没有 什么 可 以 增加 的 了 。 罗 素 致力 于 这 件 事 ， 并 
给 这 个 当时 时 此 的 问题 又 加 上 了 他 的 “ 悖 论 ”。 对 此 , 我 们 将 马上 
予以 讨论 。16 年 后 , 当 罗 素 重 印 他 的 随笔 《神秘 主义 与 逻辑 时 ， 
他 增加 了 -- 条 注脚 对 他 的 错误 表示 玫 意 。 

除了 我 们 已 经 谈 及 的 超 限 数 一 一 称 之 为 想 限 基数 ， 康 托 尔 还 
引入 了 超 限 序数 , 二 者 的 区 别 相 当 微妙。 设想 一 个 集 ， 比 如 说 , 由 
便士 组 成 的 集 , 其 数目 通常 是 最 重要 的 ,而 怎样 组 成 则 无 所 谓 ,但 
如 果 按 学 生 们 在 一 次 考试 中 的 成 绩 把 他 们 分 等 ， 就 会 有 第 一 、 第 
二 、 第 三 等 等 。 比 如 说 有 十 个 学 生 ， 他 们 的 分 数 就 构成 了 从 第 一 
到 第 十 的 集合 ， 和 且 这 是 由 有 序数 组 成 的 集合 。 尽 管 一 些 早期 文明 
能 够 区 别 序数 与 基数 ， 他 们 仍 采用 同样 的 符号 来 表征 由 十 个 对 象 
组 成 的 有 序 集 ， 就 像 对 无 序 集 所 信 的 那样 。 这 种 做 法 被 包括 我 们 
自己 在 内 的 后 续 文 明 所 继承 。 因 此 ， 在 十 个 人 中 的 每 一 个 被 确定 
后 ， 这 禅 排列 起 来 的 人 数 是 十 个 ， 因 而 无 论 是 有 序 集 还 是 无 序 集 
都 用 10 来 表示 。 然 而 ,对 于 无 限 集合 而 言 , 有 序 与 无 序 的 区 别 是 
十 分 重要 的 ， 因 而 采用 了 不 同 的 符号 来 表示 。 比 如 对 于 有 序 自然 
数 集 1, 25 3, eee » RGA o RRR. PY, 有 序 集 
ls 2, 3, eevee ，1，2，3 的 序数 表示 为 mw 十 3。 康 托 尔 还 引 人 人 了 起 
REFERTE, HARE otw, a, e GPRS. 

在 创立 了 起 限 序数 的 理论 之 后 ，1895 年 , 康 托 尔 意识 到 关于 
这 些 译 数 也 存在 着 一 个 难题 。 同 年 他 把 这 告知 了 箱 尔 伯 特 ，1897 
E, ARAL- (Cesare Burali-Forti》 普 先 公开 了 这 一 难题 。 康 
托 尔 确信 序数 的 集合 可 以 按 某 种 合适 的 方式 加 以 排列 ， 正 如 熟知 
的 实数 可 以 按 太 小 排序 一 样 , 一 个 关于 超 限 序数 的 定理 是 这 样 的 ， 
由 不 超过 a 的 所 有 序数 组 成 的 集合 ,其 序数 大 于 a 如 序数 集 1,2， 
3-…*…w 的 序数 是 otl. 因此 , 由 所 有 序数 组 成 的 集合 有 一 个 比 该 
集合 中 最 大 的 序数 还 要 大 的 序数 。 RL. HA-MM. KM 
1 加 到 最 大 的 序数 就 可 以 得 到 一 个 更 大 的 序数 。 但 这 构成 了 庆 盾 ， 
因为 原 集 合 已 包含 了 所 有 的 序数 。 布 拉 利 - 福 蒂 得 出 结论 ,序数 集 
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的 部 分 有 序 是 柯 能 的 。 

要 是 仅 面 对 着 上 述 两 个 问题 ， 大 多 数 数学 家 们 获 无 疑问 会 满 
是 于 住 在 19 世纪 末 数 学 的 严格 性 所 创造 的 乐园 里 ,关于 是 否 存 在 
最 大 的 趣 限 基数 或 序数 的 问题 ， 也 可 以 上 一 眼 闭 一 眼 。 毕 竟 ， 没 
有 最 大 的 整数 这 一 事实 ， 并 不 使 人 感到 不 安 。 

然而 ， 康 托 尔 的 无 穿 集合 论 激 起 了 许多 抗议 。 东 了 我 们 讲 过 
的 以 外 ， 这 个 理论 在 许多 数学 领域 上 得 以 应 用 ， 而 一 些 数学 家 们 
仍 拒绝 接受 实 无 穷 集合 及 其 应 用 。 克 罗 内 克 【〈Leopold 
Kronecker) 与 康 托 尔 素来 交恶 ， 称 康 托 尔 为 骗子 。 未 加 勒 则 认为 
无 限 集合 论 是 弛 气 与 病态 的 接 莫 。“ 下 一 代 估 ”， 他 在 1908 年 说 ， 
“将 把 集合 论 当 作 一 种 疾病 ， 而 估 们 已 经 从 中 恢复 过 来 了 。” 许 多 
其 他 的 数学 家 甚至 到 19 世纪 20 年 代 还 试图 避免 使 用 超 限 数 《{ 见 
第 十 章 )。 康 托 尔 为 自己 的 工作 辩护 , 他 声称 他 是 一 个 柏拉图 主义 
者 ， 相 信 存 在 一 个 独立 于 人 的 窖 观 世界 。 人 们 不 得 不 考虑 这 些 想 
沙 并 率 认 它们 的 真实 性 。 为 了 对 付 哲学 家 们 的 批判 ， 康 托 尔 援引 
了 神秘 主义 甚至 上 帝 。 

幸运 的 是 ， 康 托 尔 的 理论 得 到 了 其 他 一 些 人 的 欢迎 ， 罗 素 称 - 
康 托 尔 是 19 HIRAM RB ts. WE 1910 ik. RT 
先前 围绕 着 数学 无 良 的 难题 可 能 是 我 们 这 个 时 代 值 得 寺 滩 的 最 伟 
太 的 工作 。” 希 尔 伯 特 断言 “没有 人 能 把 我 们 从 康 托 尔 为 我 们 创 
造 的 乐园 中 驱逐 出 去 。” 他 在 1926 年 评价 康 托 尔 的 工作 说 ;“ 这 对 
我 来 说 是 量 值 得 钦 售 的 数学 理智 之 花 ， 也 是 在 纯粹 理性 范畴 中 人 
类 活动 所 取得 的 最 高 成 就 之 一 。” 

美 于 集合 论 产生 矛盾 的 原因 , STH (Felix Hausdorff) 在 
他 的 《集合 论 基础 》(1914 年 中 做 了 相当 巧妙 的 措 述 ， 他 这 样 色 
勒 了 这 门 学 科 的 特点 :“ 在 这 个 领域 中 什么 帮 不 是 自明 的 , 其 真实 
陈述 ,常常 会 引起 悖 论 , 而 且 似 乎 越 有 理 的 东西 , 往往 是 错误 的 .” 

然而 康 托 尔 的 工作 使 得 大 多 数 数学 家 感到 过 感 不 解 ， 其 原 
因 全 然 不 是 因 为 各 种 大 小 不 同 的 无 穷 集 合 是 否 可 被 接受 。 康 托 尔 
在 试图 确定 所 有 集合 组 成 的 集合 的 基数 和 所 有 序数 组 成 的 集合 的 
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序数 时 所 发 现 的 矛 甫 ， 使 数学 家 们 认识 到 ， 他 们 不 只 是 在 新 的 创 
和 井中 运用 了 相似 概念 ， 而 且 在 向 认为 是 毫 无 问题 的 经 典 数学 中 就 
加 以 运用 了 。 他 们 宁愿 把 这 种 矛盾 叫做 悖 论 ， 央 为 悖 论 是 可 以 被 
解决 的 ， 而 数学 家 们 希望 确信 和 这些 问题 可 以 被 解决 。 现 在 通常 用 
EREZA TIE. 

让 我 们 来 看 一 于 这 些 悖 论 吧 ! 一 个 非 数学 的 例子 是 这 样 的 : 
“所 有 的 法 则 营 有 例外 。” 调 这 个 陈述 作为 一 个 法 则 也 必 有 其 例外 。 
因此 ， 存 在 -一 个 没有 例外 的 法 则 ， 这 一 类 陈述 是 指向 自 导 并 否定 
自身 的 。 

广为人知 的 非 数 学 化 的 迟 论 是 说 谎 者 悖 论 ， 它 曾 被 亚 里 士 多 
德 和 许多 后 来 的 九 辑 学 家 讨论 过 。 关 于 这 个 命题 的 经 典 名 式 是 ， 
“这 个 命题 是 错误 的 .” 我 们 用 S 来 表述 这 个 命题 ,如 果 S AH, Ml 
所 说 的 是 真 ， 因 而 S 是 错误 的 ; BS AR. MRENA G. Ai 
3 RMAR. 

PEA ES BR. A A LA RE fie te EN Ea 
样 评价 ;我 在 说 谎 . "2 PR ERY E E R AE 
谎 , 那 么 , 健 所 说 的 就 是 真 的 ;而 如 果 他 所 说 的 是 真 话 , 则 他 又 在 说 
谎 。 还 有 一 些 变 体 涉 及 到 较为 间接 的 自 指 。 比 如 ,有 这 样 两 个 句子 : 
“后 一 名 话 是 错误 前 ,前 一 名 话 是 对 前 。" 这 就 会 产生 矛盾 。 因 为 如 
果 第 二 名 话 是 正确 的 ,那么 第 一 名 话 就 是 错误 的 ;但 如 果 第 二 句 话 
是 错误 的 ,正如 第 一 名 所 谨 , 则 第 二 句 话 是 正确 的 。 

BIR (Kurt G6del) ,本 世纪 一 流 的 逻辑 学 家 , 给 出 了 一 个 
与 上 述 矛 月 陈述 略 有 差异 的 变 体 : 在 1934 年 5 月 4 号 , A dk 
一 陈述 ,“A 在 1934 年 5 月 4 号 所 说 的 每 一 句 话 都 是 假 的 . ”这 个 
陈述 不 可 能 是 真 的 ， 因 为 它 断 言 了 自身 是 假 的 ， 但 它 也 不 可 能 是 
假 的 , 因为 如 果 它 是 假 的 ,A 就 在 5 月 4 口 做 了 一 个 真实 陈述 , m 
他 又 只 讲 了 这 一 句 话 。 

数学 上 真正 麻烦 的 矛盾 的 开端 是 由 罗素 在 1902 年 提出 并 告 
知 弗 雷 格 的 。 当 时 弗 雷 糙 正 准备 付 印 他 的 《基本 法 则 》 的 第 二 卷 ， 
在 那 李 书 里 他 正 试图 建立 有 关 数 系 基 础 的 新 方法 《我 们 将 在 下 一 











ILE REC. EEH A EYL 205 





章 中 对 此 多 加 讨论 )。 弗 雷 格 所 用 的 集合 或 类 的 理论 , IEF RT 
罗素 在 致 他 的 信 中 所 提 到 的 子 盾 ， 其 内 容 印 在 罗素 的 《数学 原 
理 》(1903 年 ) 中 。 罗 索 研 究 了 康 托 尔 的 所 有 集合 组 成 的 集合 悖 沦 ， 
并 有 了 他 自己 的 观点 。 

罗素 的 悖 论 与 “类 ”有 关 , 由 一 类 书 组 成 的 类 不 基 一 -本 书 , 因 
而 不 能 属于 自身 ， 但 一 类 想法 仍 了 可 以 是 一 个 想法 并 属于 和 上身。 撑 
有 ， 目 录 的 目录 仍 是 目录 。 因 此 ， 有 一 些 次 能 属于 目 身 而 另 一 些 
UE. EN 是 由 所 有 不 属于 自身 的 集合 组 成 的 集合 , 那么 NN 又 属 
于 谁 呢 ? F NATN, foe MR oh: BN TPN. 则 由 其 
定义 应 必 于 六 。 当 罗素 首 次 发 现 这 个 矛盾 时 ， 他 认为 困难 可 能 出 
SRR WIRES RS. (HF BME T RK 
1k TERS POE RE AS RE RR MER OT A 
着 灾难 性 的 后 果 。 

1918 年 ， 罗 素 的 悖 论 被 他 本 人 通俗 化 ， 这 就 是 广为人知 的 
“HAI” Hit. 一 个 乡村 理发 师 , 宣称 他 不 给 村 子 里 任何 给 自己 
ARAN ARE, BAIAT CHR ARR. Se, BR 
MASAAR SSA. RERET. ety BO 
AG? Banh Caos. WAS eRe, RR 
4@R CAM; 但 是 假 录 他 不 给 自已 刊 脸 的 话 , Uh Sry. 他 
又 必须 给 自己 刊 脸 。 理 发 师 陛 入 了 到 辑 上 的 困境 。 

数学 中 发 生 的 另 一 个 有 代表 性 的 悖 论 ， 最 先 由 格雷 林 (Kurt 
Grelling) MAARI (Leonard Nelson) 在 1908 年 叙述 , 是 关于 可 
以 描述 自身 和 不 可 以 描述 自身 的 形容 词 的 。 例 如 形容 词 “short” 
CERD Ñ “English” (Hay) 可 以 修饰 自身 而 “iong”( 长 的 ) 
H “French” GEER MAER. MA “polysyllabic” (2547 
的 ) 这 个 词 是 多 音节 的 ， 但 “monosyllabie”( 单 音节 的 ) 这 个 词 
孝 不 是 单 音节 的 。 看 来 避 以 这 人 么 说 , 一 个 词 或 者 可 以 用 于 自己 ,或 
者 不 可 以 。 我 们 称 那 些 能 措 述 自身 的 词 为 闻 已 的 (autological) , 称 
那些 不 能 描述 自身 的 词 为 异己 的 (heterological) .现在 让 我 们 来 考 
虑 异己 的 这 个 词 自 身 ， 如 果 它 是 异己 的 ， 击 于 它 能 描写 自身 。 r 
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以 座 该 是 同 已 的 ; 但 如 果 它 是 同 己 的 ， 则 依 辣 己 的 定 关 ， 它 要 能 
描述 自身 ， 所 以 它 叉 是 异 已 的 。 这 样 一 来 ， 每 一 个 关于 这 个 词 的 
假设 都 会 导致 子 盾 , 用 符号 来 表示 这 个 悖 论 就 是 : 词 蕊 是 异 已 的 ， 
若 X PAE X, 

1905 年 理 查 德 Jules Richard) 提出 了 另 一 个 悖 论 ， 用 的 是 
同 康 托 尔 用 来 证 明 实数 的 基数 大 于 整数 的 基数 一 样 的 途径 。 它 的 
论述 稍 嫌 繁复 , 博 德 内 思 图 书馆 的 贝 里 (G.G. Berry) 将 其 简化 ， 
并 把 它 交 给 罗素 , 后 者 在 1906 FRR TAH. 被 称 作 “单词 
屠 论 ”每 一 个 整数 都 可 以 通过 若干 种 方式 用 单词 描述 出 来 . 岗 如 ， 
5 这 个 数 可 以 表示 成 “five”( 五 ?这 个 单词 或 词组 “the next integer 
after foeur”({ 四 后 面 的 整数 )。 现 在 考虑 那些 所 有 可 能 的 用 不 多 于 
100 个 英文 字母 进行 的 描述 ,这 样 至 多 有 27'™" 种 描述 方式 ,因而 也 
势必 存在 由 27'* 种 描述 方式 所 能 描述 的 最 大 有 限 整 数 ， ABA. — 
定 有 不 能 用 27”* 种 描述 方式 描述 的 整数 ,考虑 “the smallest num- 
ber not describable in 100 letters or fewer” (不 能 用 100 个 或 更 少 
的 字母 描写 出 来 的 最 小 的 整数 ,但 这 个 数 却 正好 用 少 于 100 个 字 
母 就 描述 二 来 了 。 

然而 , 许多 20 世纪 早期 的 数学 家 不 原理 眼 上 述 这 些 导论 , A 
为 它们 涉及 的 集合 论 在 当时 是 新 兴 的 生 无 足 轻 重 。 其 他 一 些 人 , 意 
识 到 这 些 悖 论 的 影 确 不 仅 限于 经 典 数 学 ,还 关系 到 通常 的 推理 , 因 
而 感到 无 所 适 从 。 一 些 人 曾 试 图 接受 威廉 ， 傣 姆 斯 在 他 的 《实用 
主义 》 中 提出 的 建议 ,“ 当 你 册 到 也 盾 时 ， 你 必须 溢 清 它 .” 从 拉 
$3 3% (Frank Plumpton Ramsey) 起 , EFRR. 曾 尝试 区 分 
语义 造成 的 矛盾 和 真实 的 即 逻辑 上 的 了 矛盾。 他 们 称 “ 单 词 悖 论 ” 
“ROME” A UGA” ABH. 因为 它们 涉及 到 一 个 
词 的 真实 性 和 可 定义 性 或 模糊 序 用 等 概念 ， 相 应 地 采用 这 些 概念 
的 严格 定义 能 解决 上 述 悖 论 ， 另 一 方 而 ， 罗 素 的 悖 论 、 康 托 尔 的 
所 有 和 集合 的 集合 的 悼 论 和 布 拉 利 - 福 蒂 悖 论 被 认为 是 摧 辑 上 的 秘 
盾 。 罗 素 本 人 并 没有 做 这 样 的 区 分 ， 他 确信 和 所 有 悖 论 都 产生 于 一 
种 他 称 之 为 要 性 插 环 原理 的 证 误 , 他 这 样 描述 道 ,“ 几 涉及 到 一 个 
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集 的 整体 的 东西 几 不 能 是 该 集中 的 一 部 分 ”. MAAR. 如果 定义 
一 组 元 素 的 集 而 又 必须 用 到 该 全 集 自身 , 则 这 定义 是 毫 无 意义 的 。 
这 个 解释 是 罗素 在 1905 年 给 出 的 , 幕 加 勒 在 1906 年 接受 了 它 , 他 
还 杜 把 了“ 非 断言 定 光 ”这 一 术语 ， 即 一 个 要 定义 的 对 象 是 用 包 
会 这 个 对 章 在 内 的 一 类 对 每 来 定义 的 ， 这 种 定义 是 不 合 逮 辑 的 。 
举 一 个 罗素 本 人 在 《数学 原理 》 中 提出 的 例子 RAH), 
排 中 律 说 所 有 命题 非 对 即 错 . 但 是 这 个 定律 自身 也 是 一 个 命题 ,大 
此 ,尽管 它 的 意图 是 断言 四 辑 定律 的 真实 性 ， 但 它 既 是 一 个 命题 
则 也 有 可 能 是 错误 的 , 正如 罗素 所 言 , 这 个 定律 的 陈述 毫 元 意义 。 
一 些 其 他 的 例子 可 能 会 有 所 帮助 。 一 个 全 能 的 上 帝 能 创造 一 
个 不 能 被 毁灭 的 东西 吗 ? 当然 可 以 ， 因 为 他 是 万 能 的 。 可 既然 他 
是 万 能 的 , 他 又 能 毁灭 任意 东西 。 在 这 个 例子 里 ,“ 万 能 ”这 个 词 
的 范围 涉及 到 一 个 不 合理 的 总 体 ， 这 一 类 壕 论 ， 正 像 田 辑 学 家 塔 
斯 基 (Alfred Tarski) 所 指出 的 那样 , 尽管 基 诸 义 上 的 , 也 向 语言 
自身 发 出 了 挑战 。 
为 了 解决 悖 论 ， 人 们 还 敌 了 许多 其 他 努力 , a 
外 ”的 矛盾 被 当 作 无 意义 而 据 奔 了 。 有 人 还 补充 道 ， 存 在 语法 上 
正确 的 英文 句子 , 而 在 逻辑 上 则 是 无 意义 或 错误 的 , 如 这 个 句子 : 
“This sentence contains four words” GX iff a ATED., B 
Sh, BPR AAT SBA RRR EA LA 
存在 的 ， 原 来 的 罗素 迟 论 也 得 到 清理 .“ 理 发 师 ” 悖 论 的 “解决 ”: 
是 通过 断言 不 存在 这 样 的 理发 师 ， 或 是 要 求 理发 师 将 自己 排除 在 
他 给 刮 腔 和 他 不 给 刊 脸 的 人 组 成 的 类 之 外 。 正 像 这 样 的 陈述 : 教 
所 有 在 班 上 的 人 的 老师 要 排除 自己 。 岁 素 拒 绝 最 后 一 种 解释 ， 他 
在 1908 年 的 一 篇 文章 中 表达 了 这 样 的 意思 , “最 好 是 这 样 与 一 个 
KAP HAR: 当 我 谈 到 湛 子 的 时 候 ， 我 已 经 除去 了 那些 过 分 
长 的 长 得 子 ”， 而 这 是 一 个 避免 一 个 痛 蔡 的 话题 不 成 功 的 尝试 。 
“全 部 ”这 个 词 的 意义 是 售 温 的 ,对 于 某 些 情况 ,一些 语义 上 的 
翌 论 就 源 于 “全 部 "这 个 词 的 用 法 , 布 拉 利 - 福 蒂 悖 论 涉 及 到 所 有 序 
数 的 类 ,这 个 类 包括 了 整个 类 自身 的 序数 吗 ? RAM RODE 
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论 定义 了 一 类 单词 ,这 个 类 是 否 包 括 了 “异己 的 ”这 个 词 本 身 呢 ? 

罗素 和 茧 加 勒 对 非 断 言 定 义 的 反对 意见 ,已 经 广 为 接受 了 ,不 
幸 的 是 ， 这 种 定义 曾经 在 径 典 数学 中 被 采用 过 ， 引 人 注目 的 例子 
是 最 小 上 界 的 定义 。 设 有 由 3 到 5 之 同 的 数组 成 的 集合 , HER, 
也 就 是 大 于 该 集合 中 最 大 数 的 数 ， 有 5、5.5，6、7、8 等 等 。 这 
其 中 存在 一 个 最 小 上 界 , 即 是 5, 因此 , 最 小 上 界 是 根据 一 类 包含 
了 要 定义 上 界 的 上 界 而 定义 的 。 另 一 个 有 关 非 断言 定义 的 重子 是 
在 给 定 区 间 上 一 个 函数 的 最 大 值 ， 最 大 值 就 是 函数 在 该 区 间 上 所 
取 值 中 最 大 者 ， 这 些 概 念 在 数学 中 是 最 基本 的 ， 许 多 分 析 内 容 都 
是 基于 它们 做 出 的 。 此 外 ， 许 多 非 断 言 定义 还 被 用 在 其 他 有 关 的 
数学 内 容 中 。 

RRM SSC ASEM IES MERE RTI. (eH 
学 家 们 感到 迷 感 的 是 ， 就 他 们 所 知 面 言 ， 并 非 折 有 的 非 断 言 定 义 
都 会 导致 昼 论 。 诸 如 ,“ 约 输 是 他 们 队 里 个 头 最 高 的 ”和 “这 人 句 话 
很 短 ” 之 类 的 陈述 ， 尽 管 是 非 定义 的 ， 却 实在 是 元 害 的 。 陈 述 
“在 数 集 ]，2，3，4，5 中 最 大 的 数 是 5” 也 是 如 此 。 实 际 上 , K 
用 非 定义 陈述 是 普 训 的 。 例 如 ， 如 果 一 个 人 定义 了 一 个 所 有 包含 
多 于 5 个 数 的 类 所 组 成 的 类 ,他 也 就 定义 了 一 个 包含 自身 的 类 .又 
如 , 由 所 有 用 不 多 于 25 个 单词 可 以 定义 的 集合 S 也 包含 5。 数学 
中 充斥 着 这 类 定义 ， 其 是 数学 频频 告急 的 真正 起 因 。 

不 妙 的 是 ,我 们 没有 一 个 标准 来 断定 哪些 非 断 言 定义 是 无 害 
的 ,哪些 是 有 害 的 。 因 此 ,存在 着 发 现 更 多 的 会 导致 著 盾 的 非 断言 
定义 的 危险 。 这 个 问题 从 策 梅 罗 (Ernst Zermelo) 和 彭 加 勒 第 一 次 
讨论 时 起 就 显得 很 急迫 , 彭 加 革 提议 禁止 使 用 所 有 的 非 断言 定 尽 。 
笋 尔 ,本 世纪 前 半 时 的 顶尖 数学 家 , 担心 一 些 非 断言 定义 真 的 会 导 
致 悖 论 , 于 是 做 了 很 多 努力 来 重新 定义 最 小 上 界 以 避免 非 定义 性 。 
可 他 没 能 成 功 , 他 情 习 不 安 地 得 出 结论 ,分 析 的 基础 是 不 牢 辐 的 ， 
可 能 应 该 栖 牧 其 中 的 一 部 分 ， 罗 素 的 禁令 :我 们 不 能 容许 任意 地 
确定 集合 和 不 分 青红皂白 地 把 这 个 集合 构成 其 他 集合 的 一 部 分 ”， 
这 当然 无 助 于 解决 哪些 非 断言 定义 可 以 被 允许 的 问题 。 
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. 尽管 矛盾 的 基本 起 因 看 起 来 已 经 明了 上 ， 但 仍 存在 着 怎样 构造 

数学 来 尽 相 能 减少 这 些 刻 盾 的 问题 。 更 为 重要 的 是 ， 要 确保 数学 
中 不 再 出 现 新 的 矛盾 。 现 在， 我 们 可 以 看 出 为 什么 相 容 性 问题 在 
20 世纪 初 变 得 如 此 紧迫 了 . 数学 家 们 宁愿 把 矛盾 看 成 是 集合 论 的 
悖 论 ， 然 而 ， 集 合 论 的 工作 确实 让 他 们 看 到 了 在 经 典 数 学 中 可 能 
FEMA IE. 

在 构造 坚实 的 数学 基础 的 努力 中 ， 建 立 相 容 性 成 为 要 求 最 追 
切 的 问题 , 但 在 20 世纪 初 ， 人 们 也 认识 到 ， 从 确定 已 取得 的 成 果 
的 角度 出 发 , 其 他 一 些 癌 题 也 非 次 要 。 在 19 世纪 后 期 ,批判 精神 
已 经 深入 人 人 心 ， 数 学 家 们 并 始 重 新 审查 以 前 所 接受 的 一 切 。 他 们 
” 沅 定 了 一 个 看 起 来 似乎 没有 问题 的 断言 ， 它 曾经 在 许多 早期 证 明 
中 运用 过 ， 并 没有 引起 人 人 们 的 关注 。 这 个 断言 就 是 ， 给 定 任意 一 
组 集合 ， 有 限 的 或 是 无 限 的 ， 总 可 以 在 每 个 集合 中 选取 一 个 元 素 
构成 一 个 新 的 集合 。 例 如 ， 可 以 从 美国 五 十 个 州 中 的 每 一 个 州 选 
出 一 个 人 构成 一 个 新 的 人 的 集合 。 

策 梅 罗 在 1904 年 发 表 的 一 篇 论文 , 使 数学 家 们 意识 到 ,上述 
断言 实际 上 以 一 条 称 作 选择 公理 的 公理 为 先决 条 件 。 这 与 当时 的 
历史 情况 有 某 些 关联 ， 为 了 能 将 候 限 数 按照 大小 来 排列 ， 康 托 尔 
需要 这 样 的 定理 ， 即 任 一 实数 集 都 是 良 序 集 。 一 个 集 是 良 序 集 首 
先 其 必须 是 有 序 的 ， 有 序 的 是 指 ， 比 方 说 ， 在 整数 的 情况 下 ， 若 
a 与 上 是 集合 中 的 任意 两 个 数 , 要 么 a 位 于 5 前, 要么 5 位 于 a 前。 
进一步 , 如果 有 ea TO, OF ce. Ma 必 先 于 c。 如 果 一 个 集合 
的 任 一 于 集 无 论 怎样 选取 , 都 有 为 首 元 素 ,， 则 它 是 良 序 集 。 因此， 
所 有 的 正 整数 ， 按 照 通 常 次 序 排 列 ， 就 是 良 序 的 。 而 按 通常 次 序 
排列 的 实数 集 是 有 序 的 但 非 良 序 的 ， 因 为 它 的 包 合 大 于 零 的 数 的 
子 集 , 没有 为 首 的 元 素 , 康 托 尔 曾 猜 测 每 个 集合 都 可 议 良 序 化 ,他 
于 1883 年 引入 了 这 一 概念 , 虽 经 使 用 却 未 加 证 明 , WH. 我 们 可 
能 还 记得 , 希 尔 伯 特 曾 在 1900 年 的 国际 数学 家 大 会 讲 注 中 提出 这 
个 问题 ,。 FS PTE 1904 年 证 明了 这 个 定理 , 并 在 证 明 过 程 中 提醒 
大 家 注意 他 用 了 选择 公理 这 一 事实 。 
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正如 过 去 多 次 发 生 过 的 一 样 ， 数 学 家 们 先是 无 意识 地 使 用 了 
某 荣 公理 ， 后 来 才 不 仅 意 识 到 了 正在 使 用 它 ， 而 且 还 得 去 考虑 接 
纳 这 样 一 条 公理 的 基础 , 康 托 尔 曾 在 1887 年 无 意识 地 使 用 了 选择 
公理 去 证 明 任 意 无 限 集 都 有 一 个 基数 为 治 , 的 子 集 。 它 还 曾经 含 
苹 地 运用 于 拓扑 学 、 测 席 论 ， 代 数 和 泛 函 分 析 的 诸多 证 明 中 。 例 
如 ， 它 曾 被 用 来 证 明 在 一 有 界 元 限 集合 中 可 以 选取 一 个 序列 路 全 
于 该 集合 中 一 极 眼 点 。 作 为 最 基本 的 应 用 ， 它 还 被 用 来 从 有 关 整 
数 的 皮 亚 诺 公理 出 发 来 构造 实数 。 还 有 一 个 应 用 是 证 明 一 个 有 限 
集合 的 帮 集 ， 即 一 个 有 限 集 合 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 为 有 限 的 。 
1923 年 , 希 尔 伯 特 称 此 公理 对 于 数学 推理 的 基本 原理 而 言 是 不 可 
或 缺 的 普遍 公理 。 

皮 亚 诺 最 早 呼吁 人 们 注意 选择 公理 ， 在 1890 年 ， 他 曾 写 道 ， 
不 能 无 限 次 地 使 用 任 一 定理 ， 即 从 许 客 类 中 的 每 一 类 抽取 一 个 元 
素 。 在 他 处 理 的 问题 《微分 方程 的 可 积 性 ) 中 ， 他 给 出 了 一 个 确 
定 的 选择 法 则 从 而 解决 了 困难 。 列 维 (Beppo Levi) 在 1902 年 同 
样 认同 了 这 条 公理 , MEy (Erhardt Schmidt) MUZE 1904 年 把 它 
推荐 给 了 策 梅 罗 。 

策 梅 穴 对 选择 会 理 的 明确 使 用 激 起 了 一 场 反 对 的 风暴 ， 就 在 
紧 跟 着 的 一 期 颇 有 影响 力 的 刊物 《数学 年 鉴 》 (1904 年 ) 上, DE 
尔 和 伯 因 斯 坦 (Felix Bernstein) 的 论文 都 批驳 了 该 定理 的 使 用 。 
这 些 接 中 而 至 的 批评 意见 随即 以 鲍 莱 尔 、 贝 尔 〈Rene Baire), $h 
内 格 和 河 达 马 这 批 领头 数学 家 之 间 的 交换 信件 形式 发 表 在 《法 兰 
西数 学 会 通报 》 上 (1905 年 )。 

批评 意见 的 要 点 是 ， 除 非 有 一 个 确定 的 法 则 指定 从 每 个 集合 
中 选取 哪 一 个 元 素 ， 否 则 就 没有 做 出 真正 的 选择 ,也 就 没有 构成 
新 的 集合 。 车 这 种 选择 在 证 明 过 程 中 发 生变 化 ， 则 证 明 也 就 是 无 
效 的 。 如 鲁 莱 尔 所 言 ， 一 次 不 合法 的 选择 就 是 一 次 有 关 信 念 的 举 
动 , 该 公理 已 经 超出 了 数学 的 范围 。 试 举 罗素 在 1906 年 给 出 的 一 
个 例子 , 如 果 我 有 一 百 双 鞋 , 并 宣布 取出 每 双 鞋 中 左 午 的 那 一 只 ， 
则 我 表述 了 一 个 清晰 的 选择 。 但 如 果 我 有 的 是 一 百 双 文 子 并 训 说 
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做 。 然 而 , 选择 公理 的 维护 者 们 , 尽管 承认 可 能 缺少 选择 的 法 则 ， 
却 看 不 出 有 这 种 法 出 的 必要 性 。 对 他 们 来 说 , 选择 是 逐一 确定 的 ， 
困 为 人 们 认为 它们 是 确 定 的 。 

还 有 男 外 一 些 反 对 者 和 友 对 的 依据 . 彭 加 坦 承认 这 条 公理 , 却 
不 承认 策 梅 罗 对 自序 化 的 证 明 ， 因 为 其 中 存在 非 浙 言 陈述 。 由 尔 
和 鳃 莱 尔 不 但 反对 这 条 公理 ,. 也 反对 其 证 明 ， 因 为 它 没有 表明 良 
序 化 是 怎样 达到 的 ， 而 只 证 明了 可 以 被 达到 。 布 劳 维 的 暂 学 我 们 
将 在 后 面 讨论 网 第 十 章 ), 他 拒 不 头 认 实 无 穷 集 , 也 反 对 选择 公 
理 。 罗 素 的 反对 意见 是 ， 一 个 集合 兵 有 当 其 所 有 成 员 共 有 一 种 属 
柱 时 才 算 是 确定 的 。 例 如 ， 可 以 道 过 戴 绿 幅 子 这 一 特征 定义 所 有 
戴绿帽 子 的 人 的 集合 ， 但 是 选择 公理 并 不 要 求 被 选 定 的 元 素 具 有 
某 种 确定 的 属性 ， 它 只 是 说 我 们 能 从 每 一 个 给 定 集合 中 选取 一 个 
元 素 。 策 梅 罗 本 人 ， 渍 足 于 在 直觉 意义 上 运用 集合 的 概念 ， 对 他 
来 说 ,从 每 个 给 定 集合 中 选 出 一 个 元 素 可 以 清楚 地 构成 一 个 集合 。 

BUSA By EB eA A, EH RT Re 
的 基础 上 ， 他 力 言 选择 公理 也 可 接受 。 对 于 阿达 马 来 说 ， 对 象 存 
在 的 源 言 并 不 要求 描 述 它们 ， 如 果 仅 大 存在 的 浙 言 就 能 使 数学 得 
到 发 展 ， 那 么 这 样 的 断言 是 可 以 接受 的 。 

为 了 管 复 批评 意见 , 策 往 罗 给 出 了 良 序 定理 的 第 二 种 证 明 , 其 
中 同样 使 用 了 选择 公理 ， 并 指出 这 二 者 是 等 价 的 。 策 梅 罗 汶 公 理 
的 使 用 辩护 说 ， 除 非 它 导致 矛盾 ， 和 否则 数学 就 得 使 用 它 。 他 认为 
选择 公理 “具有 一 种 很 快 会 让 人 清楚 的 纯 客观 性 质 .” 他 同意 这 条 
公理 不 是 严格 自明 的 说 法 ， 因 为 它 牵 涉 到 无 限 集 的 闭 择 ， 但 它 仍 
是 一 种 科学 的 需要 ， 因 为 这 公理 可 以 用 来 证 明 重 要 的 定理 。 

许多 选择 公理 的 等 价 形式 也 被 提 了 出 来 ， 如 果 选 择 公理 能 局 
合 论 的 其 他 公理 一 起 被 承认 的 话 , 这 些 都 将 成 为 定理 。 然 而 ,所 
有 的 想 用 少 -- 点 矛盾 的 公理 替代 该 公 理 的 企图 都 未 能 成 功 ， 一 个 
能 被 全 体 数学 家 们 接受 的 公理 看 来 是 不 大 可 能 出 现 的 。 

关于 选择 公理 的 关键 问题 是 存在 对 数学 意味 着 什么 。 对 一 些 
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人 来 说 ， 它 涵盖 了 所 有 有 用 区 不 会 导致 矛盾 的 理性 概念 ， 如 一 个 
普通 封闭 表面 积 是 有 穷 的 ; 对 于 另 一 些 人 来 说 ， 存 在 意味 着 具体 
的 ,清晰 的 特征 识别 或 概念 的 实例 , 能 使 人 们 指出 或 至 少 描 述 它 . 
而 仅 有 选择 的 可 能 性 是 不 够 的 。 在 接 下 来 的 一 些 年 中 ， 这 些 观 点 
的 冲突 更 加 尖锐 ， 对 此 ,我 们 将 在 后 面 的 章节 中 详 吉 讨论 ， 但 珊 
在 这 公理 成 为 了 争论 的 焦点 。 

除了 这 些 ， 在 此 后 的 几 十 年 里 ， 随 着 数学 的 扩展 ， 许 多 数学 
家 继续 使 用 选择 公理 ， 它 是否 是 合理 的 、 可 接受 的 数学 的 争论 在 
数学 家 中 极为 盛行 ， 它 成 了 仅 次 于 欧 几 里 得 平行 公理 而 被 讨论 得 
最 多 的 公理 。 正 如 勒 贝 格 所 评论 的 ， 由 于 没有 一 致 的 意见 ， 双 方 
除了 互相 攻 计 以 外 不 解决 尾 何 问题 ,他 本 人 除了 对 这 条 公理 及 取 
理 定 的 和 不 信任 的 态度 外 , 还 表示 使 用 它 , MEKE, 也 要 谨慎 ， 
他 坚持 认为 未 来 的 发 展会 帮助 我 们 做 出 决断 。 

20 世纪 初期 ， 另 一 个 问题 也 开始 困扰 着 数学 家 们 。 起 初 ， 这 
个 问题 还 显得 不 是 那么 紧要 ， 但 是 当 康 托 尔 的 超 限 基 数 和 序数 的 
理论 应 用 得 越 来 越 广泛 后 ， 它 的 解决 就 变 得 十 分 迫切 了 。 

上 康 托 尔 在 他 的 后 期 工作 中 ， 在 超 限 序 数理 论 的 基础 上 ， 建 立 
了 超 根基 数理 论 。 例 如 由 所 有 可 能 的 有 限 序 数 的 集合 构成 的 集合 
AROS. ATA RE. RATRE OS) 的 集合 的 序数 
组 成 的 集合 的 基数 为 党。 按照 这 种 方式 ， 他 得 到 了 越 来 越 大 的 基 
数 , 并 用 名 。、 贫 :、 和 个 。…" 来 表示 ,每 一 个 都 是 前 一 个 的 后 继 者 。 但 
是 ， 他 很 早 以 前 曾 在 关于 超 限 数 的 研究 中 证 明 过 ， 所 有 实数 的 基 
BOW 2* , 简 记 为 c, 面 SEATS, 的 .他 接 下 来 提出 的 问题 就 是 ， 
c 蚌 名 系列 中 的 哪 一 个 呢 ? AAS, 是 站。 的 后 继 者 , 所 以 < 应 大 于 
或 等 于 铃 :， 他 猜测 < 一 中。 他 于 1884 年 担 出 并 发 表 的 这 一 猜测 ， 
称 作 连 续 统 假设 "。 这 个 假设 的 另 一 种 尹 微 简单 一 些 的 陈述 方法 








+ 设想 一 个 基数 为 只, 的 集合 , 考虑 其 全 部 子 集 组成 的 集合 ,其 基数 为 2 六 4 而 391 
bh, 因而 可 以 推测 286 phe n= ph RAET ERARE. 
一 一 原 注 


PAE KES. 理性 的 新 危机 213 








E, ES. 和 < 之 间 不 存在 其 他 超 限 数 , 或 实数 的 任意 无 限 子 集 的 
FERC. hc? .在 本 世纪 的 最 初 年 代 里 ,连续 统 假 设 引 发 了 许多 
没有 解决 的 矛盾 ， 除 了 可 以 用 它 证 明 新 定理 之 外 ， 妈 使 对 于 可 用 
来 建立 集合 论 的 无 穷 集 ， 一 一 对 应 和 选择 公理 的 理解 、 它 也 显得 
十 分 重要 ， 

这 样 一 来 ， 本 世纪 初 数 学 家 们 面 对 着 儿 个 棘手 的 问题 ， 已 经 
发 现 的 矛盾 戏 待 解决 ， 所 有 数学 的 相 容 性 的 证 明 更 为 重要 ， 以 便 
确信 不 再 产生 新 的 矛盾 ， 这 些 问题 都 是 决定 性 的 。 由 于 选择 公理 
对 于 许多 数学 家 来 说 无 法 接受 ， 因 而 许多 基于 该 公理 的 数学 内 容 
也 得 划 个 问号 ， 它 们 能 用 一 个 更 为 人 接受 的 公理 加 以 证 明 吗 ? 抑 
或 选择 公理 整个 就 是 多 余 的 呢 ? CERN ARR, BRAKE 
要 性 越 来 武 明 显 ， 它 也 必须 被 证 明 或 证 否 。 

尽管 数学 家 们 在 20 世纪 初 所 面 对 的 问题 是 严峻 的 ,但 在 另外 
的 情况 于 它们 可 能 并 不 会 引起 什么 巨变 。 的 确 ， 有 一 些 矛 盾 必 须 
解决 ， 但 实际 知道 的 荐 盾 只 限于 集合 论 一 也 许 总 有 一 天 会 严格 
起 来 的 新 分 支 。 至 于 在 经 典 数学 中 可 能 发 现 新 矛盾 的 危险 ， 或 许 
是 由 于 使 用 了 非 断言 定义 所 致 ， 而 当时 相 容 性 问题 已 经 归结 为 算 
术 系 统 的 相 容 性 问题 ， 且 没有 人 对 它 有 疑问 。 实 数 系 统 已 经 延 用 
了 五 干 多 年 ， 数 不 清 的 关于 实数 的 定理 得 到 过 证 明 ， 并 没有 发 现 
什么 矛盾 。 一 条 公理 , 现在 即 指 选择 公理 ， 曾 经 被 隐 含 地 使 用 过 ， 
而 且 还 要 继续 使 用 下 去 ,可 能 并 不 会 让 很 多 人 感到 不 安 。19 世纪 
后 期 的 公理 化 运动 就 曾 暴露 出 许多 公理 都 被 隐 含 地 使 用 过 。 连 续 
统 假设 在 当时 不 过 是 康 托 尔 理论 的 一 个 细节 ， 而 一 些 数学 家 偿 在 
刚 弄 康 托 尔 的 整个 理论 。 数 学 家 们 曾经 面临 过 更 严峻 的 困难 ， 他 
们 也 能 处 之 泰然 ， 比方 说 , 在 18 世纪 , 尽管 充分 知晓 微 积分 基础 
中 的 根本 困难 ， 他 们 还 是 在 微 积分 的 基础 上 建立 了 许多 分 析 的 分 
支 ， 随 后 分 析 才 在 数 的 基础 上 严密 化 。 

我 们 引述 过 的 这 些 问 题 好 比 是 一 根 火柴 ， 其 点 燃 导 火 索 ， 然 








+ 后 一 种 形式 并 不 振 及 选择 公理 。 一 一 原 注 
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后 使 炸弹 引爆 。 一 些 数 学 家 仍 以 为 数学 是 一 个 真理 体系 ， 他 们 和 希 
望 能 建立 起 这 个 体系 ,， 弗 雷 格 已 经 在 从 事 这 样 一 项 活动 。 进一步 ， 
对 选择 公理 的 反对 不 仅仅 限于 该 公理 所 言 ， 以 康 托 尔 为 代表 的 数 
学 家 引入 了 越 来 越 多 的 理念 结 宰 ， 并 认为 它们 和 三 角形 的 概念 具 
有 同等 真实 性 。 但 其 他 一 些 人 人 网 抵制 这 些 概 念 ， 认 为 它们 过 于 脆 
弱 ， 不 能 在 其 上 构造 结实 的 东西 。 关 于 康 托 尔 的 理论 ， 选 择 公理 
和 相似 概念 的 基本 问题 是 数学 概念 在 何 种 意义 上 存在 着 呢 ? 难道 
它们 必须 与 物理 实体 相对 应 或 是 其 理想 化 的 写照 吗 ? EtA 
曾经 思考 过 这 个 问题 ， 对 于 他 和 大 多 数 希腊 入 来 说 ,实体 对 应 物 
基 必 不 可 少 的 。 这 就 是 为 什么 亚 里 士 多 德 不 肯 承 认 无 限 集 合 为 一 
个 整体 及 正七 边 形 的 缘故 。 男 一 方面 ， 柏 拉 图 主义 者 ， 康 托 尔 就 
是 其 中 之 一 ， 都 相信 他 们 天 信奉 的 观念 存在 于 独立 于 人 的 客观 世 
界 中 ， 人 类 只 是 发 现 了 这 些 想法 ， 或 如 柏 控 图 所 说 的 ， 回 忆 起 它 
们 。 

存在 问题 的 另 一 面 是 存在 证 明 的 价值 问题 。 例 如 ， 高 斯 曾经 
证 明 过 每 个 实 系数 或 复 系数 的 n 次 多 项 方程 至 少 有 一 个 根 ， 但 是 
该 证 明 并 没有 指出 怎样 计算 这 个 根 。 类 和 似 地 康 托 尔 证 明 过 实数 多 
FREER 《多 项 式 方程 的 根 )， 因 此 ， 存在 着 超越 无 理 数 。 然 而 ， 
这 个 存在 性 证 明 不 能 使 人 指出 更 不 用 说 计算 出 哪怕 一 个 超越 数 ， 
20 世纪 早期 的 一 些 数学 察 ， 如 鲍 莱 尔 、 贝 尔 和 勒 册 格 认为 纯粹 的 
存在 性 证 明 是 没有 价值 的 ， 存 在 性 证 明 应 使 数学 家 们 能 接 想 要 达 
到 的 精度 来 计算 存在 量 ， 他 们 称 这 样 的 证 明 为 构造 性 证 明 。 

还 有 另 一 个 何 题 困 扰 着 某 些 数学 家 。 数 学 的 公理 化 是 同 对 许 
多 明显 事实 的 直觉 接受 背道而驰 的 。 的 确 ， 这 场 运 动 去 除了 一 些 
矛盾 和 星 洪 的 东西 ， 比 如 在 分 析 领 域 就 是 如 此 。 但 它 也 强调 对 于 
直觉 是 显 面 易 见 的 事物 的 清晰 的 定义 、 公 理 和 证 明 ， 邑 使 它们 肯 
显 到 起 初 察觉 不 到 对 直觉 的 信赖 的 地 步 BAE), 作为 结果 的 
演绎 结构 既 复 杂 ， 涉 及 面 又 其 广 ， 例 如 ， 基 于 整数 公理 的 有 理 数 
特别 是 无 理 数 的 发 展 都 显得 弄 碎 而 复杂 ， 所 有 这 些 ， 都 给 一 些 数 
学 家 , 特别 是 克 罗 内 并 造成 这 样 的 印象 , 由 过 于 做 作 ， 且 不 必要 。 
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使 构造 更 可 靠 ， 人 的 直觉 使 人 相信 和 就 足够 了 。 

另 一 个 争论 的 焦点 巧 ， 随 着 数学 逻辑 体系 的 成 长 ， 使 得 数学 
家 们 意识 到 ， 即便 是 氨 辑 学 原理 也 不 能 非 正式 和 随意 地 使 用 。 皮 
亚 诺 和 弗 雷 格 的 理论 要 求 数学 家 们 在 推理 过 程 中 ， 将 属于 一 个 类 
的 元 率 和 属于 另 一 个 类 的 类 ， 严 格 地 区 别 开 来 。 这 些 区 别 看 起 来 
似乎 是 在 卖弄 学 问 ， 与 其 说 是 一 种 帮助 ， 还 不 如 说 是 一 种 障碍。 

更 为 重要 的 是 , 在 19 世纪末, 尽管 还 不 是 很 明朗 , 但 已 经 有 
许多 数学 家 开始 对 逻辑 原理 无 限制 的 适用 性 感到 不 安 。 什 么 能 担 
保安 们 可 以 应 用 于 无 限 集合 ?如 果 退 辑 原 理 是 人 类 经 验 的 产物 , 那 
么 ,对 于 它们 是否 能 扩展 到 没有 经 验 基础 的 理念 结构 是 有 疑问 的 ， 

RE 1900 年 以 前 ,数学 家 们 已 经 开始 对 我 们 刚才 括 述 过 的 这 
些 基 本 何 题 产生 分 歧 , 而 新 的 榨 论 不 过 是 加 深 了 已 经 存在 的 分 歧 。 
一 些 年 以 后 ， 数 学 家 们 开始 带 善 渴望 回首 在 矛盾 出 现 之 前 的 那 段 
短暂 而 率 福 的 时 光 。 杜 布依 - 雷 综 (Paul du Bois-Reymond) 描述 
那 段 时 光 为 “我 们 仍 住 在 天 党 里 ”的 时 候 ， 
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敢 辑 学 派 的 理论 并 非 不 毛 之 地 ， 它 生长 着 矛盾 。 
— Bm 


集合 论 中 悖 论 的 发 现 ， 以 及 意识 到 其 他 经 典 数 学 中 也 可 能 存 
在 悖 论 ， 使 数学 家 们 开始 认真 对 待 相 和 容 性 问题 了 。 由 于 选择 公理 
的 任意 使 用 ， 就 提出 了 这 样 一 个 问题 ， 即 数学 中 的 存在 意味 着 什 
么 ,而 且 这 一 -问题 备 受 瞩目 。 真正 的 无 限 集 是 不 是 一 个 合理 的 概 
念 ? 在 重 构 数 学 基础 和 开创 新 的 数学 分 支 时 ， 越 来 越 多 地 使 用 无 
穷 集合 将 这 个 古老 的 争议 重新 担 到 人 们 面前 ,而 19 世纪 后 期 的 会 
理化 运动 并 没有 涉及 这 个 问题 。 

然而 ， 并 不 是 这 些 问题 和 前 - - 章 中 所 述 问 题 ， 使 得 数学 家 们 
重新 对 正确 的 数学 基础 这 一 问题 做 全 面 的 考虑 ， 这 些 问 题 使 原来 
已 经 骨 了 烟 的 观点 分 歧 ， 变 成 了 白热化 的 征 议 。 一 些 新 的 带 根本 
考 的 数学 方法 , 早 在 1900 年 之 前 就 被 提出 来 , 并 在 一 定 程度 上 给 
巴 了 和 仔细 的 探讨 ， 但 它们 并 未 受到 人 们 的 注意 ， 大 多数 数学 家 没 
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数学 基础 的 新 数学 方法 而 爆发 了 一 场 战 争 ， 他 们 分 裂 为 两 个 对 立 
的 阵营 ， 并 向 对 方 宣战 。 

勾 辑 派 是 这 些 派别 中 的 一 个 ， 其 论点 简 言 之 ,就 是 所 有 的 数 
学 都 可 由 北 辑 推导 出 来 。 在 20 世纪 初 , 几乎 所 有 的 数学 家 都 认为 
SWE THERA. Al. PRR A. WEE 
是 一 个 真理 体系 ， 而 且 由 于 真理 是 相 容 的 ， 因 而 他 们 说 ， 数 学 也 
ERF. 

像 所 有 的 创新 一 样 ， 这 一 论点 在 得 到 明确 的 形式 和 广泛 的 注 
意 之 前 , 许多 人 对 它 做 出 了 贡献 。 数 学 可 由 色 辑 推出 这 一 观点 ,可 
BEAIRTE., HEERA THEHR GREE) 和 
事实 真理 〈 或 称 偶然 真理 ) 〈 见 第 作 章 )， 莱 布 尼 获 在 写 给 朋友 科 
斯 特 的 一 封 信 中 解释 了 这 一 区 别 。 一 个 真理 是 必然 的 ， 若 它 的 否 
CRBS TS; 如 果 一 个 真理 不 是 必然 的 ， 就 称 它 是 偶然 的 。 上 
帝 是 存在 的 ， 所 有 的 直角 都 相等 ， 这 些 都 是 必然 真理 。 而 我 本 人 
是 存在 的 ,自然 界 中 存在 着 某 种 物体 ， 它 有 一 个 恰 为 90° 的 角 , 这 
些 则 是 偶然 真理 ， 它 们 可 能 正确 ， 也 可 能 不 正确 。 因 为 整个 宇宙 
都 可 能 是 另 一 种 结构 ， 而 土 帝 从 无 数 的 可 能 结构 中 选 出 了 他 认为 
最 为 合适 的 。 数 学 真理 是 必然 真理 ， 所 以 它们 一 定 是 可 由 还 辑 推 
出 的 ， 而 逮 辑 的 规则 也 是 必然 真理 ， 而 且 在 任何 可 能 的 世界 体系 
中 都 是 正确 的 。 

莱 布 尼 区 没有 将 由 好 辑 推出 数学 这 一 工作 继续 下 去 ， 在 差 不 
多 200 年 的 时 间 里 ， 其 他 持 有 相同 见解 的 人 也 没有 做 这 件 事 ， 例 
如 , 戴 德 金 直 截 了 当地 肯定 , 数 不 是 由 时 间 和 空间 的 感觉 得 来 , 而 
是 “一 种 纯粹 思维 规律 的 直接 产物 *。 AT RR. 我 们 才 有 时 间 和 和 空 
间 的 精确 概念 。 他 开始 发 展 这 一 论点 ， 但 也 没有 继续 下 去 。 

最 后 ， 受 戴 德 金 的 影响 ， 旨 雷 格 发 展 逊 辑 派 的 理论 ， 他 对 
MARR TARR. RR SIE 
HH, CHERS ETERRA PH. RR Ae. Be 
学 定理 及 其 证 明说 明 ,了 什么 是 蕴含 ， 并 不 是 数学 全 部 都 能 用 于 现 
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实 世 界 ， 但 它 当 然 是 包含 了 理性 真理 的 。 弗 雷 格 在 《概念 演算 》 
(1879 年 ) 中 , 在 明确 表述 的 公理 之 上 构筑 了 逮 辑 学 . 此 后 在 他 的 
《算术 基础 》(1884 年 ) 和 两 卷 著作 《算术 的 基本 法 则 》(1893 年 ， 
1903 年 ) 中 继续 从 逻辑 前 提出 发 ， 稚 导 算 术 的 概念 和 数 的 定 疼 及 
规律 。 从 数 的 规律 出 发 ， 就 有 可 能 推出 代数 ,分 析 其 至 几何 ， 因 
为 解析 几何 是 从 代数 形式 来 表述 几何 揭 概 念 和 性 质 . 不 幸 的 是 , 弗 
雷 格 的 符号 体系 对 数学 家 们 来 说 太 复 杂 、 赤 生路 了 ， 因 此 他 的 工 
作 ， 在 当时 并 没有 什么 影响 。 有 一 个 具有 讽刺 意味 的 故事 。1902 
年 正当 《算术 的 基本 法 则 》 第 二 卷 要 村 印 的 时 候 ， 他 接 到 罗素 的 
一 封 信 ，, 罗素 说 他 的 工作 涉及 了 “所 有 集合 的 集合 ” 这 一 概念 , 但 
这 是 会 导出 矛盾 的 。 弗 雷 格 于 是 在 第 二 卷 的 结尾 写 道 :“ 一 个 科学 
家 青 不 会 碰 到 比 这 更 难堪 的 事情 了 ， 即 在 工作 完成 的 时 候 ， 它 的 
基础 垮 掉 了 . 当 这 部 著作 只 等 付 印 的 时 候 , 罗素 先生 的 一 封 信 , 就 
恒 我 陷入 这 种 境地 .” 在 他 写 这 部 著作 的 时 候 ， 弗 雷 格 并 不 知道 悖 
论 已 经 被 提出 来 了 。 
罗素 独立 地 构想 出 了 同样 的 计划 , 在 他 进一步 发 展 它 的 时 候 ， 
他 发 现 了 绅 盐 烙 的 工作 。 罗 素 在 他 的 自传 〈1951 年 》 中 说 ， 他 也 
受到 皮 亚 诺 的 影响 ,后 者 是 他 1900 年 在 第 二 届 国 际 数学 家 大 会 时 
这 次 大 会 是 我 的 精神 生活 的 一 个 转折 点 ， 因 为 
在 那里 我 遇见 了 皮 亚 诺 。 在 此 之 前 ， 我 已 昕 说 过 他 
的 名 字 ， 岂 知道 他 的 一 些 工作 。 我 突然 明白 了 ， 他 
的 符号 提供 了 我 多 年 来 一 直 试 图 寻找 的 分 析 的 工 
具 ， 而 且 ， 从 人 那里 我 获得 了 一 直 以 来 想 要 从 事 的 
工作 的 一 种 新 的 有 效 的 技术 。 
在 《数学 原理 》《 第 一 版 ，1903 年 ) 中 , 他 进一步 写 道 :“ 所 有 的 
数学 都 是 符号 逻辑 这 一 事实 是 我 们 这 个 时 代 最 伟大 的 发 现 之 一 


在 本 世纪 之 初 ， 罗 素 和 弗 雷 格 一 样 ， 相 信和 如果 数 学 的 基本 定 
理 能 由 届 辑 推出 ， 则 由 于 人 逻辑 一 定 是 个 真理 体系 ， 那 么 这 些 定理 
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年 ) 中 ， 罗 素 说 ， 他 试图 得 到 “一 种 完美 的 数学 ， 它 是 无 可 威 妖 
的 ”。 

罗 崇 当然 知道 皮 亚 谎 从 有 关 整 数 的 公理 推出 了 实数 ， 也 知道 
希 尔 伯 特 为 整个 实数 系统 给 出 了 一 个 公理 集 。 然 而 在 《数学 哲学 
导言 》{(1919 年 ) 中 ,他 提 到 了 有 点 类 似 于 戴 德 金 的 一 种 策 咯 : 
“我 们 所 需要 的 这 种 假设 方法 有 很 多 优点 ;正如 窃取 总 是 比 诚实 劳 
作 来 得 快 一 样 .罗素 真正 关心 的 是 十 或 十 五 条 关于 数 的 公理 的 假 
设 并 不 能 保证 这 些 公理 的 祖 窒 性 与 真实 性 。 正 如 他 所 说 的 ， 这 一 
假设 毫 无 必要 地 增加 了 未 来 之 旅 的 难度 。 而 在 本 世纪 初 ， 罗 案 还 
确信 逻辑 原理 是 真理 因而 是 相 容 的 ， 怀 特 海 (Whitehead》 则 在 
1907 年 提 恒 道 :“ 示 可 能 有 关于 逻辑 前 提 本 身 的 相 容 性 的 形式 的 
证 明 。” 

在 许多 年 里 ， 罗 索 一 直 相 信 ， 多 辑 愿 理 和 数学 知识 的 实体 是 
独立 于 和 任何 精神 而 存在 并 且 仅 为 精神 所 感知 的 。 这 种 知识 是 客观 
的 ， 永 重 的 ， 这 一 立场 在 他 1912 年 的 著作 《哲学 的 问题 》 中 给 予 
了 明确 的 谓 述 。 

在 真理 问题 上 ， 罗 索 的 意图 是 要 走 得 比 弗 雷 格 更 远 。 年 轻 时 
他 相信 数学 揭示 了 现实 世界 的 真理 ,然而 ,在 欧 氏 几何 和 非 获 所 
何 它 科 都 与 现实 世界 相 吻 合 ( 见 第 四 章 ) 却 彼此 不 相 容 中 , 他 
却 不 能 肯定 ， 哪 一 个 是 真 的 。 在 《关于 几何 基础 的 随笔 》 (1898 
年 ) 中 ， 他 确实 找到 了 一 些 他 认为 是 客观 真理 的 数学 法 则 ， 例 如 
物理 空间 一 定 是 齐 次 的 , 即 在 任 信 地方 都 具有 相同 性 质 . 然而 , 一 
定 存 在 一 个 客观 的 真实 世界 ,我们 能 够 得 到 关于 它 的 正确 知识 ,对 
比 之 下 ， 空 间 的 三 维 任 则 只 是 一 个 经 验 事实 。 因 此 罗素 试图 寻找 
具有 客观 真实 性 的 数学 规律 ， 而 这 些 规 律 应 是 可 出 逻辑 公理 推出 
来 的 。 

TE 1903 年 的 《原理 》 中 罗素 强调 了 关于 数学 的 客观 真理 性 的 
立场 ， 他 说 :“ 一 切 关于 实际 存在 的 命题 ， 例 如, 我 们 生活 其 中 的 
空间 ， 都 来 自 于 实验 或 经 验 科 学 ， 而 不 是 数学 。 当 它们 属于 应 用 
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数学 时 ， 它 们 是 通过 纯 数 学 的 -个 命题 中 的 一 个 或 多 个 变量 赋 以 
常数 值 而 得 到 的 …… .甚至 在 这 :版 中 , 他 仍然 相信 一 些 基 本 的 
客观 真理 存在 于 由 逻辑 推出 的 数学 中 。 对 于 怀疑 论 者 没有 绝对 真 
理 的 观点 ,罗素 回击 道 ,“ 数 学 对 于 这 样 的 怀疑 主义 ， 将 永远 责难 
它们 ， 国 为 真理 的 暴 堂 红 然 剖 立 ， 不 会 国 为 任何 怀疑 的 训 讽 而 有 
所 减损 ”。 

罗素 在 他 的 《原理 》 中 概要 说 明 的 思想 在 剑 特 海 和 罗素 的 详 
忌 著 作 《 数 学 原理 》( 共 3 卷 ， 第 一 版 1910 一 1913 年 ) 中 得 到 了 
发 展 ， 由 于 这 部 著作 是 逻辑 派 立 场 的 权威 性 论述 ， 我 们 的 说 明 将 
以 此 为 本 。 

RP SRA BRS HRA A. Bee ee eae 
A, EM eRe, CARRE. AEA 
论 一 样 { 见 第 十 二 章 )， 这 个 展开 是 从 一 些 不 定义 的 概念 开始 的 ， 
这 些 不 定义 的 概念 中 有 :基本 命题 的 概念 ,肯定 基本 命题 的 真 ,一 
个 命题 的 否定 ， 二 个 命题 的 析 取 ， 以 及 命题 省 数 的 概念 。 

罗素 和 怀特 海 解 释 了 这 些 竹 念 ， 虽 然 正如 他 们 指出 的 ， 这 种 
解释 并 不 是 逻辑 展开 的 一 部 分 ， 他 们 上 所谓 的 命题 和 命题 奖 数 实际 
上 是 皮尔 斯 已 介绍 过 的 。 例如 :“ 约 输 是 人 ”是 一 个 命题 , 而 x 是 
大 ， 则 是 一 个 命题 函数 。 一 个 命题 的 香 定 是 指 :“ 这 个 命题 成 立 不 
是 真 的 ”, 因此 , 如 果 用 p 表示 “ 约 输 是 人 ”这 个 命题 ， 那么 的 
FE GUE~ p) 是 指 “ 约 翰 是 人 不 真 ” 或 “约翰 不 是 人 ”。 两 个 
命题 pte 的 合 取 记 作 p-o. 是 指 > 与 9 都 必须 为 真 ; 两 个 命题 
pS q Mitt 上 Vge, 是 指 户 或 2 为 真 . 这 是 “或 "的 意思 , E 
如 “男人 或 女人 都 可 申请 ”中 说 的 ， 即 男人 人 可 以 申请 ， 女 人 可 以 
申请 ,或 者 两 者 都 可 申请 。 “那个 人 是 男人 或 女人 ”这 人 句 话 中 ， 
“se” 具有 更 一 般 的 意 祥 ， 即 非 此 即 彼 , 不 能 两 全 。 在 数学 中 按 第 
一 个 意思 来 用 “或 ”这 个 词 , 虽然 有 时 只 有 第 二 种 意思 是 可 能 的 
例如 : 三 角形 是 等 采 的 或 四 边 形 是 平行 四 边 形 ” 说 的 是 第 一 个 意 
思 。 我 们 也 说 一 个 数 必 为 正 的 或 负 的 ， 而 关于 正 数 和 负数 的 一 些 
事实 说 明 二 者 不 能 都 是 真 的 。 因 此 在 《原理 》 中 ， 肯 定 或 9 就 
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是 指 p 并 且 g 都 是 真 的 ， 或 者 p FAM A. Lp 真 而 4 不 真 。 

在 命题 之 间 最 重要 的 一 种 关系 是 蕴涵 ， 即 “个 命题 的 真 强制 
着 男 一 个 命题 的 真 。 在 《数学 原理 中, ETAD., BAD. E 
SPR HSA OLA) 意义 相同 , Bl pg WER pA 
真 ， 则 9 必 真 ; ME p Ak. MABE 9 为 真 或 假 都 有 Dg, BP— 
个 翁 命 题 草 涵 任 意 命 题 ， 草 削 的 这 一 定义 至 少 与 可 能 发 生 的 事 是 
相 容 的 。 因此, Ba 是 偶数 为 真 ， 则 2e 必 为 偶数 ， 而 若 a 是 偶数 
为 假 , 则 2a 可 能 为 偶数 或 者 〈 当 a 是 分 数 时 ) 2a 可 能 不 是 偶数 ， 
HERTE., a 为 蛋 数 两 个 结论 都 可 得 到 。 

当然 ， 必 须要 膛 辑 公理 才能 推导 定理 ， 其 中 的 一 些 是 ， 

A. 一 个 真 的 基本 命题 所 草 池 的 命题 是 真 的 。 

B. (VA) Jp. 

C. gC NG) 

D. (go) D CaV pd: 

E. pV CVr} Day QVO 

F. h p HEZA poe 的 肯定 可 得 4 的 肯定 。 作者 们 由 这 些 
公理 出 发 推导 出 还 辑 的 定理 。 

为 说 时 逻辑 本 身 已 形式 化 ， 并 成 为 演绎 的 推理 手段 ， 我 们 来 
看 一 下 数学 《原理 }》 开头 的 几 个 定理 。 一 个 定理 是 ， 假设 p Bh 
p SK, We 不 真 , 这 就 是 归 读 原理 。 另 一 个 定理 是 , 若 9 Br, 
那么 就 有 若 p Bg 则 p 蕴涵 x (这 是 亚 里 士 多 德 三 段 论 的 一 种 
形式 )。 一 个 基本 定理 是 排 中 律 : 对 于 任意 命题 p p 是 真 的 或 是 
假 的 。 : : 

HEUER Za. AEA RAE eR. Ei 
实际 上 表示 的 是 类 或 者 集合 ,因为 命题 函数 用 性 质 来 描述 集合 ,而 
不 用 把 集合 中 的 元 素 指点 出 来 , 例如 , MEAR. “r 是 红 的 ”这 
个 命题 油 数 就 表示 所 有 红色 的 物体 组 成 的 集合 。 .- 

罗素 和 怀特 海 当 然 希 望 能 够 避免 由 于 定义 一 个 包含 自身 在 内 
作为 一 个 元 素 的 集合 而 引起 的 错误 。 他 们 解决 这 个 困难 的 办 法 是 
黎 求 ,“ 任 何 牵 涉 着 一 个 集合 的 所 有 元 素 的 东西 , 都 不 能 成 为 这 个 
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集合 的 元 素 ”。 为 了 在 《数学 原理 》 中 实现 这 一 制约 , 他 们 引入 了 
层次 理论 。 

层次 理论 是 复杂 的 ， 但 其 思想 是 简单 的 。 个 体例 如 约翰 或 
某 一 本 书 ) 是 层次 0。 关于 个 体 的 性 质 的 断言 ， 是 层次 1， 关 于 个 
体 性 质 的 命题 , 则 是 层次 2, 每 一 个 断言 都 比 它 所 描述 的 尾 层 的 事 
物 层 次 为 高 。 用 集合 的 术语 来 说 ， 层 次 理论 说 的 是 个 体 元 素 的 层 
KAO: 个体 的 一 个 集合 层次 为 1; 许多 个 集合 组 成 的 一 个 集合 层 
次 为 2; 依 此 类 推 . 这 样 如 果 说 a 属于 上 则 5 的 层次 一 定 比 a 高， 
同样 ， 不 能 说 一 个 集合 属于 它 本 身 ， 当 把 层次 理论 回 到 命题 炒 数 
上 时 ， 情 况 变 得 略为 复杂 一 些 。 命 题 落 数 不 能 由 这 个 申 数 本 身 定 
义 的 东西 作为 变 元 (变量 的 值 ) ,因此 匡 数 就 比 其 变量 的 层次 楼 高。 
基于 这 一 理论 ， 两 位 作者 ， 讨 论 了 当时 的 悖 论 ， 并 且说 明 层次 理 
BERTE. 

EREE E T AR OA — PE BS TS 
楚 地 说 明 。 我 们 来 考虑 “凡是 规则 都 有 例外 ”这 一 叙述 引起 的 子 
E { 见 第 九 章 ), 这 一 般 述 是 关于 “任何 书 都 有 邯 刷 错误 ”这 样 的 
特定 的 规则 的 ， 而 关于 所 有 规则 的 陈述 ,通常 被 解释 为 若 用 于 它 
ABW SH TT. MER AAR, ERK, — 
般 规则 具有 更 高 的 层次 ， 因 此 ， 它 关于 特定 的 规则 的 陈述 不 能 用 
于 自己 ， 从 而 一 般 规则 不 一 定 有 例外 。 

Rh. “ER” ie, 将 那些 不 能 用 于 自身 的 词 定 交 为 它 谓 
的 一 一 是 所 有 它 谓 的 词 的 一 个 痊 的 定义 ， 因 此 ， 它 比 任 何 一 个 它 
谓 的 词 层次 都 高 .所 以 不 能 问 一 个 它 谓 的 词 本 身 是 不 是 它 谓 的 ,但 
可 以 向 一 个 特定 的 词 ， 比 如 ， 短 的 是 不 是 它 请 的 。 

说 谎 者 圩 论 也 可 以 通过 层次 理论 得 到 解决 ， 正 如 罗素 所 指出 
的 ， 陈 述 甸 “我 正在 说 谎 ” 是 指 “ 我 正在 肯定 一 个 命题 ， 而 它 是 
RH, 或 “我 肯定 一 个 命题 p 而 p 是 假 的 ”若是 第 wr 层 的 , 则 
RT pH. 层次 是 高 于 = 的, 因此 , 若 关于 靖 的 断言 是 真 的 ， 
Wp 本身 就 是 假 的 ; WERT p 的 断言 是 假 的 , Uy 本 身 就 是 真 
的 , 但 这 里 并 不 存在 矛盾 。 用 同样 的 方法 , RARER. 
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所 有 这 些 都 涉及 到 一 个 关于 低层 断言 的 层次 更 高 的 断言 

很 明显 , 层次 理论 需要 对 语句 仔细 地 按 层 次 加 以 区 别 。 然 而 ， 
要 想 按 层次 理论 来 建立 数学 ， 开 展 起 来 将 极为 复杂 。 例 如 : 在 
《原理 》 中 ， 两 个 东西 a 和 上 相等， 是 指 如 果 对 5 适用 或 5 成 立 的 
每 一 命题 或 命题 函数 ， 都 对 a 成立， 反之 亦 然 。 但 是 这 许 许 包 多 
的 瞩 言 是 不 同 层次 的 ,因而 相等 这 一 概念 , 就 相当 复杂 。 类似 的 ， 
由 于 无 理 数 是 用 有 理 数 定义 的 ,而 有 理 数 是 用 正 整 数 来 定义 的 .无 
理 数 比 有 理 数 有 更 高 的 层次 , 它们 都 比 整 数 的 层次 类 型 高 , 因此 ， 
实数 系 由 不 同 层次 的 成 分 构成 ， 于 是 不 能 得 出 关于 所 有 实数 的 定 
理 ， 而 必须 对 每 个 层次 的 数 分 别 陈述 ， 因 为 适用 于 一 个 层次 的 定 
理 ， 不 能 自动 地 适用 于 其 他 层次 。 

层次 理论 带 来 的 另 一 复杂 命题 是 关于 有 界 实数 集 的 最 小 上 界 
的 概念 ( 见 第 九 章 )。 最 小 上 界定 义 为 所 有 上 午 中 最 小 的 ， 因 此 ， 
最 小 上 界 是 用 实数 的 集合 来 定义 的 ,于 是 它 一 定 比 实数 层次 高 ,而 
ER PRES. 

为 了 避免 这 种 复杂 性 ,罗素 和 怀特 海 巧妙 地 引进 了 约 化 公理 。 
命题 的 约 化 公理 认为 任何 较 高 层次 的 一 个 命题 与 一 个 层次 为 0 的 
命题 等 价 ， 命 题 函数 的 约 化 公理 认为 任何 一 元 或 二 元 命题 函数 与 
一 个 层次 为 1, 具有 相同 数目 的 变 元 〈 变 元 可 以 是 任何 层次 的 的 
命题 函数 是 共存 的 。 这 一 公理 也 为 支持 《原理 》 中 使 用 的 数学 归 
纳 法 所 需要 。 

在 叙述 了 命题 函数 之 后 ， 两 位 作者 就 讲 到 关系 理论 ， 关 系 是 
通过 两 个 或 多 个 变量 的 命题 函数 来 表示 的 , 这 样 “z 爱 ”就 表示 
了 一 种 关系 。 由 关系 理论 得 出 用 命 亚 函数 定义 的 明确 的 类 或 集 的 
理论 ,在 此 基础 之 上 作者 们 将 要 引入 自然 数 〈 正 整数 ) 的 概念 ， 

自然 数 的 定义 当然 是 有 点 意思 的 ， 它 依赖 于 先前 引入 的 类 之 
间 的 一 一 对 应 关系 。 如果 两 个 类 是 一 一 对 应 的 , 则 称 其 为 相似 的 。 
所 有 相 侧 的 类 ， 具 有 一 个 共同 性 质 : 它们 的 元 素 个 数 相同 WA 
相似 的 类 可 以 有 多 个 共同 的 性 质 ,罗素 和 怀特 海 在 这 一 点 所 司 的 ， 
正如 弗 雷 格 做 过 的 ， 是 把 一 个 类 的 元 素 个 数 定义 为 所 有 与 之 相似 
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的 类 所 组 成 的 类 ,这 样 ,3 这 个 数目 就 是 所 有 的 三 元 素 类 所 组 成 的 
类 ， 而 三 元 素 的 记号 是 (r, y x}， 其 中 xz 关 y 卫 xz。 因 为 数 日 的 
定义 事先 假定 了 一 一 对 应 的 概念 ,看 起 来 这 个 定 久 似乎 是 循环 的 ， 
但 是 ,作者 指出 , 一 个 关系 是 一 一 的 ， 如 果 当 三 和 :x' 都 对 y 有 这 
PRAM, 2 与 x 必 是 恒 同 的 ,而 当 x 对 yy 和 都 有 这 个 关系 时 ， 
3 与 y' 必 是 恒 同 的 。 因此， 一 一 对 应 的 概念 ， 并 未 牵涉 到 数目 1， 

有 了 自然 数 以 后 ， 就 能 建立 起 实数 系 和 复数 系 、 范 数 以 及 全 
部 分 析 。 了 几何 可 以 通过 数 用 坐标 和 曲线 方程 来 引进 ， 然 而 ， 为 了 
实现 他 们 的 自 标 ， 罗 素 和 怀特 海 又 引入 了 两 条 公理 。 为 了 定 几 自 
然 数 〈 了 以 命题 函数 的 形式 ) 以 及 更 为 复杂 的 有 理 数 ， 无 理 数 及 超 
限 数 ， 怀 特 海 和 罗素 引进 了 无 穷 类 存在 的 公理 BOHRA 
适当 地 定义 ) 和 层次 理论 所 需 的 选择 公理 〈 兄 第 九 章 ) 。 

BE BIR A. AE LA LEA BT 
的 ， 我 们 在 这 里 只 是 一 带 而 过 。 我 们 必须 着 重 指 出 的 是 ， 他 们 在 
数学 上 的 工作 ， 就 是 要 把 数学 葛 定 在 逻辑 的 基础 上 ， 不 需要 任何 
数学 公理 ， 数 学 不 过 是 万 辑 的 主题 和 规律 的 自然 延展 

逮 辑 派 的 做 法 受到 很 老 指 责 ， 约 化 公理 激 起 了 反对 ， 因 为 它 
显得 太 任 意 了 。 尽管 没有 证 明说 它 是 错 的 ， 可 也 缺 簿 证 据说 明 它 
的 正确 性 。 它 曾 被 说 成 是 可 喜 的 , 意外 的 , MPS BN. FE 
姆 赛 尽 管 是 支持 地 辑 派 理论 的 ,但 他 也 用 这 样 的 活 来 指责 其 公理 ， 
“这 样 的 公理 在 数学 中 是 没有 位 置 的 ;任何 不 用 它 就 不 能 证 明 的 东 
西 , 根本 就 不 能 看 成 是 得 到 了 证 明 ”。 另 一 些 入 说 ,这 个 公理 是 知 
力 的 廉价 品 。 魏 尔 则 明确 宣布 放弃 这 个 公理 。 有 些 评论 称 ， 这 个 
公理 恒 新 引入 了 非 断 言 定义 。 也 许 最 重要 的 问题 是 它 究 竟 是 不 是 
侯 辑 的 公理 ,以 及 由 此 提出 的 数学 是 建筑 在 妈 辑 基础 之 上 这 一 论 
点 是 否 确 实 可 车。 

1909 “ERs MBN: 约 化 公理 比 数 学 归纳 法 更 靠不住 , 更 含糊 
AR. 前 者 实际 是 用 后 者 来 证 明 的 , 它 是 后 者 的 另 一 种 表现 形式 。 
但 是 数学 归纳 法 是 数学 的 一 部 分 , 是 构筑 数学 大 厦 必 有 需 的 。 因 此 ， 
我 们 不 能 证 明 其 相 容 性 。 
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罗素 和 怀特 海 在 《原理 》 第 二 卷 第 一 版 〈1916 年 ) 中 说 明 引 
入 这 一 公理 的 理由 是 为 了 得 到 某 些 特定 结果 。 很 明显 邮 ， 仔 们 为 
使 用 了 这 个 公理 而 不 安 ， 这 里 是 作者 为 它 作 的 辩解 : 

说 到 约 化 公理 ， 既 然 它 支持 的 推理 和 由 它 产生 
的 结果 ， 看 起 来 都 是 合乎 情理 的 ， 所 以 直觉 上 它 应 
该 是 正确 的 ,然而 尽管 不 大 可 能 证 明 空 是 错误 的 , 却 
也 不 大 可 能 证 明 它 是 册 一 些 基 本 或 和 更 明显 的 公理 推 
导出 来 的 。 

后 来 ， 罗 素 自 己 也 很 关心 约 化 公理 的 使 用 ， 在 他 的 《数学 哲 
学 导论 》 《1919 年 ) 中， 罗素 说 ， 

从 严格 的 逻辑 化 来 看 ， 我 找 不 出 任何 理由 来 相 
信 约 化 公理 是 逻辑 必然 的 ， 这 就 是 说 ， 它 在 所 有 可 
能 的 世界 中 都 是 真 的 。 因 此 ， 在 逻辑 体系 中 ， 承 认 
RARER, HARASS ORBZE MH, 

在 《原理 》 的 第 二 卷 第 二 版 (1926 年 ) 中 ， 罗 素 重 新 叙述 了 
约 化 公理 , 但 这 产生 了 一 些 新 的 困难 。 比如 , 不 允许 高 阶 无 穿 , 省 
去 了 最 小 上 界定 理 ， 并 使 得 数学 归纳 法 的 使 用 更 为 复杂 。 罗 素 再 
一 次 说 明 他 希望 能 从 更 明显 的 公理 中 推导 出 约 化 公理 ， 然 而 他 又 
一 次 承认 其 是 敢 辑 的 缺 性 ， 罗 素 和 怀特 海 在 数学 《原理 》 的 第 二 
版 中 一 致 认为 ,“ 这 个 公理 有 着 纯粹 的 实际 的 合理 性 , 它 导 出 想 要 
的 结 昌 而 不 是 其 他 。? 他 们 也 意识 到 它 能 导出 正确 结论 的 事实 并 不 
是 一 个 很 有 说 服 力 的 论据 ， 因 而 做 了 各 种 学 试 ， 把 数学 归结 为 不 
SOLA BRE. EHNA. MBAR R 
批评 为 引 入 了 错误 移 证 明 。 

对 人 逻辑 基础 更 多 的 批评 , 指向 了 无 窃 公 理 。 批评 的 焦点 在 于 ， 
整个 数学 的 结 梅 根 本 上 是 建立 在 这 个 公理 的 正确 性 之 上 ， 然 而 却 
没有 经 毫 理由 来 相信 其 真理 性 。 更 粒 的 是 ， 根 本 没有 办 法 对 其 真 
理性 做 出 判定 。 而 且 ， 它 是 不 是 个 逻辑 公理 也 还 是 个 问题 。 

侯 心 面 论 ， 应 该 指出 的 是 ， 罗 素 和 怀特 诲 对 于 将 无 穷 公 理 作 
光 李 辑 会 理 也 很 炭 踊 ， 他 们 被 这 个 公理 的 内 容 具 有 “真实 的 外 
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表 ” 这 一 事实 所 困扰 ， 困 拢 他 们 的 不 仅仅 是 它 的 逻辑 性 ， 还 丰 它 
的 真实 性 。《 数 学 原理 》 中 术语 “个 体 ” 的 一 种 解释 是 构成 宇宙 的 
RR REF MICH. 这 样 一 来 , 尽管 无 穷 公理 是 以 逻辑 术语 表述 的 ， 
它 却 似乎 提出 了 这 样 一 个 问题 ， 即 字 宣 是 理由 有 限 个 或 无 限 个 终 
极 粒子 构成 的 ， 这 个 问题 或 许 物理 学 能 够 回答 ,但 肯定 不 是 数学 
或 逻辑 学 所 能 回答 的 。 然 而 ， 如 果 引 入 无 穷 集 ， 如 果 要 证 明 用 无 
穷 公 理 推 导出 来 的 数学 定理 是 逻辑 定理 ， 似 乎 就 必须 将 它 作为 一 
个 还 辑 会 理 来 接受 ， 简 而 言 之 ， 如 时 将 数学 “归结 ”为 逻辑 ， 那 
么 ， 有 还 辑 似 乎 就 一 定 要 包含 无 穷 公理 。 
罗素 和 怀特 海 ,还 使 用 了 选择 公理 〈 儿 第 万 章 ), 他 们 称 之 为 
乘法 公理 ， PRA CRE) WK. FETA eS 
类 , 则 存在 一 个 类 , 恰 由 每 个 类 中 的 一 个 元 率 组 成。 我 们 知道 , 这 
个 公理 所 引发 的 讨论 和 非议 ， 比 其 他 性 何 公理 都 多 一 一 除了 欧 几 
里 得 的 平行 公理 。 欧 素 和 怀特 海 为 选择 会 理 同样 感到 不 安 ， 他 们 
ABER Od A ee EAER. Re 
将 由 这 个 公理 推出 的 经 典 数学 归结 为 逻辑 ， 同样 也 只 有 承认 它 是 
逻辑 的 一 部 分 。 . 
约 化 公理 .无穷 公 理 及 选择 公理 的 使 用 , WEP BBA. 
即 数 学 可 以 从 多 辑 推导 出 来 ， 提 出 了 质疑 人 还 辑 与 数学 的 区 别 在 
BE LUE? 逻辑 派 观 点 的 拥护 者 说 ， 《数学 原理 》 中 所 用 的 侵 辑 是 
“ 纯 逻辑 ”或 “纯化 了 的 逻辑 ”， 另 一 些 人 则 对 于 三 个 有 争议 的 公 
理 耿 了 歌 子 怀 ， 对 所 用 的 逻辑 的 “纯粹 性 ”提出 疑问 ， 因 此 他 们 香 
认 数 学 甚 圣 数学 的 任何 一 个 重要 分 支 已 被 归结 为 还 辑 。 有 些 入 则 
愿意 将 逻辑 一 词 的 意义 加 议 推 广 ， 使 它 能 包含 这 些 公理 。 
罗 索 是 坚定 的 逻辑 派 观点 的 捍卫 者 。 有 一 个 时 期 他 为 他 种 怀 
特 海 在 《原理 》 第 二 卷 第 一 版 中 所 做 的 一 切 作 辩解 ， 在 《数学 哲 
学 导论 》(919 年 ) 中 他 说 ， 
Re ew) BEE, SA 
问题 。 从 还 辑 和 数学 共同 接 爱 的 前 提出 发 ， 用 演绎 
HAAR ESERIAK, RURE. F 
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可 能 茵 出 一 条 清晰 的 分 界线 ， 其 左 流 是 座 辑 ， 右 边 
是 数学 。 如 果 还 有 些 人 不 肯 藉 认 数 学 和 译 辑 的 同一 
性 ,我 将 提请 他 沸 出 ， 在 《数学 原理 》 的 一 系列 定 
NFR SP. 他们 认为 在 哪儿 是 还 辑 的 结束 ， 哪 儿 
是 数学 的 开始 。 显然 , 任何 答案 都 不 可 能 基准 确 的 。 

考虑 到 20 世纪 初时 关于 康 托 尔 的 工作 和 选择 公理 以 及 有 关 
无 穷 公理 的 非常 尖锐 的 争论 ， 罗 素 和 忻 特 海 没有 限定 把 这 两 个 公 
理 作 为 他 们 的 整个 系统 的 公理 ， 而 只 是 在 特定 定理 中 用 到 了 这 两 
个 公理 〈《 数 学 哲学 导论 》1926 年 ， 第 二 版 )。 然 而 ， 有 很 大 一 部 
分 经 典 数学 的 推导 必须 用 到 它们 ， 在 《原理 》 第 一 卷 的 第 二 版 
(1937 年 ) 中 ， 罗 素 已 放弃 了 最 早 的 观点 。 他 说 :“ 什 么 是 逻辑 的 
原理 , 已 经 变 得 相当 任意 了 ”。 无 穷 公理 和 选择 公理 “只 能 通过 经 
验 来 证 实 或 否 证 ”"。 不过， 他 仍然 坚持 逻辑 和 数学 是 统一 体 ，。 

然而 ， 批 评 并 未 就 此 中 止 ， 魏 尔 在 《数学 和 自然 科学 的 哲 
学 《1949 年 ) 中 说 , 《原理 》 中 数学 的 基础 

不 仅仅 是 逮 辑 ， 还 有 一 种 驾 辑 学 家 的 天 堂 ， 一 个 时 
契 菜 种 结构 极为 复杂 的 , BERRE” HFA, e 
有 哪个 头脑 现实 的 人 会 到 说 他 相信 这 个 超自然 的 世 
FRYE, Pree vee KRERA BAM RIE Be el. 
并 不 亚 于 早期 教会 神父 或 中 世纪 经 院 拍 学 的 教条 。 

还 有 一 个 关于 亡 辑 主义 的 批评 ， 尽 管 在 《原理 》 的 三 卷 中 都 
没有 发 展 几 何 学 ,但 很 清楚 ， 正 如 我 们 前 面 提 到 的 ,使 用 解析 几 
何 就 可 以 做 到 这 一 点 。 不 过 ,也 有 人 指出 说 ,《 床 理 》 通 过 归 约 为 
自然 数 的 公理 集 ， 就 把 算术 、 代 数 和 分 析 归 约 为 驾 辑 ， 但 是 数学 
的 “ 非 算术 ”部 分 ， 例 如 几何 、 拓 扑 学 和 抽象 代数 ， 并 没有 归 约 
HEH, 这 一 观点 被 逻辑 学 家 卡尔 ， 汉 普尔 Carl Hempel) 接受 ， 
他 说 : 尽管 在 算术 中 可 能 “以 纯 逻 辑 概念 的 术语 ”给 未 定义 概念 
或 原始 概念 眠 以 习惯 的 意义 ,“ 类 似 的 过 程 却 不 能 用 于 非 算 术 派 生 
的 那些 规则 中 ”。 另 一 方面 ， 人 四 辑 学 家 奎 因 CWiliard Van Orman 
Quine》 则 认为 “数学 可 以 归 约 为 逐 辑 ”"。 因 为 对 几何 来 说 ,“ 一 种 
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HEARN TE EE Eh PR NR “AE Be 
LIAR EARS”. PRR AS A PERE ab EE Ma E BR YLT 
MPEMERRAILE. AA- MM AHF. Bl. Pane 
HRH REEMA, WA. PRE RE HAERA Be 
TREES A. “EY ee Se E E. ， 而 思维 规律 所 做 的 精巧 
的 演绎 ， 是 如 何 表示 广 证 的 自然 班 象 ， 数 的 运用 、 空 间 儿 何 、 声 
和 党、 电厂 学 以 及 力学 的 ， 则 似乎 无 法 解释 。 魏 尔 就 此 训 讽 多 辑 派 
是 从 无 到 无 。 
彭 加 勒 也 同样 对 其 认为 是 无 意义 的 坚 辑 符号 操作 持 批 评 疼 
上 度 。 关 于 他 的 观点 , 我 们 在 后 文中 将 给 予 更 多 的 描述 。 在 1906 年 
的 一 篇 随笔 中 (这 村 罗素 和 希 尔 伯 特 已 经 对 他 们 的 方案 给 出 了 充 
分 的 描述 }， 他 说 : 
mA ORF) TARA T É Ehk m 
永久 地 注视 着 自己 的 肚脐 ; 它 与 自然 相 联 ， 而 且 必 
然 会 有 回归 自然 的 一 天 。 那 时 必然 更 将 这 些 纯 语 言 
Ye RAM FE LR BEA x HES HY UB AT R o 
在 朵 一 篇 随笔 中 ， 茧 加 勒 还 说 : 
逻辑 主义 必须 加 以 修正 ， 而 人 们 一 点 也 不 知道 
RAT ARG AURA TAR, BES. 8 EH hI 
KREGER PRREX: 真正 的 数学 ， 总 有 它 实 
用 的 目的 ， 它 会 按照 它 自己 的 原则 不 断 地 发 展 ， 而 
不 理会 外 面 狂 烈 的 风暴 ， 并 且 它 将 一 步 一 步 地 去 追 
SURE RRA, 这 是 一 定 的 , 并 且 永 远 不 会 停止 。 
另 一 种 对 逻辑 派 的 严肃 批评 断言 ， 在 数学 的 创造 中 ， 感 性 的 
或 想象 的 直觉 必须 提供 新 的 概念 ， 而 不 管 它 是 否 来 白 于 经 验 。 否 
巾 指 话 ， 新 的 知识 从 哪里 产生 呢 ? 但 是 在 《原理 》 中 ， 所 有 的 概 
念 都 归 约 为 逻辑 概念 。 形 式 化 显然 在 任何 实际 意义 下 ， 都 不 能 表 
PRE, ENA, MAA. PREAEA—-HS BL: BK 
学 是 这 样 一 门 学 科 , 在 其 中 我 们 永远 不 会 知道 自己 所 讲 的 是 什么 ， 
也 不 知道 我 们 所 说 的 是 不 是 真 的。 这 就 可 以 用 来 反驳 逻辑 主义 。 
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新 的 思想 如 何 被 引入 数学 ? 如 果 数 学 的 内 容 可 以 全 部 由 逻辑 
推出 ， 那 它 怎 么 能 用 于 现实 世界 ” 对 此 并 不 容易 回答 ， 罗 素 和 和 怀 
特 海 也 没有 给 出 回答 。 有 逻辑 主义 不 能 解释 为 什么 数学 适用 于 物理 
世界 这 一 论点 被 数学 适用 于 基本 物理 原理 这 一 事实 反驳 了 。 而 这 
一 点 ， REPRISE, RARE. MERA AH HR 
Ba, Sa PV= HH, Fame 这 结论 仍然 适用 于 物理 世界 ， 
这 就 产生 了 疑问 : 为 什么 世界 符合 数学 推理 呢 ? 我 们 后 面 将 要 回 
到 这 个 问题 上 来 (LATHE), 

在 《数学 原理 》 第 二 版 出 版 后 的 几 年 中 ， 罗 圳 继续 考虑 逻辑 
派 的 方案 , 在 1959 年 的 《我 的 哲学 发 展 》 中 他 承认 他 的 哲学 发 展 ， 
就 是 由 逐步 放弃 “ 欧 几 里 得 主义 ”到 尽 可 能 地 摊 救 其 确实 性 构成 。 
窄 无 疑 间 ， 对 逻辑 主义 的 批评 、 影 响 了 罗素 后 来 的 思想 。 本 世纪 
初 罗素 刚 开 始 他 的 工作 时 ， 他 认为 折 有 的 逻辑 公理 部 是 真理 。 在 
《数学 原理 》1937 年 的 版 本 中 , 他 放弃 了 这 个 观点 , 他 不 再 相信 逻 
辑 的 原理 是 先 验 真理 ， 而 数学 是 从 逻辑 推导 出 来 的 ， 所 以 它 世 不 
是 先 验 真理 。 

RIERA REE, ARAL RA SS 
相 雁 性 这 一 最 为 重要 的 了 问题。 含义 模糊 的 约 化 公理 使 相 容 性 陷入 
了 更 大 的 究 境 。 在 《数学 原理 》 的 第 一 、 版 中 ， 罗 素 对 于 接受 
约 化 公理 的 原因 是 ;“ 出 它 可 以 推出 许多 其 唐 置疑 的 命题 , 如 果 约 
化 公理 是 错 的 ， 那 就 没有 同样 可 信和 的 方法 可 以 保证 这 些 命题 的 正 
WT. 并 且 从 它 也 推 不 出 什么 可 能 错误 的 命题 ”. 罗素 解释 的 这 
EHER, 实际 上 并 没有 什么 意义 。《* 数 学 原理 》 中 接受 的 (在 许多 
逻辑 系统 中 也 接受 的 ) RMR. REST. 
允许 草 疾 成立 。 因 此 如 果 一 个 假 命题 p 被 作为 公理 3 引入, We 
会 g 可 以 在 此 体系 中 成 立 而 且 g 仍然 可 能 真 。 既 然 在 《数学 原 
理 》 的 逻辑 中 ， 一 个 “不 容 置 狂 ” 的 命题 ， 可 以 从 一 个 错误 的 公 
理 中 推出 来 ， 因此， 这 样 一 个 论点 是 版 无 意 交 的 。 

CHIE) SAFARI. 我 们 在 上 而 并 没有 给 予 明 确 的 
考虑 。 型 的 分 层 证 明 是 有 效 的 和 有 用 的 ， 但 它 是 否 完 全 还 到 了 它 
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的 目的 ,我 们 并 不 确定 ,型 的 方法 的 引入 是 为 了 防止 产生 棱 论 , 而 
且 它 确实 有 效 地 阻止 了 集合 论 和 逻辑 中 已 知 尾 论 的 产生 ,但 这 并 
不 能 保证 不 会 出 现 新 的 悖 论 ， 届 时 型 的 分 层 念 人 也 于 事 无 补 。 
然而 ,有 些 卓 越 的 邮 辑 学 家 和 数学 家 ,例如 硅 恩 和 丘 奇 (Alon- 
zo Church) 尽管 对 逻辑 主义 的 现状 有 所 指责 , 却 仍 大 力 倡导 它 。 许 
多 人 从 事 着 消除 其 缺 欧 的 工作 。 一 些 并 不 全 然 灼 同 逻 辑 主义 观 点 
MAB, HS, BMS, BOTH, ， 也 就 是 说 ， 它 仅仅 是 对 公 
理 所 陈 述 的 扩充 。 这 样 ， 一 些 馆 辑 派 方案 的 热心 支持 者 ， 转 而 去 
村 搜 消 除 它 引起 反对 前 原因 和 它 发 展 中 的 一 些 宛 更 之 处 ， 这 被 一 
些 人 人 视 之 为 怕 不 可 及 的 理想 。 还 有 一 些 人 人， 攻击 它 是 完全 错误 的 
数学 概念 。 总 而 言 之 ， 就 那些 可 颖 的 公理 和 筑 长 而 复杂 的 发 展 来 
看 ， 批 评 者 们 有 充分 理由 说 逻辑 主义 是 由 不 确定 的 假设 来 推出 已 
知 结论 的 。 
男 一 方 而 ， 罗 素 和 怀特 海 的 工作 确实 做 出 了 贡献 。 困 辑 的 数 
学 化 始 于 19 世纪 后 期 ( 见 第 八 章 )， 罗 率 和 怀特 海 进行 了 一 次 初 
底 的 完全 符 导 形式 的 负 辑 公理 化 运动 ， 从 而 太太 推动 了 数理 逻辑 
这 门 科学 。 
对 色 辑 主义 也 许可 以 用 罗素 在 《记忆 之 像 》 中 的 一 段 话 作 为 
最 后 的 总 绪 : 
我 像 人 们 需要 宗教 信仰 一 样 光 望 确定 性 ， 我 想 
在 数学 中 比 在 任何 其 他 地 方 更 能 找到 确定 性 。 但 我 
发 现 ， 许 多 数学 证 明 一 一 我 药 老 师 希 理 我 接受 一 - 
孝 丰 错误 百出 。 而 且 ， 假 如 真 的 在 数学 中 找到 了 确 
定性 ， 那 它 一 定 是 数学 的 一 个 新 领域 。 它 有 比 迄 今 
为 止 读 为 是 安全 的 领域 更 加 坚实 的 枯 础 。 但 当 工 作 
HATH. RPM MARP SHAMS. BAR 
ETETA FAALE REMARKS. 
FHERH-*AEERR LARA. CRRA IL 
大 象 更 安全 。 而 在 经 过 20 年 左右 的 艰苦 工作 后 ， 我 
得 出 的 结论 是 ， 在 对 于 使 数学 更 确信 无 疑 这 一 工作 
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上 ， 我 已 无 能 为 力 。 

在 《我 的 哲学 发 展 )51959 年 ) 一 书 中 , 罗素 承认 “ -- 直 以 来 ， 
我 希望 在 数学 中 找到 的 绝对 的 确定 性 消失 在 一 个 令 人 述 惑 的 迷 官 
To 它 确 是 一 个 复 秦 的 概念 的 迷 宣 。” 而 这 也 不 是 罗素 一 人 
ARSE 
IESE BR. PPR AA E MA RT 
FAT RARE. SRR OTR RES WE. REX 
Sy RE Re EG E bn A key a. TE AE 
偏离 芯 至 放弃 逻辑 ， 这 真是 数学 史上 最 富 牙 盾 的 一 件 趣事 。 从 某 
一 方面 来 说 ， 二 者 追求 的 是 同一 目标 。19 世纪 后 半期 的 数学 从 阅 
述 现 实 忆 界 设计 的 固有 法 则 这 一 意 必 上 来 说 ， 已 经 放弃 了 对 真理 
的 亡 求 。 早 期 的 逻辑 主义 者 ， 特 别 是 莫 雷 格 和 罗素 ， 相 信 韶 辑 蚌 
一 个 真理 体系 。 因 此 ， 如 果 数 学 确实 是 建立 于 逮 辑 之 上 ， 则 它 也 
是 真理 体系 ,尽管 他 们 最 后 从 这 一 立场 退 到 了 只 要 实用 认可 的 四 
辑 原理 上 。 直 觉 主 义 者 则 通过 噶 醒 估 们 内 心 所 确认 的 约束 意识 
寻求 数学 真理 。 从 还 辑 原理 所 推导 出 来 的 东西 ， 不 比 直 接 感悟 的 
更 可 信 ， 桂 论 的 发 现 ， 不 仅 肯 定 了 净 辑 主义 不 可 信 ， 也 促进 了 明 
确 的 直觉 主义 观念 的 形成 。 

从 广 © 义 的 角度 来 讲 , 直 觉 主 义 可 以 追溯 到 币 卡 尔 和 帕斯卡 ,在 
《思维 的 指导 法 则 》 一 书 中 ,第 卡尔 说 ; 

我 们 不 异 错 漏 她 在 此 公布 知性 上 升 为 知识 的 儿 
径 ， 这 样 的 途径 有 丙种: Epes. ERE 
觉 并 非 各 种 感觉 的 验证 ， 也 不 是 被 自然 而 然 夺 大 的 
想像 的 错误 判断 , 它 是 来 自 于 续 密 的 头脑 中 的 概念 。 
它 是 如 此 清晰 和 了 明白， 对 于 它 所 理解 的 东西 ， 根 本 
不 售 任 何 可 疑 之 处 ， 或 者 说 ~ 一 两 种 说 法 其 实 是 一 
样 的 审慎 而 续 密 的 头脑 中 自明 的 概念 ， 是 仅 由 
理性 获得 的 概念 ， 并 上 且 因 为 更 简单 而 比 演绎 本 身 更 
确定 。 尽 管 我 们 在 前 文中 所 说 ， 在 演绎 过 程 中 ， 人 
的 头脑 也 不 会 出 错 。 因 而 ， 我 们 每 个 人 都 可 任 直 觉 
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知道 : 我 们 存在 、 RMSE. SAB aie Am, 
球面 由 单 面 所 弹 成 、 以 及 如 此 种 种 。 

也 许 有 人 要 问 ， 为 什么 要 在 直觉 中 加 入 这 种 由 
演绎 得 来 的 其 他 类 型 的 知识 ， 也 就 是 说 ， 加 入 了 内 
我 们 对 其 有 确定 知识 的 事物 中 得 到 其 必然 结果 的 过 
程 。 我 们 不 得 不 采用 这 第 二 步 ， 臣 为 对 于 许多 并 不 
是 自明 的 事物 ， 只 要 它们 是 从 真理 和 无 可 争辩 的 原 
理 中 而 来 ， 并 经 过 连续 不 可 分 的 电 维 活动 《对 每 一 
HEARSE HB) 得 到 ， 那 么 它们 就 会 打上 确 
定性 的 烙印 。 正 如 该 栏 一 种 情况 : 尽管 我 们 不 能 在 
一 萤 之 问 就 把 一 条 长 链 中 的 所 有 中 全 环 结 尽 收 眼 
底 ， 但 如 果 在 依次 看 过 以 后 ， 我 们 能 名 想起 它们 办 
AR BRA Pe, MA, BARA H 
道 最 后 一 环 和 第 一 环 是 连 在 一 起 的 。 这 样 ， 我 们 将 
直觉 和 演绎 区 分 开 来 ， 因 为 在 后 一 种 情况 中 我 们 构 
RT RPS RRM ,并且 与 前 一 种 情况 中 的 不 同 。 
een 由 此 ， 我 们 便 通 过 直觉 或 演绎 (这 要 取决 于 我 
们 如 全 看 待 它们 ) 得 到 直接 出 自 于 原理 的 命题 。 尽 
管 这 些 原理 本 身 只 能 由 直 党 知晓 ， 而 稍 远 的 结果 则 
只 能 依靠 演绎 得 到 。 

焉 斯 卡 也 十 分 相信 和 直觉， 在 数学 研究 中 ， 他 表现 出 了 极 强 的 
直觉 力 ， 他 预见 到 了 重大 的 结果 ， 作 出 了 超人 的 猜测 ， 并 找到 了 
捷径 。 后 来 他 视 直 党 为 一 切 真 理 的 源泉 ， 在 这 方面 他 的 一 些 话 久 
已 前 名 于 世 。* 心 有 其 理 ， 非 理 之 所 能 知 。” “推理 是 那些 不 明 真 理 
的 人 用 以 发 现 真理 的 迟钝 、 岂 笔 的 方法 ,”“ 导 弱 无 能 的 理智 啊 , 你 
该 有 自 知 之 明 ”。 

从 很 大 程度 土 来 说 ， 直 党 主义 是 由 哲学 家 康德 开始 的 。 尽 管 
他 主要 是 个 哲学 家 ， 但 康德 于 1755 年 1770 年 间 却 在 再 尼斯 堡 大 
学 教授 数学 和 物理 ， 他 认为 我 们 的 所 有 感觉 都 来 自 于 一 个 预先 假 
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定 的 外 部 世界 . 然而 , 这 些 感觉 或 感性 知识 并 不 能 提供 多 少 知识 ， 
所 有 感性 知识 都 包含 了 感 千 者 和 被 感知 物体 闻 的 相互 作用 。 心 智 
将 这 些 感 性 知识 梳理 清楚 ， 得 到 对 空间 和 时 间 的 直觉 。 空 间 和 时 
间 并 不 是 客观 存在 的 ， 而 是 习 智 的 创作 。 心 智 ， 为 经 验 提 供 了 对 
空间 和 和 时间 的 理解 ， 而 经 验 只 是 唤醒 心智 ， 知 识 可 能 是 从 经 验 开 
始 的 , 但 并 不 真正 来 源 于 经 验 , 而 是 来 源 于 心 和 着。 独立 于 经 验 , 我 
们 可 以 在 先 验 的 或 真正 的 知识 中 前 进 多 还 ,数学 是 其 光 粹 的 例证 。 
康德 称 这 样 一 种 方法 为 综合 方法 。 即 它 能 够 提供 新 的 知识 ， 而 分 
析 的 命题 ,例如 “所 有 物体 都 是 可 延 谋 的 ”, 并 不 能 提供 新 的 知识 ， 
因为 延展 性 是 物体 固有 的 属性 。 相反 , 直线 是 两 点 间 的 最 短 距 离 ， 
这 一 命题 是 综合 的 。 

尽管 康德 在 肯定 欧 氏 几何 是 先 验 综合 真理 这 一 点 上 是 错误 
的 ， 这 却 是 他 那个 时 代 中 哲学 家 和 数学 家 普遍 信奉 的 观点 。 由 于 
这 一 错误 ， 后 起 的 哲学 家 和 数学 家 便 对 他 的 哲学 体 条 抱 怀 疑 的 态 
度 。 然 而 ， 康 德 关于 时 间 是 直 党 的 一 种 形式 的 分 析 ， 以 及 心智 提 
贷 基 本 真理 的 普遍 观点 却 具有 经 久 不 豪 的 影响 力 。 

如 果 数 学 家 们 对 管 卡尔 、 帕 斯 上 东 、 康 德 这 些 人 的 观点 了 解 得 
更 多 一 些 ， 他 们 就 不 至 于 被 直觉 派 的 思想 所 震慑 ， 至 少 在 刚 开 始 
的 时 候 ， 这 种 思想 被 认为 是 过 于 偏激 了 。 不 过 ， 笛 卡尔 、 帕 斯 卡 
或 康德 都 没有 提供 一 种 对 全 部 数学 的 直觉 方法 ， 就 数学 基础 的 方 
法 而 言 ， 直 觉 主义 确实 是 现代 的 。 

现代 直觉 主义 最 近 的 先驱 是 克 罗 内 克 ， 他 的 警句 〈 在 一 次 餐 
后 演说 中 所 说 }“ 寺 帝 创 造 了 整数 , 其 他 的 都 是 人 的 工作 ” 广 为 人 
知 。 在 他 看 来 ， 像 康 托 尔 和 戴 德 金 通过 一 个 一 般 集合 论 得 出 的 普 
通 整 数 的 复杂 的 逻辑 推导 ， 比 直接 接受 整数 还 不 可 靠 。 因 为 在 直 
观 上 这 是 清楚 的 ， 而 且 无 需 更 可 靠 的 基础 。 除 整数 外 ， 所 有 的 数 
学 结构 必须 建 于 具有 清楚 意义 的 术语 的 基础 之 上 。 克 罗 内 克 建 议 
把 实数 系统 的 结构 建立 在 整数 和 可 以 计算 实数 的 方法 基础 之 上 ， 
而 不 是 仅仅 给 出 一 个 一 般 的 存在 定理 , 因此 , 他 接受 了 无 理 数 , 因 
为 它们 是 多 项 戒 方程 的 根 ， 用 是 可 以 计算 的 。 
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康 托 尔 证 明了 存在 超越 无 理 数 ， 即 不 是 代数 方程 的 根 的 无 理 
数 。1882 年 ， 林 德 最 《Ferdinand Lindermann). 证 明了 r 是 一 个 
超越 无 理 数 ， 就 此 ， 克 男 内 克 对 林 德 曼 说 “你 那 关 于 x 的 美妙 的 
探讨 有 何 用 处 呢 ? 既然 根本 不 看 在 这 样 的 无 理 数 ， 为 什么 要 研究 
这 样 的 问题 呢 ?” 克 罗 肉 克 并 不 是 将 认 所 有 的 无 理 数 , 而 仅仅 是 针 
对 那些 不 能 提供 怎样 计算 的 证 明 的 .宁德 曼 的 证 明 不 是 构造 性 的 ， 
事实 上 ,借助 于 x 的 一 个 无 穷 级 数 表 未 式 ,< 可 计算 到 小 数 点 后 的 
任意 位 ， 人 得 克 罗 内 克 并 不 接受 这 个 级 数 的 导数 

APARRA BAR”. 因此 ,他 拒绝 接受 无 穷 集 和 超 溉 
Z. WUA: 康 托 尔 在 这 一 领域 的 工作 不 是 数学 ， 而 是 玄学 ， 经 
典 分 析 只 是 文字 游戏 而 已 。 他 应 该 加 上 这 人 么 一 句 : 如 果 上 帝 还 有 
另 一 种 数学 , 他 应 为 他 自己 而 创建 。 克 罗 内 克 陈 述 了 自己 的 观点 、 
但 并 未 继续 发 展 下 去 , 也 许 , 他 对 自己 偏激 的 观点 并 不 是 太 认 真 。 

鲍 菜 尔 、 贝 尔 、 勒 贝 格 可 称 为 半 直 常 主义 者 ， 他 们 对 选择 公 
理 的 反对 我 们 已 有 论述 。 他 们 把 实数 条 作为 基础 ， 他 们 的 详细 观 
点 频 具 历史 意义 。 因 为 ， 尽 管 他 们 关于 具体 的 事物 有 着 自己 的 着 
法 ,但 他 们 都 没有 能 深化 一 门 系统 的 哲学 。 彭 加 勒 与 克 罗 内 克 一 
样 ， 认 为 不 必定 尽 整 数 ， 或 在 会 理 基 础 上 构造 它们 的 性 质 。 因 为 
我 们 的 直觉 先 于 这 一 结构 而 存在 。 喜 加 勒 还 认为 ， 数 学 归 钠 法 并 
不 真正 保证 结论 的 普遍 性 和 新 结果 的 产生 , 它 听 起 来 是 吉 觉 的 ,但 
却 不 能 把 这 -一 方法 归结 为 逻辑 。 

ZIMA, SPREADER, AERO 
是 争论 的 一 个 核心 。 用 这 种 方法 ， 何 如 ， 要 证 明 对 所 有 的 正 整数 
n 有 

1 十 2 十 3 十 …… 十 2 一 到 (t+) (1) 

需要 证 明 n= 二 1 寻 结 论 为 真 ， 然 后 证 明 若 对 于 正 黎 数 上 结论 成 立 ， 
旭 对 于 二 十 1 也 成 立 。 因此 , 彭 加 勒 提出 ,这 种 方法 引入 了 无 限 多 
个 变量 。 这 种 方法 肯定 ， 由 于 (1) 在 n= 二 1 WAR, 帮 n 一 2 时 为 
真 。 由 于 m==2 为 真 ， 则 2 一 3 时 为 真 : 如 此 类 推 ， 对 所 有 的 正 整 
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数 都 为 真 。 由 于 没有 容 括 无 限 个 变 元 的 逻辑 原理 ， 因 而 归纳 法 并 
不 能 从 这 样 的 原理 推出 。 因 此 ， 茧 加 勒 认 为 相 容 性 并 不 能 由 所 谓 
的 数学 到 逻辑 的 妇 约 得 到 证 明 。 

至 于 说 到 无 穷 集 ， 豆 加 勒 认为 “真正 的 无 限 并 不 存在 ， 我 们 
所 说 的 无 限 ， 只 是 无 论 已 有 多 少 物体 存在 ， 但 创建 新 的 物体 的 无 
穷 的 可 能 性 仍 存在 。” | 

茧 加 勒 全 然 反 对 繁杂 的 符号 逻辑 方法 ， 在 他 的 《科学 与 方 
法 } 中 , 他 基 至 读 讽 它 .他 说 到 了 布 拉 利 - 福 蒂 在 1897 年 的 一 篇 文 
章 中 对 整数 的 定义 简直 是 个 符号 的 迷宫 。 彭 加 勒 说 ， 这 对 于 从 未 
听 说 过 数 1 的 人 来 说 , 是 个 绝 好 的 定义 。 他 又 进一步 地 说 :“ 我 很 
担心 , 这 个 定义 包含 了 一 个 预期 理由" . 因为 我 注意 到 了 其 前 半 部 
分 的 数 1 和 后 半 部 分 的 字 非 。” 

彰 加 坦 接 着 便 援引 了 库 蒂 拉 这 位 早期 的 逻辑 主义 支持 者 关于 
零 的 定义 、 零 是 “ 空 类 的 元 素 个 数 。 那 么 什么 是 空 类 呢 ? 空 类 是 
不 含 元 素 的 类 ,” 库 蒂 拉 接着 又 给 出 了 符号 化 的 定义 。 彭 加 惑 解释 
说 ，“ 零 是 满足 一 个 永远 不 能 满足 的 条 件 的 物 的 数目 。 但 是 因为 
KERE MOR “在 任何 情况 下 都 不 , ， 我 无 法 看 出 这 里 有 任 
何 大 的 进步 。” 

随后 , 彭 加 勒 批评 了 库 蒂 拉 关于 数 1 的 定义 。 库 蒂 拉 说 ,1 就 
是 任何 两 个 元 素 都 相同 的 类 的 个 数 .“ 但 是 ， 如 果 我 们 问 库 蒂 拉 ， 
2 是 什么 时 ， 恺 怕 他 又 不 得 不 使 用 1 了 ”。 

直觉 主义 的 创始 人 ， 克 罗 内 克 、 鲍 莱 尔 、 勒 贝 格 、 彭 加 勒 和 
岁 尔 都 是 数学 巨 蒜 ， 他 们 对 标准 数学 证 明和 你 辑 派 的 方法 提出 了 
大 量 的 批评 ， 他 们 提出 了 新 的 原理 ， 但 其 成 就 却 是 零星 和 不 完整 
的 。 他 们 的 观点 由 荷兰 数学 教授 、 也 是 直觉 主义 暂 学 的 奠基 人 布 
劳 维 并 人 了 一 个 明确 的 阐述 中 。 布 劳 维 在 他 的 博士 论文 《 论 数 学 
的 基础 》(1907 年 ) 中 提出 直觉 主义 哲学 。 从 1918 年 开始 他 在 许 
多 杂志 上 阐述 和 发 展 了 他 的 观点 。 








* 一 种 逻辑 错误 。 把 未 经 证 明 的 判断 作为 证 明 论题 的 依据 。 一 一 译注 
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布 劳 维 在 数学 上 的 直觉 主义 立场 米 源 于 他 的 藻 学 。 数 学 是 起 
源 和 产生 于 头脑 的 人 类 活动 ， 它 并 不 存在 于 头脑 之 外 ， 因 此， 它 
是 独立 于 真实 志 界 的 。 头 脑 识别 基本 的 、 清 晰 的 直 帝 ， 这 些 直 觉 
不 是 感觉 或 经 验 上 的 ， 而 是 对 上 某 些 数学 概念 直接 的 确定 ， 其 中 包 
括 和 整数。 基本 的 直觉 是 对 一 个 时 间 序 列 中 的 不 同事 件 的 确认 ,“ 当 
时 间 进 程 所 造成 的 起 性 (twoness》 的 本 体 ,从 所 有 的 特殊 事件 中 
抽象 出 来 时 ， 就 产生 了 数学 。 所 有 这 些 址 性 的 共同 内 容 所 留 下 来 
的 空洞 形式 就 变 成 数学 的 原始 直觉 ， 并 且 击 无 限 反 复 而 产生 了 新 
的 数学 对 象 ,” 布 劳 礁 认为 无 限 反复 意 指 白 然 数 的 连续 序列 的 形 
成 。 康 德 、 哈 密 尔 顿 《在 他 的 《代数 ， 时间 的 科学 》 中 ) WRT 
SARIE (Arthur Schopenhauer) 都 曾 坚 持 整 数 来 源 于 时 间 的 
直觉 这 一 思想 。 

布 劳 维 认为 数学 思维 是 智力 构造 的 一 个 过 程 ， 它 建造 自己 的 
天 地 ， 狼 立 于 经 验 ， 并 且 只 受到 必须 建立 于 基本 的 数学 直觉 之 上 
的 限制 。 这 种 基本 的 直觉 概念 不 应 被 理解 为 像 在 公理 理论 中 的 那 
种 未 下 定义 的 概念 ， 而 应 设想 为 某 种 东西 ， 只 要 它们 在 数学 思维 
中 确实 是 有 用 的 ， 用 它 就 可 以 对 出 现在 各 种 数学 系统 中 的 未 下 定 
义 的 概念 做 出 直观 上 的 理解 ， 另 外 ， 数 学 是 综合 的 ， 它 包含 的 是 
真理 而 不 是 推导 出 逻辑 的 隐 合 意义 。 

布 劳 维 认为 “要 在 这 个 构造 过 程 中 发 现 数学 唯一 可 能 的 基础 ， 
BAAS, BARN: 哪些 论点 是 直觉 上 可 接受 的 ， 头 脑 中 
所 自明 的 ; 哪些 不 是 .” 是 直觉 而 不 是 经 验 或 逻辑 决定 了 概念 的 正 
确 和 可 接受 性 。 当 然 ， 必 须 记 住 ， 这 一 陈述 并 未 备 认 经 验 所 起 的 
历史 作用 。 

除了 自然 数 以 外 ， 布 劳 维 坚 持 认为 加法、 嫌 法 和 数学 归纳 法 
在 直觉 上 是 清晰 的 。 而 且 ， 当 头脑 已 获得 自然 数 1, 2，3…… 的 概 
念 后 , 使 用 “ 空 潼 形式 ” 无限 重 复 的 可 能 性 , 从 到 x 十 1 的 步 又， 
就 产生 了 无 穷 集合 。 然 而 ， 这 种 集 台 只 是 潜 无 穷 ， 因为 对 于 任 一 
给 定 的 有 限 数 集 ， 总 可 以 加 入 一 个 更 大 的 数 。 布 劳 维 否定 了 不 托 
尔 的 所 有 元 素 都 “一 下 子 ” 出 现 的 无 限 集 ， 并 因此 否定 了 起 限 数 
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理论 . 策 梅 罗 的 选择 公理 以 及 使 用 了 自 正 的 元 限 集 的 那 部 分 分 析 。 
在 1912 年 的 一 次 演讲 中 , 布 劳 维 确实 接受 了 直 圣 o 的 此 数 和 可 数 
SB, {RAR ARIAT AA PER CE Ae A Ce. R 
“自由 选择 的 序列 "”。 这 一 定义 是 模 精 的 ， 但 确实 给 出 了 一 个 
实数 的 不 可 数 集 。 而 在 另 一 方面 ， 几 和 何 则 涉及 到 了 空间 ， 困 此 ， 
它 不 像 数 那样 是 完全 受 我 们 头脑 支配 藤 ， 综 合 的 几何 学 属于 物理 
科学 。 
关于 无 窃 集 的 直觉 派 的 观点 ,直觉 主义 者 瑶 外 在 1946 年 的 一 
篇 文章 中 写 道 ;: 
数 由 的 序列 ， 其 增长 超过 任何 一 个 已 达到 的 阶 
EX, een EA-BA MASA, 它 永远 处 三 
创造 的 状态 中 ,并 不 是 一 个 本 来 就 存在 的 封闭 王国 。 
我 们 盲目 地 把 一 个 转 搁 为 另 一 个 ， 这 正 是 我 位 的 困 
难 (包括 那 些 牙 盾 》 的 真正 根源 这 是 比 罗 素 的 
恶性 循环 原理 所 指出 的 更 为 基本 的 根源 。 布 劳 维 让 
我 们 蜀 开 了 鸡眼 ， 他 使 我 们 看 到 ， 在 超越 一 切 人 类 
Pee Se UL ot fe Pe A a BRS ET 
KL, ESMETRARRE RPAH (EHA 
础 ) NPM RAS A. 
布 劳 维 接着 讨论 了 数学 与 语言 的 关系 。 数 学 是 一 个 完全 自足 
的 活动 ， 它 独立 于 语言 ， 措 矢 积 语言 表达 只 是 为 了 阐述 真理 数 
学 思想 更 深 地 扎根 于 人 脑 中 而 不 是 在 语言 中 。 数 学 直觉 的 世界 与 
感知 的 世界 相对 ,语言 作为 理解 一 般 事 物 的 工具 存在 于 后 者 中 ,而 
不 是 数学 中 。 滞 言 通过 符号 和 声音 唤起 人 脑 中 思想 的 摹 本 ， 其 区 
别 娄 亿 于 肘 山 的 行动 与 币 语 言 来 描述 这 一 行动 之 间 的 区 别 。 租 是 
数学 思想 不 依赖 于 语言 的 外 在 ， 并 且 事实 上 要 和 葛 为 丰富 。 就 算 采 
用 了 包括 符号 语言 的 数学 语言 ,思想 也 无 法 被 完全 地 表述 出 来 ,此 
外 ,语言 与 真正 数学 的 主 骨 也 是 大 相 径 庭 的 。 
更 有 意思 的 是 直觉 主义 关于 公 辑 的 立场 ， 这 一 点 在 它 反 对 净 
辑 主义 时 尤为 突出 。 逻 辑 属 于 语言 ， 它 提货 了 一 套 规 则 体 系 ， 用 
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以 导出 更 多 的 词 请 关系， 这 也 是 为 了 交 渡 真理 。 然 而 ， 这 里 所 说 
的 真理 在 被 从 直觉 上 领悟 之 前 并 不 是 真理 ， 而 且 也 并 不 能 保证 它 
一 定 能 被 领情 到 。 逮 辑 并 不 是 发 现 真 理 的 可 对 工具 ， 用 别 的 方法 
不 能 得 到 的 真理 ， 逮 辑 也 一 样 不 能 推导 出 来 。 尿 辑 的 原则 是 在 语 
音 中 归纳 观察 到 的 规律 性 . 它们 是 运用 语言 的 一 种 手段 , 或 者 说 ， 
它们 是 语言 的 表现 理论 ， 膛 辑 只 不 过 是 一 座 宕 伟 的 语言 大 大。 数 
学 上 最 重要 的 进展 不 是 通过 完善 还 加 形 式 调 是 通过 容 革 其 基本 理 
论 来 得 到 的 ， 是 逻辑 依赖 于 数学 ， 而 不 是 数学 依赖 于 逻辑 。 逻 辑 
远 不 如 我 们 的 直觉 概念 可 靠 ， 数 学 也 并 不 需要 逻辑 来 保证 。 历 史 
上 ， 缉 辑 原理 是 从 有 限 的 物体 集合 的 经 验 中 抽象 出 来 的 ， 而 又 符 
合 一 个 先 验 的 有 效 性 ， 于 是 ， 也 就 适用 十 无 限 集合 了 。 

由 于 布 劳 维 不 承包 任何 先 验 的 ， 有 约束 力 的 逻辑 原理 ， 也 不 
承认 这 种 从 合理 推 导 结论 的 数学 工作 ,因此 他 拒绝 接受 19 世纪 后 
期 的 公理 化 运动 和 逻辑 学 派 。 数 学 不 受 还 辑 规则 的 限制 ， 懂 得 数 
学 并 不 需要 懂得 形式 的 证 明 ， 由 于 这 一 原因 ， 那 些 悖 论 变 得 无 足 
轻重 。 恬 论 是 逻辑 而 不 是 真正 的 数学 的 缺陷 ， 因 此 ， 相 容 性 这 个 
麻 鬼 没有 任何 的 意义 。 相 容 性 肯定 是 正确 忠 想 的 结果 ， 这 些 思想 
是 有 意义 的 ， 其 正确 性 可 以 通过 直觉 来 判定 。 . 

然而 在 再 辑 的 领域 中 确 有 全 些 清 晰 的 、 直 观 上 可 接受 的 逻辑 
原理 或 程序 ， 它 们 可 以 用 来 从 老 定 理 中 询 定 新 定理 ,这 些 原理 是 
基本 数学 直觉 的 一 部 分 。 可 是 并 非 所 有 的 一 般 逻 辑 原理 都 可 被 基 
本 直觉 所 接受 ， 我 们 对 从 亚 里 士 多 和 帮 时 代 以 来 就 被 接受 的 逻辑 原 
理 必 须要 有 所 浏 别 。 数 学 家 们 一 直 是 过 于 随便 地 使 用 着 有 限制 的 
亚 里 士 多 德 法 则 ， 以 至 于 导致 了 自 相 矛盾。 直 党 主义 者 会 问 ， 在 
处 理 数 学 结构 时 ， 如 果 偶 尔 和 忽略 了 直觉 而 工 于 语言 结构 ， 那 么 什 
么 又 是 允许 的 或 安全 的 呢 ? 

因此 :直觉 主义 者 们 对 名 些 逮 辑 原理 是 允许 的 进行 了 分 析 ,以 
使 通常 的 还 辑 与 正确 的 直觉 一 致 并 能 把 它 正 确 地 表达 出 来 。 布 劳 
维 引用 了 排 中 律 一 一 这 个 被 用 得 过 十 随 使 的 逻辑 原理 为 例 。 这 个 
涯 理 在 历史 上 起 源 于 推理 在 右 限 集合 上 的 应 用 ,并 由 此 抽象 而 来 。 
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它 肯 定 两 个 有 意义 的 断言 或 真 或 假 ， 后 来 它 就 被 认为 是 - -条 独立 
的 、 先 验 的 法 则 ， 并 且 不 加 证 明 地 被 应 用 到 无 穷 集合 上 去 了 。 对 
于 有 了 痕 集 可 以 通过 检验 每 - -个 元 素来 判断 是 否 所 有 的 元 素 都 上 共有 
某 个 特定 的 性 质 ， 而 对 于 无 限 集 合 这 个 规则 则 不 可 实现 。 我 们 可 
能 碰巧 得 知 -个 无 限 集 合 中 的 某 个 元 素 不 具有 这 个 性 质 ， 或 者 通 
过 构造 某 种 集合 得 知 或 证 明 每 个 元 素 都 具有 这 个 性 质 。 但 无 论 如 
何 ， 我们 都 不 能 用 排 中 律 来 证 明 这 个 性 质 是 成 立 的 。 
这 样 , 如 果 有 人 证 明了 在 一 个 元 限 整 数 集中 ， 不 是 所 有 的 元 
素 都 是 偶数 ， 而 得 到 至 少 存在 一 个 奇数 的 话 ， 该 结论 将 被 布 劳 维 
所 否定， 因为 这 一 论证 把 排 中 律 应 用 于 无 限 集 合 。 但 是 ， 此 类 论 
证 在 数学 实体 的 存在 性 证 明 中 被 广泛 地 采用 ,出 如 在 证 明 每 个 多 
项 式 方 程 都 有 一 个 根 中 《 见 第 九 章 ) 就 用 到 了 它 ， 因 此 许多 存在 
性 证 明 是 不 为 直 党 主义 者 所 接受 的。 他 们 说 ， 这 样 的 证 明 对 假定 
存在 的 实体 来 说 太 模糊 了 ， 排 中 律 只 可 用 于 有 限 集 合 的 情况 。 因 
此 , 对 于 一 个 有 限 整 数 集 , 如 果 证 明了 不 是 所 有 的 元 素 都 为 偶数 ， 
那么 就 可 以 得 出 至 少 有 一 个 为 奇数 的 结论 了 。 
魏 尔 对 直觉 主义 关于 有 还 辑 的 观点 做 了 如 于 扩充 : 
根据 他 《〈 布 劳 维 》 的 观点 和 对 历史 的 知识 ， 经 
虎 的 溪 辑 是 从 有 限 集 及 其 子 集 的 数学 中 提取 出 来 
的 。…… 忘 记 了 这 一 有 限 的 在 源 ， 人 们 就 会 错误 地 
把 逻辑 看 作 是 高 于 并 且 先 于 全 部 数学 的 其 种 东西 ， 
从 耐 最终 不 加 证 明 地 将 其 应 用 到 无 限 集合 的 数学 中 
去 。 这 是 集合 论 的 监 落 和 原罪 而 悖 论 的 出 现 就 是 
其 应 受 的 丐 罚 . 令 人 惊讶 的 不 是 这 种 矛盾 的 出 现 , 而 
de A HB th BAG oo ke SE 
ARARIRE, “FRR OF RE St APR LALA A. 他 能 够 一 
于 子 检查 完 自然 数 的 无 穷 序 列 ， 而 对 于 人 的 还 辑 ， 这 一 点 却 是 做 
不 到 的 。” 
布 劳 维 在 1923 年 的 一 篇 论 义 中 给 出 了 一 些 定理 的 例子 。 如 果 
我 们 否定 排 中 律 在 无 限 集合 上 的 应 用 ， 那 么 这 些 定理 就 是 不 成 立 
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的 。 尤 其 是 波 尔 查 庶 - 维 尔 斯 特 控 斯 《Bolzano 一 驳 eirstrass》 定理 
每 个 有 界 无 穷 集 有 一 极限 点 一 一 是 不 能 证 明 的 。 闭 区 间 上 连 
续 的 晴 数 存在 极 大 慎 也 是 不 能 证 明 的 。 还 有 海 涅 - 鲍 莱 尔 (Heine- 
Borel) 定理 ， 即 从 任 一 个 包含 或 覆盖 一 个 点 的 区 间 的 区 间 集 中 可 
HGR TRAE BMS, ies ee. BA, REY 
推论 也 是 不 可 接受 的 。 

除了 反对 不 受 限制 地 使 用 排 中 律 来 建立 数学 实体 的 存在 以 
Sh. ERE MAB RE ST AER. ET ROT AAT ATOR BE 
来 定义 集合 ， 价 如 ， 用 红色 这 个 属性 来 定义 集合 。 直 觉 主 义 者 认 
为 适 于 进行 数学 讨论 的 概念 或 对 蒙 一 一 确实 存在 的 对 每 必须 
是 可 构造 的 ; 也 就 是 说 ， 必 须 给 出 一 种 方法 来 在 有 限 步 又 内 举 出 
一 个 或 多 个 实体 ， 或 者 一 种 能 将 其 计算 到 任意 精度 的 方法 ”。 这 
样 , 工 是 可 以 接受 的 , 因为 我 们 可 以 把 它 计 算 到 任意 小 数位 。 如果 
只 是 证 明了 存在 整数 <、y、z、 n WEE n2 时 , tye, E 
并 未 将 这 些 数 具体 化 , 那么 , 直 常 主义 考 是 不 会 接受 这 一 证 明 的 。 
另 -- 方 面 ， 素 数 的 定 史 是 梅 造 性 的 ， 因 为 可 以 用 有 限 的 步 双 确 定 
一 个 数 是 否 为 素数 。 

我 们 来 考虑 另 一 个 例子 . 挛 生 素数 是 两 个 形 如 :一 2 和 /的 素 
数 。 例 如 ，5 和 7，11 和 13 等 等 。 是 否 存在 无 穷 多 对 这 样 的 挛 生 
素数 在 数学 上 一 直 是 巧 而 未 决 的 问题 。 让 我 们 任意 定义 一 个 使 
一 2 也 是 素数 的 最 大 素数 ! .如果 这 样 的 : 不 存在 , 则 定义 zt 一 1 经 
典 主义 者 认为 过 的 定义 是 光 饥 可 击 的 ， 不 论 我 们 是 震 知 道 有 最 后 
一 对 这 样 的 挛 生 素数 存在 。 因 为 ， 由 排 中 律 可 知 ， 这 祥 的 最 后 一 
对 数 要 么 存在 , BARE. 在 第 一 种 情况 下 ,+ 是 使 /一 2 为 素数 
的 最 大 素数 ,而 在 第 二 种 情况 下 ! 一 1, 我 们 不 能 实际 计算 出 z 的 这 





























> 从 我 们 这 里 的 目的 出 发 ， 定 理 庆 个 词 的 专用 意 广 起 项 深究 。 这 时 只 是 用 来 给 出 
特定 的 例 了 。 一 一 原 注 

= SST Sh. MU RE LS (LATE) 可 以 接 过 不 导数 悖 沦 的 慨 
Re 一 一 原 注 
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一 事实 对 于 非 直觉 主义 者 来 说 是 无 所 谓 的 。 但 是 直觉 主义 者 不 接 
SEM EH “AX” BARALH, 除非 可 以 计算 出 1， 即 除非 是 否 
存在 无 窃 多 对 率 生 素数 这 一 问题 得 以 解决 。 用 选择 公理 构 车 无 穷 
大 的 集合 也 是 不 被 接受 的 。 上 面 的 一 些 例子 说 明 ， 有 些 存 在 性 证 
明 不 是 构造 的 。 因此， 除了 它们 可 能 用 了 排 中 律 以 外 ， 还 有 其 他 
的 理 击 来 拒绝 接受 它们 。 

犁 尔 认为 ， 非 构造 性 的 存在 证 明 告 诉 志 人 宝藏 的 存在 ， 但 并 
未 说 阴 其 地 点 。 当 用 这 样 的 证 明 来 代替 构 起 性 证 明 时 ， 其 重要 性 
和 价值 不 可 能 堂 无损 减 。 他 还 指 则 ,坚持 直觉 主义 哲学 意味 着 放 
弃 经 典 分 析 的 基本 存在 定理 。 魏 尔 称 康 托 尔 有 关 超 限 数 等 级 的 论 
AME PLE. 他 在 《 论 连续 》(i918 年 ) 中 写 道 , 分 析 是 建立 
在 沙 地 上 的 楼 留 ， 只 有 由 直觉 方法 建立 起 来 的 东西 才 是 确定 的 。 

对 排 中 律 的 否定 产生 了 一 种 新 的 可 能 性 一 一 不 可 判定 的 命 
题 。 对 于 无 穷 集合 ， 直 觉 主 义 主张 还 有 第 三 种 状况 ， 即 可 以 有 这 
样 的 傅 题 ， 既 不 是 可 以 证 明 的 ， 也 不 是 不 可 以 证 明 的 。 他 们 给 出 
了 下 面 的 例子 : 让 我 们 定义 关 的 十 进 制 展 开 式 的 第 至 位 出 现 了 第 
1 个 零 , 其 后 依次 跟着 工 到 9 这 些 整数 . PETS BUH A 
或 者 存在 ,或 省 不 存在 。 遵 循 亚 里 士 多 德 的 数学 家 则 以 此 两 种 可 
能 性 为 基础 进一步 进行 论证 。 布 劳 维 和 直觉 主 闵 者 普遍 反对 所 有 
这 类 论证 ， 因 为 我 们 并 不 知道 我 们 是 否 能 够 证 明 名 存 不 存在 。 因 
此 ， 根 据 直 觉 主 立 者 的 观点 ， 一 些 明 口 丙 重 要 的 数学 问题 永远 不 
能 在 任何 -一 种 数学 基础 上 得 到 解决 。 这 个 问题 对 于 我 们 来 说 似乎 
是 可 以 断定 的 ， 但 实际 上 我 们 信念 的 基础 上 共 不 过 是 网 为 它 站 涉及 
到 了 过 去 已 经 断定 了 的 数学 概念 和 问题 。 

按 直觉 主义 者 的 观点 ， 关 于 实数 系 、 微 积分 、 现 代 的 实 函 数 
理论 、 勒 贝 格 积 分 以 及 其 他 方面 的 经 典 铺 构 和 途 辑 主义 结构 是 不 
可 接受 的 。 布 劳 维和 他 的 支持 者 们 没有 局 限于 批评 ， 而 是 试图 把 
数学 建立 在 他 们 所 描述 的 结构 的 基础 之 上 。 他 们 成 功 地 挽救 了 上 
述 学 科 的 一 部 分 , 但 是 他 们 的 结构 过 于 复杂 。 MERLE, 
这 些 证 明 繁 独得 令 人 难以 型 受 。 另 外 ， 直 觉 主义 老 还 重 构 了 代数 
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然而 ， 重 构 工 作 进展 缓慢 。 因 此 ， 和 希 尔 伯 特 在 他 的 《数学 的 
基础 》(1927 年 ) 一 文中 说 ,“ 与 现代 数学 的 突飞猛进 相 比 ， 直 觉 
主义 者 所 取得 的 少 而 孤立 的 结论 既 不 完善 也 不 相互 关联 ， 这 些 可 
怜 的 残余 算得 了 什么 .” 当然, 1927 年 时 , 直觉 主义 者 在 按 他 们 的 
标准 重 构 经 典 数学 方面 ， 还 没有 取得 本 大 的 进展 ， 但 来 自 他 们 的 
iF OE AS SEM T ei. MAR RTE, BOR Ee 
SPFREAMO LE. TEHE, SHER, NTA 
ETZE EETA, AU ARTA 
广义 集合 论 公理 化 的 观点 ， 他 们 限定 自己 只 使 用 可 以 被 有 效 定义 
或 构造 的 概念 。 有 的 则 是 构造 主义 者 ， 他 们 并 不 那么 极端 ， 他 们 
不 但 不 怀疑 经 典 逻 辑 ， 而 且 还 利用 它 所 有 的 观点 。 有 的 则 承认 一 
个 数学 客体 的 燃 ， 并 以 此 坚持 构造 过 程 ， 这 样 一 来 ， 就 有 许多 人 
承认 至 少 有 一 个 实数 类 《〈 不 能 扩展 到 整个 实数 连续 统 ): I HH 
大 则 只 接 爱 整数， 他 们 只 愿意 考虑 诸如 那些 可 计算 的 其 他 数 和 画 
数 的 概念 ， 而 那些 被 认为 是 可 计算 的 东西 也 不 尽 相 同 。 因 此 ， 一 
个 数 如 果 可 被 菜 些 由 可 接受 的 数 构成 的 集合 越 来 越 精确 地 下 近 ， 
就 好 像 一 个 一 般 无 理 数 能 被 一 个 有 限 小 效 越 来 越 精确 地 逼近 ， 那 
么 它 就 是 可 计算 的 。 

不 幸 的 是 ， 构 千 性 的 定义 绝 不 能 说 是 清晰 明确 的 。 我 们 来 考 
虑 下 述 关 于 数 N 的 定义 : 

(137 


N=1455- 


假设 p—3, Mi N=1—0. 001 FR 0.999, KH p=2. I N=1. 01. W 
在 我 们 把 记 定义 成 # 的 十 进 制 展开 式 中 出 现 序列 123456789 后 的 
第 一 位 。 若 不 存在 这 样 的 p 我 们 定义 六 为 1; SHER pH 
HEX Wt, M N=. 000…… 直 到 第 2 个 位 置 , N 的 小 数 部 分 在 
这 一 位 上 是 1。 若 户 为 奇数 ， 则 N=0. 999…… 直 到 第 位。 然而 
我 们 并 不 知道 这 样 定义 的 p EEFE. ERTE. 则 N=1, EF 
fe, 但 并 不 在 的 十 进 制 展开 式 的 藉 一 千 位 内 ， 则 我 们 不 能 写 出 
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N A., RIN 是 被 定义 了 的 ， 甚 至 定义 到 了 任意 精度 位 上 ， 六 
还 是 构造 性 定义 的 吗 ? 
当然 ， 使 用 了 选择 公理 或 连续 统 假设 的 存在 性 证 明 不 是 构造 
性 的 ， 因 此 不 仅 对 直觉 主义 者 ， 甚 至 对 许多 非 直觉 主义 的 数学 家 
来 说 都 是 不 可 接受 的 。 
虽然 在 构 凌 主义 者 之 间 存 在 着 分 歧 ， 但 还 是 可 以 说 ， 他 们 恒 
建 了 经 典 数 学 中 的 很 大 一 部 分 。 有 些 重建 的 理论 所 肯定 的 东西 不 
如 在 经 典 理论 中 的 多 ， 对 于 这 个 癌 题 ， 直 觉 主义 者 的 回答 是 尽 
管 经 典 分 析 是 有 用 的 ， 但 它 的 数学 真理 性 却 比较 少 。 总 之 ， 他 们 
的 进展 受到 了 很 大 的 限制 ， 而 且 ， 将 他们 的 工作 扩展 到 先前 已 接 
受 的 数学 中 去 的 前 景 并 不 美 钞 。 由 于 进展 缓慢 ， 甚 至 过 布尔 巴 基 
学 派 的 数学 家 (关于 他 们 ，, 我 们 将 在 后 文中 讲述 } 也 在 1960 年 说 : 
“ 滥 无 疑 河 , 直 觉 学 派 注定 将 会 只 作为 一 个 历史 奇观 而 被 缅怀 。" 对 
直觉 主义 的 批评 可 以 引用 诗人 S Sse PE: 
一 点 一 点 的 ， 我 们 从 事实 中 
HEB R, hme Ss, 
仪 靠 残 留 的 真实 的 幻影 ， 
AWN ZORA, WYE. 
然而 ， 对 直觉 主义 者 来 说 ， 如 果 建 立 一 个 合理 的 基础 必须 牺牲 经 
典 数 学 的 一 部 分 ， 其 至 晨 牺 牲 康 托 尔 的 超 限 数 “ 天 党 ”的话 ， 这 
个 代价 也 还 是 不 算 太 高 的 。 
尽管 直觉 主义 的 反对 者 对 直觉 主义 这 种 数学 哲学 的 驶 斥 过 于 
傲慢 和 武断 ,但 对 许多 持 有 同情 心 的 大 信 的 批评 则 必须 严肃 对 符 。 
有 这 样 一 种 批评 指出 ， 直 觉 主义 者 努力 重建 的 ， 与 其 原则 祖 一 致 
的 理论 并 不 能 由 人 类 的 直 党 提出 ,也 很 难 用 人 类 的 直觉 米 保 证 ,这 
些 理论 已 被 数学 家 所 用 过 的 所 有 方法 . 所 有 类 型 的 推理 、 猜想 、 从 
特殊 情况 中 所 得 到 的 归纳 ,以 及 那些 来 洲 不 明 的 瞬间 灵感 所 得 出 。 
因此 ， 在 实践 中 ， 像 所 有 的 数学 家 一 样 ， 直 觉 主义 者 实际 上 依赖 
的 是 常规 的 建立 方法 ， 基 至 是 古典 逻辑 ， 尽 管 直觉 主义 者 寻求 的 
是 -种 与 他 们 自己 的 原则 相 一 致 的 重 坚 理论 的 证 据 。 站 党 主义 埋 
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也 许 会 这 样 回答 : 尽管 须要 用 到 一 些 发 现 的 常规 方法 ， 它 们 的 结 
论 还 是 肯定 能 被 人 类 的 直觉 所 接 党 的 。 然 而 ， 在 不 否定 直 党 主义 
中 其 他 思想 的 重要 性 的 情况 下 ， 事 实 仍然 是 ， FERRE LS 
部 接受 的 理论 对 直 党 来 说 也 是 如 此 的 微妙 和 不 可 思议 ， 很 难 相信 
人 的 头脑 能 直接 认识 到 它们 的 真实 性 。 

倒 造 的 常规 方式 和 数学 的 理想 化 、 抽 象 化 的 常规 方式 是 基本 
的 , 这 一 论断 由 了 . 克 革 因 和 帕 斯 更 推进 了 一 步 。 直 觉 能 发 现 一 种 
连续 却 无 处 可 导 的 表 数 或 一 条 填 满 正方 形 的 曲线 〈 上 应 亚 诺 曙 线 } 
吗 ? 这 种 创造 ， 即 使 可 由 直觉 提出 ， 也 必须 经 过 理想 仁和 抽象 化 
的 提炼 。 克 莱 因 说 简单 幼稚 的 直觉 是 不 准确 的 ， 而 经 过 提炼 后 的 
直觉 却 叉 根本 不 是 真正 的 直觉 ， 它 来 自 于 建立 在 公理 基础 上 的 逻 
辑 发 展 。 我 们 将 最 终 依赖 于 从 公理 出 发 的 多 辑 推理 。 对 此 ， 布 劳 
维 说 ,一 个 公理 系统 必须 用 解释 或 模型 的 方式 来 证 明 相 容 性 ( 见 
第 八 章 ) ,而 这 种 解释 或 模型 本 身 也 必须 是 相 容 的 ,他 尖锐 地 问 道 ， 
我 们 总 能 找到 这 样 的 解释 ， 而 县 不 依赖 于 直觉 基础 而 接受 其 相 容 
TENS? 

BAR BT PER yh AE EG HX TB TBE 
战 。 在 他 的 《思维 与 自然 》《1934 年 ) 中 ， 他 说 :“ 那 种 指望 着 揭 
示 一 个 比 展 现在 直觉 面前 的 自然 更 为 深入 的 自然 的 想法 是 个 不 太 
可 能 实现 的 梦想 。” 

一 些 直觉 主义 者 的 对 手 们 也 将 同 数学 是 一 种 人 类 的 介 造 。 但 
他 们 认为 对 错 是 客观 关 定 的 ， 而 直觉 主义 者 依靠 的 却 是 难免 出 错 
的 人 类 头脑 的 自明 。 在 希 尔 伯 特 和 伯 奈 斯 (Paul Bernays) 关于 数 
学 基础 问题 的 著作 第 一 版 的 论述 中 ,我 们 看 到 了 直觉 主义 哲学 致 
命 的 弱点 。 如 果 正 确 性 意味 着 人 类 头脑 的 自明 ， 那 么 我 们 可 能 依 
欺 什么 样 的 概念 和 推理 呢 ? 而 对 所 有 人 类 部 具 有 客观 有 效 性 的 真 
EERE? 

另 一 个 对 直觉 主义 的 批评 指出 直觉 主义 与 数学 在 自然 中 的 应 
用 元 关 。 直 觉 主义 没有 把 数学 和 感 条 联系 起 来 。 布 劳 维 承认 直觉 
主义 没有 实用 价值 ， 实 际 上 ， 布 劳 维和 否定 人 类 对 自然 的 支配 。 不 
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Bait A. BRE 1951 年 说 , “RES AMY RS ME 
维 的 批评 ， 他 所 想 要 坚持 的 是 这 样 -个 信念 : BC EE 
纯粹 的 真理 :基于 显明 的 真理 。” 
直觉 主义 学 说 引起 了 - -个 相关 的 问题 。 正 如 我 们 所 敌 ， 他 们 
坚持 认为 正确 的 ,可 接受 的 思想 能 被 并 且 已 被 人 类 的 头脑 所 领悟 。 
这 些 思想 并 非 起 源 于 语言 形式 ， 实 际 上 ， 语 言 只 是 传输 这 种 思想 
的 一 种 不 完善 的 工具 。 这 个 已 被 详细 讨论 过 的 问题 就 是 思想 是 否 
能 脱离 语言 而 独立 和 存在。 一 方面 ， 存 在 着 这 样 一 种 观点 ， 可 用 圣 
约翰 在 《福音 》 中 所 说 :“ 打 世界 创立 之 初 ， 就 存在 着 语言 .” 尽 
管 圣 约 乾 并 没有 什么 数学 头脑 ， 和 但 他 的 论述 却 与 希腊 哲学 观 和 一 
些 现代 心理 学 家 的 观点 示 谍 而 合 ， 另 一 方面 ， 见 克 菜 则 坚决 认为 
语言 是 思想 的 累 赣 。 
欧 拉 在 给 普鲁士 王国 腓 特 烈 一 世 的 伍 辫 安 翟 - 德 双 (Anhalt 一 
Dessau) 公 主 的 信 中 (发 表 于 1768 一 1772 年 间 ) ,讨论 了 这 个 问题 : 
KE-PABAMWMRAR ARS AR, 同时 还 
在 头脑 中 融入 了 一 最 的 思想 ， 得 如 果 没 有 书 面 的 或 
CLM REA HH RT TARE EA 
这 丙种 方式 都 包含 了 大 量 的 词汇 ， 它 们 只 是 与 我 们 
思想 相对 应 的 一 些 特定 的 符号 。 它 们 的 会 义 是 由 可 
俗 或 由 群居 在 一 起 的 人 入 们 的 默认 所 决定 的 。 
从 这 里 可 以 看 出 ， 对 人 类 来 说 ,语言 唯 一 的 昌 
的 就 是 在 人 类 之 间 相 互 传 递 亿 们 的 感知 。 一 个 台 立 
的 人 没有 它 也 可 以 这 得 很 自在 ,但 我 们 只 要 稍 加 思 
考 就 足以 明白 : 人 类 确实 需要 语言 。 这 是 与 其 他 人 
海通 的 需要 ， 同 时 也 是 培养 、 廉 炼 他 们 自己 的 思想 
阿达 马 在 《数学 领域 中 的 创造 心理 》(1945 年 ) 中 考查 了 这 样 
一 个 问题 ， 数 学 家 们 是 如 何 思考 的 。 他 发 现在 创造 过 程 中 ， 所 有 
的 数学 家 实际 上 都 避免 使 用 准确 的 语言 ， 他 们 用 的 是 含糊 的 、 可 
见 或 可 触摸 到 的 印象 。 爱 因 斯 坦 在 一 封 信 中 【后 被 载 入 阿达 马 的 





















































246 数学 :确定 性 的 次 内 








PHO 描述 了 这 种 思维 模式 : 
写 下 来 的 词 名 或 说 出 来 的 语言 在 我 的 思维 抽 制 
里 不 起 任何 作用 。 trees 那些 似乎 可 月 来 作为 思维 元 
素 的 心理 实体 ， 是 一 些 能 够 “随意 地 ”使 之 再 现 并 
HB Be RAN GG fo BD AT A BY EY RR. eer 对 
我 来 说 ， 上 述 那 些 元 素 是 视觉 性 的 ， 也 有 一 些 是 肌 
肉 型 的 。 只 有 在 第 二 阶段 ， 才 有 必要 费 神 地 去 寻求 
i FA OY ie] RB ITH, Hen 
当然 ， 形 象 化 在 创造 行为 中 起 了 主要 作用 ， 将 欧 几 里 得 平面 
划分 为 两 部 分 的 无 限 长 直线 就 来 自 于 形象 。 这 样 ， 疝 题 就 可 以 归 
BA, 大脑 对 一 个 事实 《不管 是 怎样 得 到 的 ) 的 把 握 是 知已 达到 
如 此 确定 的 程度 (就 如 同 直觉 主义 者 所 主张 的 那样 ), 以 致 于 使 用 
准确 语言 租 逻 辑 证 明 来 表达 变 得 不 是 那么 重要 了 呢 ? 
作为 PPA EH I BE RE eR. T 
(Arend Heyding) 这 位 继 布 劳 维 后 的 直觉 主义 的 主要 休 导 者 ， 在 
1930 年 发 表 的 一 篇 论文 中 ， 提 出 了 直觉 主义 命题 逻辑 的 形式 法 
出 。 其 中 只 包括 了 经 典 形式 垩 辑 的 一 部 分 。 例 如 ， 湾 丁 多 许 疡 为 
真 的 命题 蔓 涵 着 p 为 假 为 假 的 命题 ,但 是 如 困 p ARAB HA 
能 导出 p 为 真 ;因为 关于 p 的 断言 是 不 可 构造 的 . 排 中 律 -一 p 或 
非 户 必 为 真 - -一 这 里 没有 用 到 .但 是 如 果 命 题 p 落 涵 着 命题 4, A 
么 9 的 否 命题 则 蕴涵 着 p 为 假 。 直 觉 主义 者 并 不 认为 这 种 形式 化 
是 基本 的 ， 它 只 是 对 思想 的 不 完全 表达 。 此 外 ， 形 式 化 并 非 海 丁 
一 家 所 和 独 有 ， 直觉 主 义理 在 可 接受 的 逻辑 原则 问题 上 各 有 分 歧 。 
尽管 直觉 主义 者 对 数学 添加 了 很 多 限制 ， 尽 管 还 存在 着 来 自 
喜 觉 主义 哲学 其 他 部 分 的 批评 ,但 直觉 主义 却 带 来 了 有 益 的 影响 。 
它 首次 严肃 讨论 了 有 关 选 择 合理 的 和 癌 题 并 将 其 放 到 了 显著 的 地 位 
上 。 数 学 中 的 存在 性 意味 着 什么 ? 它 对 于 解释 牧人 尔 的 理论 ， 对 十 
知道 那个 具有 特殊 性 质 亏 无 法 认识 或 计算 的 数 的 存在 有 什么 好 处 
吗 ? 那 种 对 排 中 律 没有 限制 地 、 天 真 地 扩展 无 疑 需 要 重新 考 虚 . 直 
觉 主义 者 最 有 价值 的 贡献 也 许 就 是 他 们 在 计算 数 或 机 数 问题 上 所 
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坚持 的 主张 ， 即 在 论证 这 些 数 及 函数 的 存在 时 ， 仅 证 明 不 存在 将 
会 导致 性 盾 。 避 详细 了 解 这 些 数 就 好 像 要 与 朋友 住 在 一 起 而 六 是 
仅仅 知道 有 个 朋友 住 在 这 个 世界 的 某 个 地 方 。 

还 辑 主 义 者 与 家 党 主义 者 的 对 抗 只 是 在 围绕 着 建立 数学 的 适 
当 基 础 的 纷争 中 的 首次 交锋 。 其 他 的 竟 争 考 也 加 入 了 这 场 纷争 ,我 
们 暂且 拭 目 以 得 。 
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与 现代 数学 的 向 输 大 海 相 比 , 那 点 可 怜 的 残余 算 什么 。 直 
DER AMBER RRB. LRA DMEM BH. 
一 一 大 卫 ， aia 


出 现 于 本 世纪 头 10 年 ,在 数学 基础 上 观点 完全 相反 的 逻辑 主 
文 与 直觉 主义 上 哲 学 ， 只 是 这 场 大 纷争 中 首先 登场 的 两 大 派系 。 闫 
于 数学 基础 息 想 的 第 三 大 派系 是 由 天 卫 。 和 希 人 尔 伯 特 领 导 并 网 行 -- 
时 的 彩 式 主义 派 ， 而 第 四 大 派系 集合 论 公理 化 派 则 是 由 策 梅 罗 创 
建 的 。 

AREE 1900 年 国际 数学 家 大 会 的 发 言 〈 见 第 八 章 ) H, 
强调 了 证 明 数 学 相 容 性 苗 重 要 .他 还 提出 一 种 实数 的 民 序 方法 E 
如 我 们 从 策 梅 罗 的 工作 中 所 知道 的 , 良 序 原理 等 价 于 选择 公理 。 最 
后 ， 希 尔 伯 特 还 建议 数学 家 们 致力 于 证 明 连 续 统 假设 的 工作 ， 这 
PRIS PER ES. 和 < 之 间 不 存在 别 的 超 限 数 . 昱 在 令 人 困扰 的 迟 
论 和 关于 选择 公理 的 争论 产 牛 以 前 ， 希 尔 伯 特 就 预见 了 解决 所 有 
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这 些 同 题 的 必要 性 。 

在 1904 年 第 三 届 国 际 数 学 家 大 会 上 ,和 希 尔 人 特 本 人 提出 了 他 
解决 数学 基础 阿 题 三 法 的 网 要 ， 其 中 包括 证 明 相 容 性 揭 方法 。 但 
是 他 在 一 段 时 间 内 并 没有 做 更 多 实质 性 的 工作 。 在 以 后 的 15 年 
中 ， 钦 辑 主义 者 和 直觉 主义 者 广泛 地 发 展 了 他 们 的 学 说 ， 但 希 尔 
伯 特 委婉 地 指出 ， 他 对 他 们 关于 数学 基础 问题 的 解答 并 不 满意 。 

希 尔 伯 特 相 当 冷 静 地 驳回 了 逻辑 主义 思想 ,正如 他 在 1904 年 
的 演说 和 论文 中 所 讲 的 ， 他 主要 的 反对 理由 是 ， 在 扣 辑 漫长 而 复 
如 的 发 展 过 程 中 实际 上 已 涉及 到 整数 ,尽管 没有 这 样 称呼 它们 ,天 
此 在 逮 辑 的 基础 上 建立 整数 的 构 念 实 盾 上 就 是 循环 论证 。 他 还 批 
评 了 以 集合 的 属性 来 确定 集合 的 方法 : 这 样 就 必须 通过 层次 和 层 
次 论 来 区 分 命题 和 命题 函数 ， 而 层次 论 需 要 用 到 引起 争议 的 约 化 
公理 。 他 很 赞成 罗素 和 怀特 海 的 关于 无 穷 集合 应 被 包括 进入 的 观 
点 ， 但 这 须 用 到 无 限 会 理 ， 希 尔 伯 特 希 望 别人 能 证 明 这 不 是 塑 辑 
公理 。 

在 另 一 方面 ,直觉 主义 者 的 督学 也 引起 了 希 尔 伯 特 的 警觉 , 因 
为 他 们 排除 的 不 仅仅 是 无 穷 集合 ， 而 且 还 有 建立 在 纯 存 在 证 明基 
础 上 的 天 部 分 分 析 。 希 尔 伯 特 强 钢 地 择 击 了 他 们 的 拆 学 。1922 年 ， 
他 说 直觉 主义 者“ 想 要 使 数学 瓦解 和 变形 ”。 在 1927 年 的 一 篇 论 
SCH, 他 抗议 说 ;“ 梦 止 数学 家 用 排 中 律 就 像 禁止 天 文学 家 用 望 远 
镜 或 源 师 用 拳 一 祥 。 否 定 用 排 中 律 所 得 到 的 存在 性 定理 就 相当 于 
全 部 放弃 了 数学 的 科学 性 .” 

LAR TE 1927 年 谈 到 希 尔 伯 特 对 直觉 证 义 的 看 法 时 ， 说道; 
“在 直觉 主义 者 的 观点 中 , 仅 有 一 部 分 , 也 许 是 权 有 可 怜 的 一 小 部 
分 经 典 煞 学 理论 是 站 得 住 脚 的 ,这 是 个 痛苦 且 不 可 否认 的 上 事实 , 硕 
尔 伯 特 是 不 能 忍受 这 种 残缺 的 。” 

在 反对 姑 辑 主义 和 直觉 主义 的 过 程 中 ， 希 尔 伯 特 坚持 认为 两 
者 者 不 能 证 明 相 容 性 。 在 1927 年 的 论文 中 ， 他 宣称 ; 

为 了 商定 数学 的 基础 ， 我 们 不 雳 要 克 关 涅 克 的 
Le, PRED we SR F a AR Oe 
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殊 理 解 力 〈 豆 加 勤 普 说 过 利用 数学 归纳 法 无 法 证 明 
系统 的 相 容 性 ) 或 布 劳 维 的 基本 直觉 ， 最 后 ， 我 们 
也 不 需要 罗素 和 怀特 海 的 无 限 性 、 归 约 性 以 及 完备 
性 会 理 。 这 些 公理 是 切实 的 、 基 本 的 命题 ， 但 是 不 
能 通过 相 容 性 的 证 明 来 建立 。- 

20 世纪 80 年 代 时 , 希 尔 伯 特 确定 了 他 自己 的 数学 基础 方法 ， 
并 在 余生 致力 于 此 项 工作 。 在 他 20 年代 至 30 年 代 初 发 表 的 论文 
中 , 1925 年 的 论文 是 最 主要 的 一 箱 。 其 中 写 道 :“ 对 于 无 穷 量 , 我 
的 理论 的 目的 是 一 次 性 彻底 地 解决 数学 方法 中 的 确定 性 问题 .” 

他 的 理论 的 首要 点 就 是 既然 逻辑 的 发 展 确实 与 数学 思想 有 
关 ， 王 然 经 典 数 学 被 留存 下 来 ， 一 些 直 逻辑 公理 MICA 
ID 总 要 被 引入 ， 那 么 正确 的 数学 方法 必须 包括 距 有 逮 辑 又 有 数 
学 的 概念 和 公理 。 此 外 ， 逻 辑 必须 研究 那些 包含 某 些 超 他 辑 的 具 
体 概 念 的 事物 ， 例 如 整数 ， 它 们 早 在 逻辑 开始 发 展 前 就 存在 于 直 
MPT. 

希 尔 伯 特 所 设想 的 逻辑 公理 与 罗素 的 公理 在 本 质 上 没有 什么 
区 别 ， 尽 管 希 尔 伯 特 假设 的 更 多 一 些 ， 因 为 他 不 想 参 与 为 逻辑 建 
立 一 种 理论 基础 。 但 是 ， 希 尔 伯 特 说 ， 因 为 不 能 仅仅 从 膛 辑 中 推 
导出 数学 一 一 数学 不 是 一 种 逻辑 的 结果 而 是 一 种 自然 存在 的 法 则 
一 一 每 一 个 分 支 都 必须 含有 包 插 亡 辑 各 数学 在 内 的 适当 的 公理 。 
此 外 ， 对 待 数学 的 最 可 靠 的 方法 就 是 不 把 它 当 作 实 际 知识 而 是 当 
作 一 种 形式 上 的 法 则 , 也 就 是 说 , 当 作 一 种 抽象 的 、 象征 性 的 、 与 
ELEREN RE, FERH., EWS ARESE EKK 
ROMAN RES Re A A ATRE. 

因此 , 为 了 避免 语言 上 的 含义 不 清和 对 直觉 知识 的 无 意 识 应 
用 (这 也 是 产生 一 些 悖 论 的 原因 ), 也 为 了 清除 其 他 的 悖 论 以 达到 
证 明 的 准确 性 和 客观 性 ， 希 尔 伯 特 决定 对 所 有 有 还 辑 和 数学 的 叙述 
用 符号 形式 来 表达 。 这 些 符号 ， 尽 管 它们 可 以 表达 直观 上 的 意义 
的 感知 但 不 能 在 他 所 提出 的 形式 数学 中 找到 解释 。 和 希 尔 伯 特 希 
望 包括 一 些 甚 至 可 以 表示 无 限 集合 的 符号 ， 但 是 它们 没有 什么 直 
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观 上 的 意义 。 这 些 理想 的 元 素 ， 如 希 尔 伯 特 所 称 ， 是 建立 所 有 有 的 
数学 所 必需 的 ， 所 以 它们 的 引入 是 合理 的 ， 尽 管 希 尔 伯 特 相信 在 
现实 世界 中 仅 有 有 限 个 事物 存在 ， 事 物 又 是 由 有 限 个 元 素 所 组 
成 的 。 

着 尔 伯 特 的 观点 可 以 用 一 个 比拟 来 理解 。 无 理 数 作为 数字 是 
没有 直观 上 的 意义 的 .即使 我 们 能 引入 一 些 尺寸 为 无 理 数 的 长 度 ， 
这 些 长 度 本 身 并 不 能 为 无 理 数 提供 任何 直观 上 的 含义 ,但 是 无 理 
数 作为 一 种 理想 的 元 素 即 使 是 在 初等 数学 中 也 是 必 不 可 少 的 ， 这 
也 就 是 为 什么 数学 家 们 能 在 1870 年 以 前 没有 任何 还 辑 基础 的 情 
况 下 用 到 它们 的 原因 。 和 希 尔 伯 特 认为 复数 , 也 就 是 那些 与 v 一 ;有 
关 的 数 ， 它 们 在 实数 中 没有 直接 相对 应 的 数 ， 但 是 对 它们 可 以 建 
立 可 行 的 普遍 性 的 定理 ;例如 每 个 4 阶 多 项 式 方程 正好 有 个 根 ， 
以 及 一 整套 被 证 明基 至 在 物理 研究 中 都 具有 广泛 应 用 的 复 变 量 理 
论 。 不 管 符号 所 代表 的 是否 是 直觉 上 有 意义 的 事物 ， 所 有 概念 和 
运算 中 的 符号 本 身 都 是 无 意义 的 。 对 于 数学 基础 来 说 ， 数 学 思想 
的 要 素 就 是 符号 和 出 符号 组 合 或 串联 而 成 的 命题 。 这 样 形式 主义 
者 就 雪花 相当 大 的 代价 ， 处理 一 些 毫 无 音义 的 符号 ， 去 探求 确 
定性 。 

幸运 的 是 , 这 些 逻 辑 符号 体系 在 19 世纪 后 期 . 20 世纪 初期 就 
已 得 到 了 发 展 ( 见 第 八 章 ), 所 以 希 尔 伯 特 得 到 了 他 所 需要 的 现成 
的 符号 体系 。 讽 如 记号 一 表示 “ 非 "?，， RRS”. VER 
“R”, ta “MR”, GER “PEE”, ROMMEL me 
基本 的 概念 。 当 然 ， 对 于 数学 来 说 符号 体系 早已 存在 。 

SMARTER EBAY Gt BL SHEE RH OAR 
理 产 生 影 响 , 人 们 很 难 对 这 些 公理 的 可 接受 性 产生 怀疑 。 例 如 , 有 
及、Y、Z 三 个 命题 ， 其 中 - -条 公理 说 六 BBX VY. REE 
就 是 , WRX HK, 那么 天 或 了 为 真 。 另外 -条 公理 按 字面 解释 
为 : 如 果 关 蕴涵 Y, WZ 或 蕴涵 之 或 Y。 -个 基本 公理 就 是 薄 
涵 的 规则 或 是 推理 的 规则 。 公理 认为 ， 如 果 公 式 AHH, FHA 
SARRAR, MARB EAE, IAEE EEEE 
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逻辑 中 被 称 为 肯定 式 。 希 尔 伯 特 还 希望 用 到 排 中 律 ， 他 还 引入 了 
一 种 用 符 导 形式 表达 排 中 律 的 技术 工具 。 在 才 述 选择 公理 (自然 
它 是 一 个 数学 公理 ) 时 也 用 到 了 这 种 技术 工具 。 和 希 尔 信 特 希望 ,不 
表 确 使 用 “- - 切 ” 这 个 词 就 可 以 避免 任何 迟 论 。 

在 研究 关于 整数 的 数学 分 支 中 ， 根 据 希 尔 伯 竺 的 方案 ， 终 在 
着 整数 公理 。 举 例 说 明 : 有 一 条 定理 a=) A a =b, BLO 
两 个 整数 a 种 雪 相 等 ,那么 它 佣 的 后 继 数 ( 即 下 一 个 整数 ) 世 相等 。 
另外 ， 还 存在 着 数学 归纳 公理 。 通常 这 些 公 理 至 少 与 自然 现象 的 
经 验 或 已 存在 的 数学 知识 有 关 。 

如 果 用 一 个 形式 系统 表示 集 台 理论 ， 那么， 它 必须 包含 说 明 
哪 一 类 集合 被 形式 化 的 公理 ‘用 符号 形式 表达 ), 这 样 . 公理 就 可 
以 允许 这 类 集合 ， 两 个 集合 的 和 与 一 个 给 定 集 合 的 所 有 子 集 组 成 
的 集合 形式 化 。 

对 于 所 有 的 用 公式 和 符号 组 合 表达 的 逻辑 和 数学 公理 ， 希 尔 
怕 特 准备 用 客观 的 证 明 来 说 阴 他 的 想 湛 。 它 包括 以 下 过 程 ， 肯 定 
某 一 个 公式 ; 肯定 这 个 公式 蕴涵 另 一 公式 ; 肯定 第 二 个 公式 。 一 
系列 这 样 的 步 又 ， 其 中 所 肯定 的 公式 或 芍 洱 关系 都 是 前 面 的 公理 
或 结论 ， 这 就 梅 成 了 一 个 定理 的 证 明 。 另 外 ， 用 一 个 符号 去 代替 
另 一 个 或 一 组 符号 也 是 一 种 允许 的 运算 。 这 样 ， 把 逻辑 公理 用 到 
以 前 建立 的 公式 或 公理 的 符号 操作 上 去 ， 就 可 以 推导 出 公式 。 

一 个 公式 为 真 , 它 必须 上 且 只 须 是 这 样 一 串 公式 中 的 最 后 一 个 ， 
其 中 的 每 一 个 公式 ， 或 者 是 形式 系统 中 的 一 条 公理 ， 或 者 是 由 归 
纳 法 则 所 导出 的 公式 。 每 个 人 都 可 以 验证 ， 一 个 给 定 的 公式 是 否 
可 以 通过 一 串 适当 的 推导 得 到 ， 因 为 证 明 在 本 质 上 就 是 对 一 些 符 
号 的 机 械 操作 。 这 样 ， 按 照 形 式 主 义 的 观点 ， 证据 和 严密 性 就 是 
确定 的 、 客 观 的 。 

于 是 对 于 形式 主义 者 来 说 ， 数 学 本 身 就 是 一 堆 形式 系统 ,各 
自 建立 自己 的 馆 辑 ， 同 时 建立 自己 的 数学 ; 各 有 各 自 的 概念 ， 各 
自 的 公理 ， 各 自 的 推导 定理 的 法 则 ， 以 及 各 自 的 定理 。 把 这 些 演 
绎 系统 中 的 每 一 个 发 展 起 来 ， 就 是 数学 的 任务 。 
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这 些 就 是 希 尔 伯 特 关于 数学 结构 的 方案 。 但 是 能 从 没有 了 矛盾 
的 公理 中 得 到 结论 吗 ? 由 于 先前 美 于 数学 主要 分 支 的 相 容 性 让 明 
是 在 假设 算术 相 容 的 基础 上 给 出 的 一 一 确实 ,和希 尔 们 特 本 人 已 经 
指出 欧 风 里 得 几何 相 容 性 可 以 时 结 为 算术 相 容 性 所 以 后 者 的 
相 容 性 就 变 成 了 关键 性 问题 。 正如 希 尔 伯 特 提出 的 , “在 几何 学 和 
物理 理论 中 ， 相 容 性 的 证 明 是 通过 把 它 归 结 为 算术 相 容 性 来 完成 
的 。 这 种 方法 很 明显 不 适用 于 对 算术 本 身 的 证 明 .” 那 时 希 尔 伯 特 
所 寻求 的 是 与 相对 相 容 性 相 友 的 绝对 证 明 。 这 也 是 他 集中 精力 要 
解决 的 问题 .他 说 在 这 一 点 上 我 们 今后 不 能 像 在 20 Thee ABE 
令 人 不 快 的 意外 之 险 。 

现在 ， 相 容 性 观察 不 到 了 。 一 个 人 不 能 预见 到 公理 中 的 所 有 
内 涵 。 然而 , 希 尔 伯 特 像 几 乎 所 有 甘心 数学 基础 的 数学 家 那样 , 恨 
据 一 个 假 命题 区 衣着 任 一 命题 来 运用 实质 蓝 沽 的 概念 《〈 见 第 八 
音 )。 刀 果 存 在 着 一 个 矛盾 ,那么 根据 了 巴 盾 律 , 两 个 命题 中 必 有 一 
SARE, 并 且 如 果 存 在 一 个 假 命题 , CY Ra I=, 因此 . 
想 要 证 明 相 容 人 性 只 须 证 明 我 们 永远 不 会 得 出 1==0 这 个 形式 的 语 
Aj R. WARRE 1925 年 的 文章 中 所 说 ,“ 在 我 们 曾经 历 
过 的 两 次 悖 论 中 , 头 一 次 是 微 积 分 悖 论 , POKER. 我 
们 不 会 再 经 历 第 三 次 ， 而且 永远 也 不 会 。” 

希 尔 伯 特 和 他 的 学 生 阿 克 量 (Wilheim Ackermann), HAT 
(Paul Bernays) 和 冯 。， 诺 仇 曼 在 1920 到 1930 年 间 逐 步 开展 了 所 
谓 的 希 尔 伯 特 证 明 论 或 元 数学 ， 这 是 建立 任何 形式 系统 的 相 容 性 
的 一 种 方法 。 元 数学 的 基本 思想 可 以 用 一 个 比喻 来 理解 ， 一 个 人 
想 要 研究 日 语 的 有 效 性 和 综合 性 ， 如 果 用 日 语 研 究 就 会 由 于 语言 
的 限制 而 对 研究 不 利 ， 但 如 果 英 语 是 一 种 有 效 的 语言 ， 那 么 他 就 
可 以 利用 英语 来 研究 日 语 。 

在 元 数学 中 ,项 尔 伯 特 提议 用 一 种 特殊 的 无 任何 异议 的 刻 辑 ， 
这 些 逻辑 原理 应 该 很 明显 为 真 , 任何 人 都 能 接受 它们 , SRE, È 
们 很 接近 于 直觉 主义 原理 。 不 使 用 那些 有 争议 的 推论 ”诸如 用 
新 盾 去 证 明 存在 ,起 限 归 纳 ， 实 无 穷 集 ， 非 断言 性 定义 以 及 选择 
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公理 。 存 在 性 证 明 必 须 是 构造 性 的 。 因 为 一 个 形式 系统 可 以 是 无 
陋 的 ， 那 么 元 数学 必须 容纳 这 些 概念 和 问题 ， 它 们 牵涉 到 至 少 是 
潜 无 穷 的 系统 ,但 是 不 能 涉 太 到 公式 中 无 穷 多 个 结构 性 质 和 无 穷 
多 个 公式 操作 。 可 以 考虑 这 样 的 公式 ， 其 中 符号 只 代表 实 无 窃 集 
合 ， 但 是 它们 仅仅 是 会 式 中 的 符号 而 已 。 自 然 数 的 数学 归纳 法 是 
可 承认 的 ， 这 是 由 于 它 证 明 的 是 到 任 一 有 限 数 的 命题 ， 而 无 须 
再 去 证 明 在 整个 自然 数 无 跟 集 合 中 的 命题 。 

希 尔 伯 特 把 元 数学 证 明 的 概念 和 方法 称 作 有 限 性 《finitary)， 
他 对 有 限 性 的 含义 有 些 含混 不 请 。 在 1925 年 的 论文 中 , 他 学 了 如 
下 例子 , “如 果 p 是 一 个 质数 , 那么 总 存在 一 个 质数 大 于 p” 这 个 
论述 是 非 有 限 性 的 ， 国 为 它 是 一 个 关于 所 有 大 于 pp 的 整数 的 论 
wR. 而 论述 “如 果 思 是 一 个 质数 , UAE pM p 十 1 之 间 总 存在 
一 个 质数 ”是 有 限 性 的 , 因为 对 于 任何 一 个 质数 p, 我 们 所 要 检验 
MEE pf p! 十 1 之 间 的 有 限 数 中 是 否 存在 着 一 个 质数 。 

在 希 尔 伯 特 与 伯 奈 斯 于 1934 年 合作 出 版 的 书 中 , 他 是 这 样 措 
述 有 限 性 的 ， 





我 们 将 经 常用 “有 限 性 ”这 个 词素 表示 问题 中 
的 论述 、 论 断 或 定义 限制 在 完全 可 构 遗 的 事物 、 完 
全 可 行 的 共 程 范围 内 ， 并 在 可 具体 检查 的 领域 内 执 
行 。 
毫 无 疑问 ， 元 数学 将 利用 直觉 语 言 和 必须 借助 于 符号 表示 的 非 正 
式 语言 。 
在 国际 数学 家 大 会 (1928 年 ) 上, 希 尔 伯 特 在 谈 到 他 的 元 数 
学 方案 时 , 非常 自信 地 断言 :“ 利 用 这 种 新 的 数学 基础 一 一 人 们 完 
全 可 以 称 之 为 证 明理 论 ， 我 将 可 以 解决 性 界 上 所 有 的 基础 性 问 
题 ,。” 他 尤其 相信 能 够 解决 相 容 性 问题 和 完备 性 问题 ， 也 就 是 说 ， 
所 有 有 意义 的 论述 将 会 被 证 实 或 推翻 。 那 样 也 就 不 存在 巧 而 未 决 
的 命题 了 。 
可 以 预料 ,形式 主义 者 的 方案 将 会 遭 到 他 的 对 手 们 的 非 难 .在 
《数学 原理 》《1937 年 ) 第 二 版 中 ， 罗 素 说 形式 主义 者 所 使 用 的 算 
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术 公 理 不 能 准确 地 限制 符号 0, 1, 2-…… 的 含义 。 我们 也 同样 可 以 
接 我 们 直觉 上 的 愿望 从 100，101，102…… 开 始 ， 因 此 “有 12 个 
门徒 * 的 论断 在 形式 主义 中 就 没有 意义 了 “形式 主义 者 就 像 一 个 
Ree ae RMR WR. heey RAT 
作用 , Mtoe TOS RERE SE.” Be ee NT 
与 现实 记 界 联系 起 来 ， 而 形式 主义 理论 却 做 不 到 这 一 战 。 

罗素 还 攻击 了 形式 主义 的 存在 性 概念 。 希 尔 伯 特 已 接受 了 无 
穿 集 合 和 其 他 理想 元 素 , 并 且 认为 数学 的 任何 - -个 分 支 的 公理 ,其 
中 包括 排 中 律 和 了 矛盾 律 ， 如 果 趟 能 导致 六 盾 ， 那 么 满足 公理 的 实 
体 就 肯定 存在 . 罗素 认为 这 种 存在 性 的 见解 是 形而上学 的 . 此 外 ， 
罗素 说 ,可 以 想象 出 公理 的 无 矛 于 系统 的 多 样 性 是 没有 限制 的 。 他 
接着 说 ， 我 们 只 对 可 应 用 于 经 验 材 料 的 系统 感 兴趣 。 

罗 索 的 非 难 直人 想起 了 “五 十 步 筑 百 步 ”的 成 语 ， 他 在 1937 
年 时 早已 忘记 了 他 曾 在 1901 年 写 过 的 话 :“ 数 学 可 定义 为 这 样 一 
门 学 科 ， 在 其 中 我 们 永远 不 知道 我 们 谈论 的 是 什么 ， 世 不 知道 我 
们 所 说 的 是否 正确 。” 

形式 主 多 方案 对 于 直觉 主义 者 来 说 是 不 能 接受 的 。 除 了 他们 
在 关于 无 穷 和 排 中 律 上 的 根本 差异 外 , 直 筑 主 六 者 继续 强调 了 他 
们 是 依靠 数学 的 意义 来 决定 其 正确 与 否 的 ， 而 形式 主义 者 (和 汉 
HELHO 却 是 与 理想 的 或 是 无 意义 的 超自然 世界 打交道 的 。 布 
劳 维 在 1908 年 就 已 经 表示 , 在 经 典 分 析 的 基础 理论 中 ,其 中 包括 
波 察 诺 -维尔 斯 特 拉 斯 定理 (一 个 相当 专业 化 的 定理 : 一 个 有 界 无 
限 集合 至 少 有 一 个 极限 点 ), BESSA LAT. SEE 
应 用 于 任 一 理论 超出 了 有 限 可 证 明 时 ， 布 劳 维 说 ， 我 们 必须 在 我 
们 关于 正 整 数 的 先 验 真理 与 排 中 律 的 随意 使 用 之 间作 出 选择 。 随 
意 使 用 亚 里 士 多 德 逻 辑 会 导致 形式 上 有 效 而 实质 上 无 意义 的 论 
断 。 经 典 数学 通过 放弃 许多 有 逻辑 结构 中 的 含义 而 放弃 了 实在 。 

布 劳 维 的 批评 使 许多 人 认识 到 以 前 错误 地 认为 毫 无 疑义 的 信 
性 是 有 用 的 ， 这 种 信仰 就 是 : 任何 重大 的 数学 理论 总 是 某 种 根本 
性 的 客观 实在 的 真实 表述 。 这 些 理论 恶 怕 具 是 实际 上 真实 的 事物 
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和 现象 的 理想 化 。 但 是 , 尤其 是 在 19 世纪 ， 经典 分 析 中 的 许多 内 
容 除 了 在 逻辑 二 令 直觉 主义 者 不 满 和 外 ， 已 经 远 远 超出 了 直觉 二 的 
意义 。 接 受 布 劳 维 的 观点 就 是 以 经 典 数学 缺乏 直觉 上 的 意义 为 理 
由 来 放 奔 祖 当 一 部 分 经 典 数学 。 

直觉 主义 者 现在 说 ， 即 使 希 尔 伯 特 的 形式 化 数学 的 相 容 性 得 
到 了 证 硼 ， 这 种 理论 即 这 种 形式 化 的 数 党 也 是 没有 意义 的 。 魏 尔 
抱怨 说 希 尔 伯 特 是 通过 “一 种 彻底 的 重新 解释 ”来 “拯救 ”经 典 
数学 的 ,也 就 是 把 它 形 式 化 了 , 而 实际 上 是 抽取 了 它 的 含义 “这 
样 就 把 它 在 原理 上 从 直觉 系统 转移 ， 而 形成 一 个 根据 固定 规则 进 
行 的 公式 游戏 。”“ 希 尔 伯 特 的 数学 也 许 是 一 种 美妙 的 公式 游戏 ,其 
至 比 下 棋 更 有 趣 。 醋 然 它 的 公式 并 不 具有 会 认 的 可 借以 表示 直觉 
真理 的 实在 意义 , 那么 它 与 认识 六 有 什么 关系 呢 ?” 为 了 维护 形式 
主义 哲学 ， 我 们 必须 指出 只 是 为 了 证 明 相 容 性 、 完 备 性 和 其 他 性 
质 才 把 数学 简体 成 毫 无 意义 的 公式 。 数 学 作为 一 个 整体 ， 即 使 是 
形式 主义 者 也 让 认为 它 仅 是 一 种 游戏 ， 他 们 认为 它 是 一 种 客观 的 
科学 。 

与 罗素 一 样 ， 直 党 主义 者 反对 形式 主义 的 存在 性 概念 。 项 尔 
怕 特 坚持 认为 任何 实体 的 存在 性 都 可 以 通过 它 被 引入 时 所 在 的 数 
学 分 支 的 相 容 性 所 保证 。 这 个 相 雁 性 概念 对 于 直觉 主义 者 来 说 是 
不 能 接受 的 。 相 容 性 不 能 保证 纯 存 在 定理 的 真实 性 。 早 在 两 百 多 
年 以 前 ， 这 种 证 明 就 由 康德 写 在 他 的 《纯粹 理性 批判 》 一 书 中 ， 
“对 于 取代 概念 的 运 辑 可 能 性 〈 即 这 种 概念 不 能 自 相 了 矛盾 ) 和 对 于 
事物 的 先 验 可 能 性 〈 即 客 体 须 与 概念 相符 ), EM PR A Bi 
FARM BAA.” 

20 世纪 30 年 代 ， 形式 主义 者 与 直觉 主义 者 之 间 发 生 了 激烈 
的 舌战 。1923 年 , 布 劳 维 夷 资 了 形式 主义 者 .他 说 ,“ 尽 管 公 理化 、 
形式 化 的 姓 理 可 以 避免 钴 盾 ， 但 也 因此 不 会 得 到 有 数学 价值 的 东 
H. 一 种 不 正确 的 理论 , BEE E PRE BR ET I RE AN OP A A. 
但 它 仍 是 不 正确 的 ; 这 就 像 一 种 犯罪 行为 不 管 是 否 有 法 庭 阻止 
它 , 它 都 是 犯罪 一 样 。”1921 年 他 在 阿姆斯特丹 大 学 的 演讲 中 又 一 
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次 讽刺 说 :“ 对 于 在 哪里 能 找到 数学 严密 性 的 问题 , 这 两 派 提供 了 
不 同 的 答案 。 直 觉 主义 者 说 在 人 类 的 理智 中 ， 而 形式 主义 考 说 在 
RE.” 

希 尔 伯 特 也 反 过 来 指责 布 劳 维 和 魏 尔 ， 说 他 们 想 要 丢弃 每 件 
不 适合 他 们 的 东西 , 还 专横 地 颁布 了 一 道 禁令 。 在 他 1925 年 的 论 
文中 , ALPS ECB AE MR Be PR. 但 是 , 正如 魏 尔 指出 的 , 在 
他 的 元 数学 中 ,他 却 把 他 的 原则 局 限 在 基本 直觉 原则 之 内 。 

还 有 这 样 批 判 元 数学 原则 的 ， 元 数学 康 则 应 该 是 被 所 有 人 接 
受 的 ,但 却 只 有 形式 主义 者 选择 了 它们 。 为 什么 他 们 的 直觉 就 订 
以 作为 给 验 的 标准 ? 为 什么 直觉 主义 者 不 能 探讨 所 有 的 数学 ? 在 
元 数学 中 ,最 终 检验 一 个 方法 基 否 可 行 是 看 其 是 否 具 有 说 服 力 , 但 
FETS PUL TS ERT HET BSE? 

尽管 形式 主义 者 不 可 能 应 付 所 有 的 指南 , 但 是 在 1930 年 , 他 
们 有 了 一 个 对 他 们 极为 有 力 的 论据 。 罗 素 及 其 拥 写 同意 逻辑 公理 
不 是 真理 , 所 以 不 能 保证 相 容 性 。 而 直 党 主义 都 只 有 在 他 们 的 直 
觉 能 保证 相 容 性 时 才能 坚持 其 正确 性 。 但是， 在 另 一 方面 ， 形 式 
主义 者 对 于 建立 相 蔷 性 却 有 一 个 深思 熟 虑 的 程序 。 利 用 简单 系统 
获得 的 成 功 使 他 们 确信 可 以 获得 算术 以 至 于 全 部 数学 相 容 性 的 成 
功 。 现 在 ,我 们 暂且 将 他 们 换 置 一 边 ， 来 看 一 看 另外 一 个 研究 数 
学 基础 方法 的 对 手 。 

集合 论 公 理化 派 的 成 员 在 开始 时 并 没有 形成 他 们 独特 的 哲 
学 ,但 是 他 们 逐渐 获得 了 支持 ， 有 了 明确 的 方案 。 在 今天 ， 我 们 
可 以 肯定 地 说 这 个 派别 在 数学 家 中 所 拥有 的 支持 者 是 与 我 们 前 面 
介绍 的 三 个 派别 势均力敌 的 。 

我 们 可 以 把 集合 论 公 理化 的 起 狼 追 湖 到 战 德 金 和 康 托 尔 的 工 
作 中 。 尽 管 息 们 主要 关心 的 是 无 穷 集合 问题 ， 并 且 也 都 着 手 于 在 
集合 概念 的 基础 上 建立 一 种 普通 的 整数 (自然数 )。 当然 , -- 
数 建立 了 ， 也 就 能 推导 当 全 部 数学 了 APAR). 

当 康 托 尔 的 集合 论 的 东 盾 ， 就 是 那些 涉及 到 集合 的 最 大 基数 
和 最 大 序数 以 及 罗素 和 理 查 德 关于 集合 的 矛盾 出 现时 ， 一 些 数学 
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家 相信 这 些 悖 论 的 产生 是 由 于 滥用 集合 所 致 。 康 托 尔 坟 胆 地 引入 
丁 一 些 巩 进 的 观点 , 但 他 表达 得 相当 不 明确 - 他 在 1884 年 、1887 
年 、1895 年 对 集合 论 分 别 给 出 六 各 种 文字 上 的 定义 。 他 的 集合 论 
的 概念 实质 上 是 : 我 们 的 直观 或 思想 中 明确 的 、 可 分 辩 的 物体 的 
总 本。 换 句 话说， 对 于 每 个 实体 区 ,我 们 只 要 知道 X 是 否 属于 这 
个 集合 ， 这 个 集合 就 可 以 确定 了 。 这 些 概 仿 都 是 含糊 不 清 的 ， 康 
托 尔 的 集合 论 的 整个 表示 形式 在 今天 通常 被 说 成 是 幼稚 的 。 因 此 
集合 论 的 公理 化 思想 ， 做 为 一 种 经 仔细 选择 的 公理 化 基础 ， 可 以 
排 踪 集 合 论 中 的 悖 论 ， 正 如 几何 和 数 系 中 的 公理 化 可 以 在 那些 领 
域 里 解决 逻辑 问题 一 样 。 

尽管 集合 论 包 含 在 数学 的 迎 辑 方 法 中 ， 集 会 论 公 理化 主义 者 
更 希望 直接 通过 公理 来 研究 它 。 策 梅 罗 在 1908 年 的 一 篇 论文 中 着 
手 进行 了 集合 论 的 公理 化 ， 他 也 相信 悖 论 起 因 于 康 托 尔 对 集合 的 
概念 没有 如 以 限制 。 因 此 ， 策 梅 罗 希 望 清晰 明确 的 公理 能 够 澄清 
集合 的 会 义 和 僻 合 所 应 具有 的 属性 ， 尤 其 是 他 想 要 设法 限制 集合 
的 大 小 。 他 没有 什么 拍 学 根据 ， 只 是 力图 避免 六 盾 。 他 的 公理 系 
统 包 含 未 加 定义 的 集合 的 基本 概念 ， 以 及 一 个 集合 被 另 一 个 集合 
所 包含 的 美 系 。 所 有 这 些 加 上 已 定义 的 概念 就 可 以 满足 公理 中 的 
陈述 ， 只 有 公理 所 提供 的 集合 的 性 夺 才 能 合用。 在 公理 中 ， 匹 穷 
集 的 存在 性 ， 以 及 像 集 合 的 并 与 子 集 的 形成 这 一 类 的 运算 也 由 公 
理 给 出 。 策 梅 罗 也 用 到 了 选择 公理 。 

策 梅 罗 的 公理 系统 在 1922 年 由 弗兰克 和 尔 《〈Abraham 
A.Fraenkel) 政和 进 。 策 梅 罗 没 有 区 分 集合 的 属性 和 和 集合 本 身 ， 它 
们 被 当 作 疝 尽 语 使 用 。 弗 兰 克 尔 在 1922 年 找 出 了 它们 之 间 的 区 
别 . 这 套 被 集合 论 公 理化 者 最 通常 合用 的 公理 系统 叫做 策 梅 罗 - 弗 
兰 克 尔 系统 。 他 们 俩 分 别 预测 到 了 精致 的 、 严 密 的 数学 逻辑 的 可 
行 性 ， 却 没有 详细 说 明 有 逻辑 的 原理 。 他 们 认为 这 些 都 是 在 数学 范 
围 之 外 的 ;并 了 且 确信 他 们 可 以 像 1900 年 以 前 的 数学 家 使 用 逻辑 一 
PEG RX eae A EE 

让 我 们 权 且 以 文字 形式 来 表示 策 梅 罗 - 弗 兰 克 尔 集合 论 中 的 
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几 条 公理 。 
1. 如 果 两 个 集合 含有 同样 的 元 素 , 那么 它们 是 相等 的 《直观 
上 讲 ， 这 确定 了 集合 的 概念 ) 。 

2. FETE BS 

3. 如 果 x 和 » 是 集合 ， 那 么 无 序 对 ir, y) 也 是 集合 。 

4. 一 组 集合 的 并 也 是 集合。 

5. PERLAR CRT REA SRE, 这 是 关键 的 一 条 ， 

因为 它 超 越 了 经 验 )。 
. 任何 可 用 理论 的 语言 形式 化 的 广 性 都 可 以 用 来 定义 一 个 
集合 。 

7 对 任 一 集合 , 都 可 以 作出 其 知 集 ; 即 任 一 给 定 集 合 中 的 所 

有 子 集 的 全 体 也 是 一 个 集合 这 个 过 程 可 以 无 限 次 重复 ， 
盈 我 们 可 以 把 任 一 纵 定 集合 中 所 有 子 集 的 集合 看 成 一 个 
新 的 集合 ; 这 个 集合 的 每 集 就 是 一 个 新 的 集合 )。 

8. 选择 公理 

9 2 PRT x. 

对 于 这 些 公 理 ， 特 别 值 得 注意 的 是 它们 不 允许 考虑 全 包容 集 
合 ， 因 而 大 概 可 以 避免 导论 。 但 是 它们 含有 足够 的 经 典 分 析 所 需 
的 集合 论 的 全 部 性 质 ， 建 立 在 集合 论 上 的 自然 数 的 发 展 可 以 很 容 
易 地 实现 了 。 康 托 尔 在 1885 年 就 宣称 纯 数 学 可 以 归结 为 集合 理 
论 ， 并 绊 事实 上 怀特 诲 和 罗素 已 经 这 样 做 了 ， 尽 管 他 们 研究 集合 
的 方法 要 复杂 得 多 .从 关于 整数 的 数学 中 可 以 得 出 所 有 的 数学 ,其 
中 包括 几何 学 ， 只 要 这 种 几何 学 是 建立 在 解析 几何 基础 上 的 。 因 
此 集合 论 可 以 作为 所 有 数学 的 基础 。* 





= GERT (1940 年 ) MB 1007 年 ) 改进 了 第 侮 罗 - 旨 兰 克 尔 系 统 , 用 以 
区 别 舍 合 与 类。 他 们 还 简化 了 尚 : BSS 1925 FORE RAMU RRS. 
所 有 的 梨 合 者 晨 类 ， 但 并 不 是 所 有 类 都 是 集合 。 类 不 能 属于 更 大 的 类 ， 羔 与 集合 之 
的 区 别 意 昧 着 不 允许 有 坷 形 凤 状 的 集 答 属于 其 他 的 类 。 这 样 ， 康 托 尔 的 不 相 容 集合 就 
可 以 祛 删除 。 策 梅 罗 - 兰 克 尔 系统 中 的 任何 一 个 定理 也 是 哥 德 尔 - 伯 达 斯 系统 中 的 一 
TERE, 反之 亦 然 。 实 际 上 ， 在 集合 论 的 公理 系统 中 有 很 考 的 变 体 。 一 一 原 注 
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分 析 的 基础 ,到 目前 为 止 还 没有 人 从 集合 论 公理 理论 中 得 出 悖 论 ， 
策 梅 罗 宣称 没有 任何 人 会 得 出 。 乒 米 的 集合 沦 公理 化 主义 者 也 些 
无 乡 问 地 确认 了 这 一 点 ， 因 为 策 梅 罗 和 弗兰克 尔 非 常 严格 地 建立 
了 集合 体系 ， 这 种 体系 避免 了 在 早期 研究 集合 及 其 性 质 的 工作 中 
的 不 明确 性 。 然 而 集合 论 公理 化 的 相 容 性 还 是 没有 得 到 证 明 、 而 
集合 论 公理 化 主 久 者 对 此 一 直 未 加 注意 。 对 于 这 个 县 而 未 决 的 相 
APPEAL. 弦 加 勒 用 他 惯用 的 嘲 调 语气 评论 道 :“ 为 了 防备 狼 , =F 
BOF eS dK 六， 但 却 不 知道 在 圈 里 有 没有 狼 。” 

像 其 他 派系 一 样 ,集合 论 公理 化 主义 者 受到 了 众多 的 批评 , 移 
择 公 理 的 使 用 受到 了 很 多 人 的 攻击 . 早 在 本 世纪 头 10 年 , BR 
身 烛 它 与 数学 的 关系 就 在 研究 之 中 了 ， 而 集合 论 公理 化 主义 者 却 
TEARRE.. 当然 , 他 们 对 相 容 性 的 盲目 自信 被 一 些 
人 视 为 幼稚 , 与 康 托 尔 发 现 腑 烦 脐 - 一 样 地 幼稚 CLS IL). iB 
一 种 批评 认为 集合 论 的 公理 相当 武 断 和 做 作 , 它们 是 为 了 防备 悖 
论 而 设计 出 来 的 ， 但 其 中 一 些 却 是 不 自然 的 或 是 建立 在 直觉 基础 
上 上 的。 既然 连 集合 论 公 理化 主义 者 都 推测 出 了 避 辑 原理 ， 那 么 为 
什么 不 能 从 算术 本 身 开 始 着 手 昵 ? 

尽管 如 此 , 策 梅 罗 - 弗 兰 克 尔 的 集合 论 公理 至 今 仍 被 一 些 数 学 
家 当 作 建立 所 有 数学 的 理想 基础 . 它 是 建立 分 析 和 几何 的 最 普 涡 、 
最 基本 的 原理 。 KRE. 正 像 各 个 头领 在 发 展 并 促进 他 们 自己 的 
哲学 的 同时 也 使 其 他 的 数学 方法 赢得 了 众多 的 支持 者 一 样 ， 集 合 
论 公 理化 方法 也 是 如 此 。 一些 逻辑 学 家 ， 钢 如 奎 因 就 满足 于 集合 
论 。 一 批 以 布尔 巴 基 为 集体 笔名 的 卓越 的 德高望重 的 数学 家 在 
1936 年 详细 地 证 明了 大 多 数 数 学 家 所 相 信 的 事实 ， 那 就 是 ， 者 接 
受 策 梅 罗 - 上 弗兰克 尔 的 , 尤其 是 经 伯 奈 斯 和 哥 德 尔 修改 过 的 集合 论 
公理 以 及 -- 些 外 辑 原则 ,那么 就 订 以 在 其 基础 上 建立 所 有 数学 。 但 
是 对 于 布尔 巴 基 派 来 说 ， 还 辑 是 从 属于 数学 公理 的 ， 对 于 数学 是 
什么 或 数学 家 做 些 什么 它 不 起 支配 作用 。 
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布尔 巴 基 派 在 《符号 逻辑 杂志 》(1949 年 的 一 篇 文章 中 表明 
了 他 们 对 逻辑 的 看 法 :“ 换 名 话说 逻辑, 就 我 们 数学 家 而 言 , 是 
我 们 使 用 的 语言 的 语法 ， 而 语言 时 在 语法 建立 前 就 已 经 存在 了 。” 
数学 将 来 的 发 展 可 能 要 求 对 膛 畦 有 所 修改 。 这 在 引 和 无穷 集合 时 
就 已 经 这 样 做 了 ， 我 们 将 看 到 ， 在 讨论 非 标准 分 析 《〈 见 第 十 二 
章 ) it, 我 们 还 得 这 样 做 。 这样, PRAM TRB. 
R. WRAAE KÉR. 次 辑 的 修改 利用 的 是 选择 公理 和 排 中 律 ， 
尽管 它们 是 用 着 尔 伯 特 的 技术 方法 推导 出 来 和 的。 布尔 巴 基 派 不 届 
于 研究 相 容 性 问题 , 他们 说 :“ 我 们 仅仅 意识 到 , 当 所 有 异议 都 被 
排除 ,并且 推理 的 正确 性 没有 帮 广 时 ,这 些 困 难 也 就 都 被 解决 了 。” 
了 矛盾 在 过 去 产生 过 并 目 已 被 解决 了 , 将 来 也 会 是 这 样 “过 去 的 25 
个 世纪 ， 数 学 家 们 一 直 在 改正 他 们 的 铺 误 ， 并 且 看 到 数学 是 更 加 
丰富 了 而 不 是 更 加 贫 志 了 ; 这 就 使 他 们 有 权力 去 展望 未 来 ?布尔 
巴 基 狂 在 他 们 对 集合 论 公 理化 方法 的 研究 中 出 版 了 约 30 卷 著作 。 

这 样 , 到 1930 年 , 四 种 第 此 独立 的 、 截 然 不 同 的 并 有 旦 或 多 或 
少 有 些 冲 突 的 关于 数学 基础 的 方法 都 已 亮相 。 并 且 可 以 毫 不 夸张 
地 说 ， 他 们 彼此 的 追随 者 也 都 处 于 对 峙 状态 。 一 个 人 再 也 不 能 说 
一 条 数学 定理 是 被 正确 地 证 实 了 , 因为 到 1930 年 , 他 必须 加 上 一 
句 ， 即 依照 谁 的 标准 它 被 认为 是 正确 的 。 除 了 直觉 主义 者 认为 的 
人 的 直觉 能 保证 相 容 性 外 ， 数 学 的 相 容 性 ， 这 个 激发 了 新 方法 的 
重要 问题 ， 杠 本 就 没有 得 到 解决 。 

数学 在 19 世 纪 尽 管 没 有 在 逻辑 发 展 中 获得 成 功 , 仍 不 失 为 一 
种 完美 的 科学 ,而 且 是 通过 可 千 的 、 毫 无 疑问 的 推理 方法 建立 其 
结论 的 科学 ， 它 拥有 的 不 仅 是 可 靠 的 理论 ， 而 且 是 关于 我 们 字 宙 
的 真理 , 像 一 些 人 所 认为 的 ,; 是 任何 可 能 的 宇宙 的 真 理 , 但 现在 ， 
数学 不 仅 失 去 了 其 自 雇 的 真理 性 ， 而 且 在 各 个 关于 数学 基础 的 派 
系 及 关于 正确 的 推 理 原 则 的 断言 的 矛盾 冲突 中 被 天 污 了 。 人 类 理 
性 的 自豪 受到 了 严峻 的 考 驻 。 

数学 家 贝尔 CEric T. Bell Æ 1930 年 这 样 描述 了 当时 的 状况 : 

经 验 告 诉 太 多 数 数学 家 ， 那 些 对 于 上 一 代数 学 
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家 来 讲 稳固 的 、 令 人 满意 约 东 西 意 球 着 是 下 一 民用 
BY RARE KR UH. RAR EMSS, 
terrer 所 谓 建 立 在 数学 基础 上 的 含 理 的 共识 ， TT 
意义 上 似乎 都 是 不 存在 的 。 
将 来 会 怎么 样 ? 正 像 我 们 将 要 看 到 的 ， 将 来 会 带 来 许 儿 更 严 
重 的 问题 。 
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回顾 以 往 , 1930 年 时 数学 基础 的 状况 可 说 是 差强人意 。 已 知 
的 迟 论 已 经 被 解雇 ,但 是 几 个 学 派 为 些 使 用 了 特定 的 方法 .诚然 ， 
对 于 什么 是 正确 的 数学 这 一 问题 已 不 再 有 一 致 的 观点 ， 然 而 每 一 
位 数学 家 都 能 采用 他 所 喜欢 的 方法 ， 进 而 依据 该 方法 的 原理 发 挥 
他 的 创造 为。 | 

但 是 ， 两 个 问题 继续 困扰 着 数学 界 。 首 先是 建立 数学 的 相 容 
性 , 这 恰恰 是 希 尔 怕 特 在 1900 年 的 巴黎 讲演 中 提出 的 。 虽然 已 知 
的 迟 论 已 经 解 湛 ， 可 再 次 发 更新 悖 论 的 危险 依然 存在 。 另 -一 个 问 
题 被 称 为 完备 性 ， 一 般 而 言 ， 完 备 性 意味 着 任何 数学 分 支 的 公理 
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对 于 判别 涉及 该 分 支 的 概念 的 所 有 有 演义 的 断言 的 真 盆 性 是 充 
分 的 。 

通俗 地 讲 ， 完 备 性 问题 就 是 一 个 合理 的 欧 氏 几何 的 命题 ， 何 
如 三 大 形 的 三 条 涡 线 交 于 一 点 ,能 否 根据 欧 氏 公理 证 明 或 证 协 。 更 
专业 的 ,在 趣 限 数 域 中 , TERESI COLL) 义 是 一 个 例子 。 
完备 性 要 求 根据 构成 超 腿 数理 论 基础 的 公理 证 明 或 证 伪 该 假设 。 
RWB, 完备 性 要 求 根据 数论 中 的 公理 证 明 或 证 伪 哥 德 巴 赫 
(Goldbach) 39798: 任 一 偶数 都 是 两 个 素数 之 和 。 事实 上 完备 性 问 
题 包括 了 许多 其 他 的 命题 ， 它 们 的 求证 向 数学 家 们 所 发 起 的 挑战 
已 请 几 十 年 甚至 上 百年 。 

对 于 相 容 性 问题 和 完备 性 问题 ， 几 个 学 派 采取 了 稍 有 不 同 的 
态度 。 男 索 实 际 上 放弃 六 他 的 你 辑 方 法 中 使 用 的 惧 辑 公理 是 真理 
的 信念 ,并且 还 承认 了 他 的 约 化 公理 的 人 为 属性 《 见 第 十 章 )。 他 
的 层次 论 避 免 了 已 知 的 怪 论 ， 而 且 罗 率 确 信 它 能 避免 所 有 可 能 的 
眉 论 。 然 而 ， 信 心 不 能 代替 证 明 ， 罗 素 没 能 解决 完备 性 问题 。 

尽管 集合 论 公 理化 主义 者 自信 他 们 的 方法 不 会 引起 新 的 了 矛 
A. 但 这 一 信念 缺乏 证 据 , 闻 样 ,人们 关注 的 主要 不 是 完备 性 , 直 
觉 主义 者 对 相 容 性 问题 漠不关心 。 他 们 认为 被 人 类 思维 所 承认 的 
直觉 具有 自然 而 然 的 相 容 性 ， 形 式 论 的 证 明 是 不 必要 的 ， 也 与 他 
们 的 者 学 不 相 于 。 至 于 完备 性 ， 他 们 的 看 法 是 ， 人 类 的 直觉 是 如 
此 的 强 有 力 ， 以 致 于 能 判明 绝 大 多 数 有 意义 的 命题 的 真 久 ， 即 使 
AT HBAS. 

与 之 相反 ;由 希 尔 伯 特 领 导 的 形式 主义 学 派 并 没有 自 鸣 得 意 。 
在 20 世纪 的 最 初 几 年 , 希 尔 伯 特 为 解决 相 容 性 问题 做 了 一 些 初 步 
的 工作 。 此 后 , 在 1920 年, 他 的 研究 工作 飞 一 次 回 到 了 相 徐 性 和 
完备 性 问题 ， 

在 他 的 元 数学 中 ， 希 尔 伯 特 按 到 了 相 容 性 的 证 明 方 法 。 对 于 
完备 性 , 在 1925 年 的 论文 《 论 无 限 }》 中 , 他 再 次 从 根本 上 对 1900 
年 已 黎 演 讲 所 表明 的 观点 进行 了 阐述 ,每 一 个 明确 的 数学 问题 必 
须 能 被 正确 地 解决 ">。 在 1925 年 的 文章 中 ， 他 进一步 强调 了 这 一 
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观点 : 
作为 可 以 用 来 处 理 基 本 问题 的 方法 的 一 个 例 
子 ， 我 更 乐于 选取 一 切 数学 问题 均 可 解决 这 样 一 种 
观点 。 我 们 都 相信 这 一 点 ， 吸引 我 们 去 研究 一 个 数 
学 问题 的 最 主要 的 原因 是 ; 在 我 们 中 间 ， 常 当 听 到 
这 样 的 呼声 ， 这 里 有 一 个 数学 问题 ， 去 找 出 它 的 管 
案 ! 你 能 通过 纯 思 维 找到 它 ， 因 为 在 数学 中 没有 不 
可 知 ! 
在 1928 年 波 伦 亚 ( 意 大 利 一 城市 国际 数学 家 大 会 的 发 言 中 ， 
希 尔 伯 特 批评 了 以 前 的 完备 性 证 明 ， 因 为 它们 使 用 了 元 数学 所 不 
人 允许 的 逻辑 夭 理 。 但 他 对 自己 系统 的 完备 性 则 充满 了 信心 : “我 们 
的 推理 并 不 具有 任何 秘密 的 技术 ， 它 只 不 过 按照 确切 、 清 楚 的 规 
则 进行 而 己 , 正 是 这 样 的 规则 保证 了 判断 的 绝对 客观 性 。.” 全 还 说 ， 
每 个 数学 家 都 相信 , 任何 明 歼 的 数学 问题 必 是 可 解 的 。 在 1930 年 
的 论文 《自然 知识 和 迟 辑 》 中 ， 他 又 这 样 说 ，“ 我 认为 ， 孔 德 
(Comte) 没有 能 找到 一 个 不 可 解 的 问题 的 真正 原因 是 , 本 来 就 不 
存在 不 可 解 的 问题 。.” 
在 1927 年 完成 , 1930 年 发 表 的 《数学 的 基础 》 一 文中 , 希 尔 
怕 特 详细 论述 了 他 1905 年 的 观点 ; 使 用 他 的 元 数学 方法 《证 明 
论 ) 来 建立 相 窜 性 和 完备 性 。 他 断言 : 
我 力求 用 这 种 建立 数学 基础 的 新 方法 达到 一 个 
有 意义 的 目标 ,这 种 方法 可 以 恰当 地 被 称 为 证 明 论 。 
我 想 把 数学 基础 中 所 有 的 问题 按照 其 现在 提出 的 形 
式 一 劳 永 兆 地 解决 ， 换 言 之 ， 即 把 每 一 个 数学 命题 
都 变 成 一 个 可 以 县 体 表达 和 严格 推导 的 公式 。 经 过 
RE CHARS ARS DR Rae LTE, 
同时 又 能 为 整个 科学 措 绽 一 幅 合 适 的 景象 。 我 相信 
我 能 月 证 肖 论 达到 这 一 目标 ， 尽 管 为 此 还 要 做 大 量 
工作 。 
TR., 希 尔 伯 特 对 于 用 让 明 沦 解决 相 容 性 和 完备 性 问题 是 非常 乐 
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观 的 。 

截至 1930 年 , 人们 已 取得 了 若干 关于 完备 性 的 结果 。 希 尔 伯 
特 自己 构造 了 一 个 只 包括 算术 且 有 其 有 ~ 一 定 人 为 色彩 的 系统 ， 进 而 
建立 了 它 的 相 容 性 和 完备 性 。 不 和 久 其 他 人 也 得 到 了 类 似 的 局 部 结 
Ae 从 而 相对 平凡 的 公理 系统 《例如 命题 演算 ) 被 证 明 是 相 容 的 ， 
基 至 是 完备 的 .这 些 证 明 中 的 一 部 分 是 由 希 尔 伯 特 的 学 生 完成 的 。 
1930 年 , 后 来 成 为 普林斯顿 高 等 研究 院 教授 的 可 德尔 证 明了 包括 
了 命题 和 命题 函数 在 内 ,一 阶 谓词 演算 的 完备 性 " 。 所 有 这 些 成 果 
使 形式 主义 者 售 受 鼓手。 希 尔 伯 特 本 人 也 确信 ， 他 的 元 数学 和 证 
明 论 将 会 成 功 地 确立 全 部 数学 的 相 容 性 和 完备 性 。 

但 就 在 第 二 年 ， 哥 德尔 发 表 的 另 一 篇 论文 却 打 开 了 潘多拉 的 
盒子 。 这 篇 题 为 《 论 数学 原理 中 的 形式 不 可 判定 命题 及 有 关系 
统 》(1931 年 》 的 论文 包含 了 两 个 惊世骇俗 的 结论 。 其 中 对 数学 办 
CARREY MSE: 任何 数学 系统 , 只 要 其 能 包含 整数 的 算术 ， 
其 相 容 性 就 不 可 能 通过 几 个 基础 学 派 ( 逮 辑 主 义学 派 、 形 式 主义 
学 派 、 集 合 论 公理 化 学 派 ) 采用 的 逮 辑 原理 而 建立 。 这 一 结果 特 
别 适 用 于 形式 主义 学 派 ， 原 因 是 希 尔 伯 特 已 经 仔细 地 限定 了 元 数 
学 的 逻辑 原理 ， 能 使 用 的 逻辑 工具 之 少 甚至 连 直 觉 主义 者 者 可 以 
接受 。 无 怪 乎 牧 尔 对 此 评论 说 :上帝 是 存在 的 ， 因 为 数学 无 颖 是 
相 容 的 ; 魔鬼 也 是 存在 的 ， 因 为 我 们 不 能 证 明 这 种 相 容 性 。 

上 述 哥 德 尔 的 结果 , 是 他 的 更 为 惊人 的 结果 的 - 个 推论 ， 其 
称 为 哥 德 尔 不 完备 性 定理 。 它 表明 ， 如 困 一 个 形式 理论 本 足以 容 
纳 数 论 并 且 无 牙 盾 ， 则 工 EETHEN. RERE. AX 
一 个 数论 的 有 意义 的 语 旬 S, BES 和 非 S 用 这 个 理论 都 证 明 不 了 ， 














* 它 还 是 相 容 的 并 且 它 的 公理 是 独立 的 ， 这 是 下 项 尔 伯 特等 大 络 册 的 。 
一 -EE 
** TH aR ara. Ron He ea. 一 一 详 庄 
axe 这 -结论 同样 拓 几 荆 二 阶 谓词 演算 1 现 溃 十 三 章 》，, 不 完备 性 章 不 会 使 可 以 证 明 
的 定理 失效 —— IRIE 
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因为 S 或 非 S 总 会 有 -个 是 真 的 , Fea PRONE S, E 
是 真 的 ， 又 是 不 可 证 明 的 ， 故 其 是 不 可 判定 的 .尽管 麻 德 尔 并 不 
二 分 清楚 所 涉 太 的 公理 系统 的 分 类 ， 但 事实 上 他 的 定理 不 仅 适 用 
于 罗素 -怀特 海 条 统 . 策 梅 罗 -看 兰 克 尔 条 统 、 希 尔 伯 特 的 数论 公理 
化 ， 而 且 事 实 上 是 一 个 被 广 证 接受 的 公理 系统 。 很 明显 ， 相 容 性 
是 以 不 完备 性 为 代价 的 。 我 们 可 以 通过 那些 超越 前 面 所 提 到 的 形 
式 系 统 的 馆 辑 的 证 明 ， 也 就 旦 推理 的 规则 ， 来 说 明 某 些 不 可 确定 
的 语句 。 

就 像 人 们 猜测 的 ， 哥 德尔 并 非 很 轻易 地 就 得 到 了 他 那 令 人 惊 
异 的 结果 。 他 的 方案 是 将 数 与 逻辑 主义 者 和 形式 主义 者 的 数学 方 
法 中 所 用 的 符号 及 符号 的 顺序 相 联 系 。 进 而 ， 对 于 任何 构成 证 明 
的 命题 或 考 命 题 集合 ， 他 同样 确定 一 个 哥 德 尔 数 与 之 对 应 ， 

更 明确 地 讲 , 他 的 算术 化 在 于 为 数学 概念 指派 自然 数 : 1 指派 
给 1，2 指派 给 等 号 ， 对 希 尔 伯 特 的 否定 符号 ,指派 3， 加 号 指派 
5 等 等 。 于 是 符号 事 “1 一 1” 就 变 成 了 整数 符号 1，2，1。 然 而 ， 
哥 德 尔 并 不 是 将 1， 2，1 指派 给 公式 1 一 1， 而 是 一 个 单一 的 ,但 








BA Z e 于， 一 90, 所 以 对 “1 一 1” 他 指派 了 自然 数 90。 注意 到 
90 只 能 唯一 地 被 分 解 为 2 ，3*，。5!， 因 此 我 们 能 够 再 次 得 到 符号 
1, 25 1. 

对 考察 的 系统 中 等 一 个 公式 ， 哥 德尔 都 指定 了 一 个 数 ， 人 而且 
对 构成 证 明 的 整个 公式 序列 ， 他 向 样 指定 了 一 个 数 ， 该 数 的 各 个 
指数 正 是 每 个 公式 的 数值 ， 尽 管 它们 本 身 并 不 是 素数 ， 可 与 它们 
相对 应 的 底数 都 取 素 狼 。 袍 如 ，2””，3” 就 是 一 个 证 明 的 本 德尔 
数 , 此 证 明 由 公式 900 和 公式 90 构成 。 于 是 ,从 -个 证 明 的 哥 德 
尔 数 出 发 ， 我 们 可 以 恒 新 构造 出 构成 这 一 证 明 的 公式 。 

在 此 基础 上 ， 哥 德尔 进一步 指出 ， 他 所 考 从 的 形式 系统 的 元 
数学 概念 同样 可 以 用 数值 表示 上 出来。 因此， 元 数学 的 任何 断言 都 
有 指派 笃 它 的 哥 德 尔 数 ， 一 个 元 数学 语句 的 数 ， 与 此 间 时 ， 它 述 
是 某 个 算术 语句 的 数值 .这样 , 元 数学 也 就 被 “ 瞎 射 ”为 算术 了 。 
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使 用 这 些 算 术 术 语 , 哥 德尔 证 明了 如 何 构造 一 个 算术 论断 避 ， 
用 元 数学 语言 来 说 就 是 , 具有 哥 德 尔 数 m 的 陈述 不 可 证 明 。 但 是 
G 作为 一 串 符 号 ， 具 有 哥 德 尔 数 m,， 于 是 ，G 对 自己 说 :“ 我 是 不 
可 证 明 的 ”但 如 果 纯 粹 的 算术 论断 G 是 可 证 明 的 , ERB T A 
己 不 可 证 明 ; 反之 ,如果 G 是 不 可 证 明 的 ,那么 正 妇 它 所 断言 的 ， 
G 就 是 不 可 证 明 的 。 然 而, RARE SAE. 要 么 不 可 证 
H, 那么 算术 论断 所 从 属 的 形式 系统 如 果 无 钉 盾 , 必定 不 完备 。 即 
使 这 样 ,算术 论断 G 确实 是 真 的 , 因为 它 是 -个 关于 敬 数 的 论断 ， 
可 以 通过 较 形式 系统 所 允许 的 更 直观 的 推理 而 建立 ， 

估 们 还 可 以 从 下 而 的 例子 中 把 握 和 领会 哥 德 尔 的 方案 的 精髓 
ME. BRR POE, “RRR”, RRL TP. A 
MBAR. EMSA CERN: 如 果 该 句 话 为 假 ， 那么 它 为 真 。 
对 此 ， 哥 德尔 用 “ 不 可 证 明 ” 取 和 代 “ 假 ”， 这 时 名 子 变 为 ;“ 这 名 
话 是 不 可 证 明 的 ”。 FE. 如 果 这 人 句 话 不 可 证 明 , 那么 它 讲 的 是 真 
的 ; FAR. MAK AT LAE, MAC AR. BETA He 
辑 ， 如 果 它 为 真 ， 则 不 可 证 明 。 因 此 ， 当 且 仅 当 不 可 证 明 时 这 个 
陈述 为 真 。 这 个 结果 没 育 了 圣 盾 ， 但 却 出 现 了 一 个 不 可 判定 的 真 
陈述 。 

在 展 基 了 他 的 不 可 判定 陈述 之 后 ， 哥 德尔 将 “算术 是 相 容 
的 ”这 一 元 数学 陈述 表述 为 一 个 算术 陈述 A, 而 且 他 证 明了 入 列 
MG. 因而 如 时 A 是 可 证 明 的 , 那么 G 也 是 可 证 其 的 ; BER G 是 
不 可 判定 的 ， 那么 A 就 是 不 可 证 明 的 ， 也 就 是 不 可 判定 的 。 这 一 
结果 表明 ， 能 被 转换 为 算术 系统 的 任何 方法 或 逻辑 原理 ， 对 于 证 
明 相 容 性 都 是 无 能 为 力 的 。 

着 上 去 似乎 可 以 通过 向 形式 系统 加 入 逻辑 原理 或 数学 公理 来 
避免 不 完备 性 。 但 哥 德 尔 的 方法 表明 : 如 果 新 加 入 的 语句 可 以 按 
他 的 方案 , 即 对 符号 和 公式 指派 一 个 哥 德 尔 数 , 用 算术 术语 表示 ， 
那么 ， 不 可 判定 的 命题 仍 能 被 构造 出 来 。 唯 一 可 行 的 方法 是 ， 使 
用 不 能 被 “映射 ”为 算术 的 推理 原理 米 避 更 不 可 判定 的 命题 并 证 
明 一 致 性 。 下 面 是 一 个 不 很 严密 的 类 比 ， 如 果 推 理 原理 和 数学 公 
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理 是 日 语 ， 哥 德尔 的 算术 化 是 英语 ， 那 么 只 要 日 诸 可 以 翻译 成 英 
语 ， 哥 德尔 的 结果 就 能 得 到 。 

哥 德 尔 不 完备 性 定理 断言 ， 不 仅仅 是 数学 的 全 部 ， 甚 至 任何 
一 个 系统 ， 都 不 可 能 用 类 似 琳 德尔 使 用 的 能 算术 化 的 数学 和 这 辑 
公理 系统 加 以 概括 。 因 为 任何 这 样 的 公理 系统 都 是 不 完备 的 。 存 
在 着 有 意义 的 陈述 从 居于 这 些 系 统 , 却 不 能 在 系统 内 部 得 出 证 明 。 
然而 非 形 式 的 论证 可 以 证 明 其 正确 性 。 这 全 结论 ， 即 公理 化 的 能 
力 具 有 局 限 性 , 与 19 世纪 未 的 观点 形成 了 尖锐 的 对 比 。 那 时 人 们 
认为 数学 与 公理 化 了 的 各 分 支 的 总 和 具有 相同 的 广 讶 ， 所 以 ， 哥 
德尔 的 结果 是 对 内 涵 会 理化 一 个 致命 的 打击 。 公 理化 方法 的 这 个 
缺 稳 本 上身 并 不 是 一 个 矛盾 ， 但 却 是 惊人 的 。 因 为 数学 家 ， 尤 其 是 
形式 主义 者 ， 原 本 期 望 任何 一 个 真 命 题 一 定 会 在 某 个 公理 系统 的 
椎 轴 内 确立 起 来 。 因 此 ， 当 布 劳 维 弄 请 楚 了 直觉 上 明确 的 东西 不 
及 经 典 数学 上 证 明 的 东西 多 时 ， 哥 德尔 却 证 明了 直觉 的 可 靠 超出 
了 数学 的 证 明 。 正 像 伯 奈 斯 所 说 的 ， 过 分 推崇 公 埋 体系 是 不 明智 
的 。 当 然 ， 上 述 论 点 并 没有 排除 这 样 的 可 能 性 ， 新 的 证 明 方法 可 
能 优 于 几 个 基础 学 派 接受 的 还 辑 原理 所 人 允许 的 方法 。 

哥 德 尔 的 两 个 结果 都 是 毁灭 性 的 。 丰 容 性 不 能 证 明 给 予 希 尔 
伯 特 形式 主义 哲学 以 沉重 打击 ， 因 为 他 计划 了 以 元 数学 为 工具 的 
这 样 一 种 证 明 ， 而 且 相 信和 它 能 成 功 。 然 而 ,灾难 大 大 超出 了 希 尔 
伯 特 的 方案 ， 哥 德尔 关于 相 容 性 的 结论 表明 ， 我 们 使 用 任何 数学 
方法 都 不 可 能 借助 于 安全 的 逻辑 原理 证 实 相 容 狂 ， 已 提出 的 各 种 
方法 概 莫 能 外 .这 可 能 是 本 世纪 某 些 人 声称 的 数学 的 一 大 特征 , 即 
EKARPENA EENAA ER. EAER. HHA 
性 的 不 可 证 明 ， 数 学 家 们 正 冒 着 传播 雇 误 的 危险 ,因为 不 定 什 么 
RASS TT. MRE RR, WAX 
不 能 消除 ， 那 么 全 部 数学 都 会 变 得 毫 无 意义 。 因 为 对 于 两 个 相互 
矛盾 的 命题 ， 必 定 有 一 个 是 假 的 ， 并且 被 所 有 的 数理 逻辑 学 家 采 
用 的 萤 涵 的 逻辑 概念 ， 称 为 实质 鼻 少 ， 都 允许 一 个 假 命 题 推出 任 
何 命题 ， 因 而 数学 家 们 正 工 作 在 厄运 即将 来 临 的 威胁 之 下 。 不 完 








270 RS. ETENE R 





备 定理 则 是 芬 一 场 沉 重 打击 ,这 里 又 一 次 直接 牵涉 到 希 尔 伯 特 , 昌 
然 这 个 定理 适合 于 所 有 关于 数学 的 形式 化 方法 。 

尽管 数学 家 们 一 般 并 没有 像 希 尔 伯 特 那样 自信 ， 可 他 们 确实 
希望 解决 任何 明确 的 问题 。 例 如 证 明 费 马 大 定理 〈 其 断言 没有 大 
于 2 的 整数 满足 ety =e) 的 努力 ,到 1930 年 为 止 , 已 经 产生 
了 数 百 篇 元 长 而 次 奥 的 论文 。 也 许 这 些 努 力 完全 古人 徒劳 的 ， 因 为 
其 很 可 能 是 不 可 判定 的 。 

在 某 种 程度 上 ， 哥 德尔 不 完备 性 定理 是 对 排 中 律 的 和 否定。 我 
们 相信 一 个 命题 非 真 即 假 ， 从 现代 数学 基础 的 观点 看 ， 这 意 昧 着 
依据 该 命题 归属 的 特定 学 科 的 俱 辑 规律 和 公理 , 它 或 者 可 以 证 明 ， 
或 者 可 以 证 伪 。 但 是 哥 德 尔 表 明 ， 有 些 命 题 既 不 能 被 证 明 ， 也 不 
能 被 证 伪 。 这 是 有 利于 直觉 主义 者 的 又 一 论据 ,他们 是 从 其 他 前 
度 出 发 到 对 排 中 律 的 。 

依然 存在 着 证 明 相 容 性 的 可 能 ， 只 要 人 人 们 能 够 用 不 同 于 哥 德 
尔 的 方法 ， 给 出 一 个 包含 了 不 可 判定 命题 的 系统 。 这 是 因为 ， 根 
据 前 面 提 及 的 理由 ， 关 于 实质 将 涌 有 :， 如果 存在 一 个 巴 盾 ， 任 何 
命题 都 是 可 以 证 明 的 。 但 是 迄今 为 止 并 没有 得 到 上 面 的 结果 。 

MARA HEA A. HEP RIE RA, HAXE 
理 和 理解 的 能 力 具 有 无 限 的 信心 。 这 种 乐观 主义 给 他 以 勇气 和 力 
量 , 但 孝 阻止 了 他 去 了 解 可 能 存在 的 不 可 判定 的 数学 命题 。 对 和 希 
尔 伯 特 来 说 ， 在 数学 领域 中 研究 者 除了 自身 的 能 力 之 外 ， 没 有 任 
何其 他 的 限制 。 

可 德尔 1931 年 的 结果 发 表 的 时 候 , 希 尔 伯 特 正在 和 伯 奈 斯 合 
作 写 一 本 关于 数学 基础 的 书 (1934 年 第 一 卷 , 1939 年 第 二 卷 )。 因 
E., 在 第 二 卷 的 前 言 中 作者 们 提出 下 面 的 观点 : 人 们 必须 扩充 元 
数学 中 的 推理 方法 , 其 包括 超 限 归 纳 法 “. 希 尔 伯 特 觉得 , 这 些 新 
原理 仍旧 是 直观 上 上 可靠 的 ， 并 且 会 被 普遍 接受 。 他 坚持 了 这 一 方 








+ 通常 的 数学 归纳 法 对 例 部 有 限于 整数 证 明 一 个 定理 为 真 。 而 起 四 归 庙 法 则 把 癌 
样 的 方法 推广 到 起 限 基数 的 良 序 集合 ， 一 原 注 
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向 ， 却 没 能 取得 新 的 成 果 。 

在 经 历 了 严 酯 的 1931 年 之 后 ， 进 一 步 的 进展 使 情况 更 加 复 
杂 ， 进 而 挫败 了 任何 定义 数学 及 何 为 正确 结果 的 企图 。 但 其 中 的 
一 -项 工作 还 是 值得 一 提 , PRK (Gerhard Gentzen), 希 尔 伯 特 学 派 
的 一 员 ， 他 放宽 了 在 希 尔 伯 特 元 数学 中 对 证 明 方 法 的 限制 ， 便 如 
使 用 超 限 归纳 法 ,在 1936 年 设法 确立 了 数论 和 分 析 中 一 些 受 限制 
部 分 的 相 容 性 。 

很 获 的 相 容 性 证 明 为 一 些 希 尔 伯 特 主义 者 支持 和 接受 ， 他 们 
认为 很 获 的 工作 并 没有 超出 人 人 们 乐于 接受 的 逻辑 的 限制 ,于 是 ,为 
了 捍卫 形式 主义 ， 大 们 必须 从 有 限 的 布 劳 维 逻 辑 发 展 到 超 限 的 根 
PRIA. 和 根 获 方法 的 反对 派 争 辩 说 ;“ 可 接受 ”的 浸 辑 是 如 此 地 深 
抽 莫 测 ， 而 且 我 们 对 算术 相 容 性 的 怀疑 竟然 可 以 用 同样 值得 怀疑 
欧元 数学 原理 来 缓解 ， 这 太 不 可 思议 了。 事实 上 ， 对 干 超 限 归纳 
法 早 在 很 获 司 用 之 前 就 有 过 争论 ， 并 且 一 些 数 学 家 尽量 在 任何 可 
能 的 场合 从 证 明 中 消除 它 , 这 不 是 一 个 直觉 上 和 使 人 人 信服 的 原理 ,下 
如 魏 尔 评论 的 那样 ， 这 样 的 原理 降低 了 有 效 推理 的 标准 ， 且 把 原 
本 可 擎 的 东西 变 模 糊 了 了 。 

哥 德 尔 不 完备 性 定理 引发 的 附属 问题 同样 应 当 提 及 。 既 然 无 
论 多 么 错综复杂 的 数学 分 支 都 有 不 可 判定 的 断言 存在 ， 那 么 我 们 
对 某 一 特定 断言 能 否 判 定 呢 ? 这 就 是 著名 的 判定 问题 。 它 要 求 一 
个 有 效 的 程序 如 同 计算 机 一 样 ， 能 在 有 限 次 步骤 之 内 判定 一 个 陈 
述 或 一 类 陈述 的 可 证 性 。 

为 了 基体 化 一 个 判定 程序 的 概念 ， 让 我 们 考察 -… 个 很 普 遗 的 
HTF. 为 判定 一 个 整数 是 否 能 被 另 一 个 整数 整除 , 可 以 进行 除法 ， 
好 果 没 有 余数 ， 回 答 就 是 能 。 这 同样 适用 于 多 项 式 的 整除 。 类 亿 
的 , 对 于 判定 方程 az 十 by 一 c 是 否 有 整数 解 , 同 样 在 在 一 个 明确 的 
FE Ea, bh, c 是 整数 )。 

在 1900 年 巴黎 国际 数学 家 大 会 的 著名 演讲 中 , 希 尔 伯 特 提出 
了 一 个 非常 有 退 的 辣 题 ， 人 们 能 否 通 过 有 限 步骤 判定 盏 番 图 方程 
是 否 有 整数 解 〈《 希 尔 伯 特 第 十 问题 )。 由 于 方程 sz 十 多 一 < 涉及 两 
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个 未 知 数 且 解 必须 为 整数 ,所 以 它 属 于 丢 番 图 方程 而 希 尔 伯 特 
第 十 问题 则 更 加 一 般 化 。 在 任何 情况 下 判定 问题 都 大 大 复杂 于 希 
尔 伯 特 第 十 和 问题， 但 人 们 往往 喜欢 称 这 一 类 判定 向 题 为 希 尔 伯 特 
第 十 门 题 ， 因 为 在 希 尔 伯 特 问题 上 取得 成 果 这 一 事实 本 身 就 使 得 
该 成 果 引 人 注目 。 

何 为 有 效 的 程序 ? 普 林 斯 轰 大 学 的 教授 丘 奇 Alonzo 
Church》 用 递归 晴 数 ， 或 者 说 可 计算 函数 ， 给 出 了 它 的 概念 。 让 
我 们 考察 递归 性 的 一 个 简单 例子 :如果 定义 

(0)= 1, 
Tant DS fint., 
那么 ， f= f(1)+3=14+3=4, 
fO)=f(2)4+3=443=7, 
依次 类 推 ,我 们 能 连续 地 计算 POO RK OMe HB 
的 。 丘 奇 对 递归 性 的 定义 更 加 一 般 ， 但 等 价 于 可 计算 性 ， 

1936 年 , 丘 奇 使 用 他 新 发 展 的 递归 函数 的 概念 表明 一 般 不 存 
在 判定 程序 。 因 此 ， 对 一 个 特定 的 断言 ， 我 们 并 非 总 能 够 找到 一 
个 算法 判定 它 是 否 能 证 明 。 在 所 有 特定 的 情况 下 人 们 都 有 可 能 发 
现 一 个 证 明 ,然而 这 样 的 证 明 能 否 被 发 现 事先 并 没有 检验 标准 .于 
是 ,数学 家 们 尝试 求证 什么 是 不 可 以 证 明 的 可 能 是 在 浪费 时 间 , 至 
于 希 尔 伯 特 第 十 问题 , HA EEA Yuri Matyasevich) F 1970 年 
证 明 : 一 般 情 驶 下 没有 算法 能 够 判定 相应 的 美香 图 方程 是 否 有 整 
数 解 。 这 一 问题 也 许 并 非 不 可 判定 ， 但 不 存在 有 效 的 程序 ， 这 意 
味 着 对 今天 大 铬 数 的 数学 家 而 言 ， 没 有 一 个 递归 的 程序 〈 不 必 是 
上 面 所 描述 的 那 一 个 ) 能 预先 告诉 我 们 它 是 否 可 解 。 

不 可 判定 的 命题 与 不 存在 判定 程序 的 问题 之 癌 存 在 着 某 种 微 
隶 然 面 却 是 明确 的 区 别 。 不 可 判定 的 命题 在 一 个 特定 的 公理 系统 
内 是 不 可 判定 的 ,它们 存在 于 任何 有 意义 的 公理 系统 中 ,例如 , BK 
几 里 得 平行 公理 就 不 能 依据 其 他 平行 公理 判定 ， 另 一 个 例 于 是 断 
言 实数 是 满足 通常 实数 公理 性 质 的 最 小 集合 。 

还 未 得 到 解决 的 问题 也 许可 判定 ,但 这 不 总 是 能 预先 决定 的 。 
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尺 规 作 图 的 三 等 分 角 问 题 至 少 有 数 百年 被 错误 地 看 作 是 不 可 判定 
的 问题 ， 可 它 已 被 证 明 是 不 可 能 做 到 的 。 丘 奇 定理 表明 ， 不 可 能 
颈 先 确定 一 个 命题 是 否 能 证 明 或 证 伪 ， 或 许 二 者 都 不 能 ， 即 该 命 
题 不 可 判定 ， 伍 这 可 不 像 已 知 的 不 可 判定 命题 那么 明显 。 哥 德 巴 
赫 猜 想 目 前 仍 没 有 得 到 证 明 ， 也 许 依 据 数 论 的 公理 它 是 不 可 判定 
的 , 但 现在 还 没 能 明显 地 看 出 这 - -点 , 这 与 哥 德 尔 的 例子 恰恰 HE 
反 。 于 是 ， 不 知 什 么 时 候 ， 它 或 许 能 被 证 明 或 证 伪 。 

尽管 冯 德 尔 对 不 完备 性 所 做 的 工作 及 不 可 能 证 明 相 容 性 所 
带 来 的 震撼 已 经 过 去 十 年 了 ,但 它们 还 没有 从 数学 界 完全 消 藤 ,而 
新 的 震撼 又 一 次 来 临 。 仍 旧 是 哥 德 尔 ， 他 发 表 的 一 系列 研究 论文 
引起 了 更 大 的 困惑 : 什么 是 正确 的 数学 ， 它 又 正在 向 什么 方向 发 
展 ? 我 们 再 一 次 回想 起 起 源 于 本 世纪 初 的 数学 方法 之 一 ， 在 集合 
论 的 基础 上 构建 数学 大 厦 。 正 是 基于 这 一 理由 ， 策 梅 罗 公 理 系 统 
获得 了 发 展 。 

在 《选择 公理 和 广义 连续 统 假 设 二 者 与 集合 论 公 理 的 相 容 
性 》(1940 年 ) 一 文中 ， 哥 德尔 证 明 ， 如 果 策 梅 罗 -弗兰克 尔 系统 
在 除去 选择 公理 后 仍 是 相 容 的 ， 郑 么 加 上 这 条 公理 以 后 这 个 系统 
也 是 相 容 的 。 这 就 是 说 ， 选 择 公 理 不 能 被 证 伪 。 同 样 地 ， 谋 托 尔 
的 连续 统 假设 (没有 基数 在 在 于 锥 与 2*' 之 间 , 后 者 是 实数 集 的 基 
MB) 与 策 梅 罗 - 弗 兰 克 尔 系统 即使 将 选择 公理 包括 进去 〉 蚌 无 
矛盾 的 ， 换 言 之 ,这 些 断 言 不 能 被 证 伪 。 为 了 证 明 他 的 结果 ， 哥 
德尔 构造 了 包含 这 些 断 言 的 模型 。 

在 一 定 程度 上 ， 选 择 公 理 和 连续 统 假 设 的 相 容 性 是 令 人 信服 
的 , 就 像 对 待 其 他 的 策 梅 罗 - 弗 兰 克 尔 系 统 的 公理 那样 ， 人 们 至 消 
是 在 充满 自信 地 使 用 着 它们 。 

然而 ， 数 学 家 们 的 自得 ,如 果 存 在 的 话 ， 被 接 下 来 的 进展 击 
得 粉碎 。 哥 德尔 的 结果 并 没有 排除 这 样 一 种 可 能 性 ， 选 择 公 理 或 




















* “- 季 的 连续 统 假设 是 ， 一 个 基数 为 从 的 集 的 全 体 子 浊 所 成 集 的 基 是 289 BE 
aris 康 托 尔 已 经 证 明了 28 aa 一 一 原 注 
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是 连续 统 假设 (或 者 两 者 都 》 能 够 基于 其 他 策 梅 罗 -弗兰克 尔 公 理 
得 出 证 明 。 选 择 公理 不 可 能 在 此 基础 上 证 明 的 思想 至 少 可 以 回潮 
Aj 1922 年 ,从 这 一 年 开始 的 下 年 中 ,包括 弗兰克 和 尔 在 内 的 由 个 人 ， 
证 明了 选择 公理 的 独立 性 。 但 是 他 们 每 一 个 人 都 发 现 ， 为 了 得 出 
证 明 ， 必 须 向 策 梅 罗 - 弗 兰 克 尔 系统 如 入 某 个 辅助 公理 , 并 且 以 后 
其 他 大 的 证 明 也 存在 同样 的 缺陷 。 哥 德尔 在 1947 年 推测 连续 统 假 
设 同 样 独立 于 策 梅 罗 - 弗 兰 克 尔 公理 以 及 选择 公理 。 

然而 ， 在 1963 年 ,斯坦 禄 大 学 的 数学 教授 柯 恩 (Paul 
Cohen》 证 明了 选择 公理 和 连续 统 假设 二 者 同时 独立 于 其 他 策 梅 
罗 - 弗 兰 克 尔 公理 ,如果 后 者 是 相 容 的 。 RAS. 这 两 个 论断 并 不 
能 基于 其 他 策 梅 罗 - 弗 兰 克 尔 公理 得 出 证 明 , WH. 即使 把 选择 公 
理 保 留 在 策 梅 罗 -弗兰克 尔 系统 中 ,连续 统 假设 , 也 包括 一 般 的 连 
续 统 假 设 , 还 是 不 能 证 明 “ 然 而, 不 包括 选择 公理 的 策 梅 罗 - 弗 兰 
克 尔 系统 , 如果 加 入 一 般 的 连续 统 假设 , ARH TT EEE). ik 
两 个 独立 性 结果 意味 着 在 策 梅 罗 - 弗 兰 克 尔 系统 中 ， 选 择 公理 和 
连续 统 假 设 都 是 不 可 判定 的 。 特 别 是 ， 对 于 连续 统 假设 ， 柯 既 的 
结果 开明 了 有 可 能 在 中。 和 2 (ic) SHAFER RRR, 即便 
没有 任何 已 知 的 集合 具有 这 样 一 个 超 限 数 。 

从 原理 而 言 ， 柯 恩 的 称 为 力 扎 法 的 方法 ， 与 其 他 的 独立 性 证 
有 并 没有 什么 不 同 。 由 此 大 们 可 能 会 联想 到 、 为 了 表明 平行 公理 
确实 独立 于 其 他 欧 氏 帮 休 公理， 人们 必须 要 找 出 一 个 解释 或 者 模 
型 , 它 能 满足 除去 存 有 疑问 的 平行 公理 之 外 的 所 有 其 他 公理 ".。 这 
一 模型 必须 相 容 ， 否 则 它 也 许 会 革 足 存 有 有 疑问 的 公理 。 相 对 于 弗 
兰 克 和 尔 、 哥 德尔 等 人 早期 的 证 明 ， 柯 娃 的 改进 在 于 他 仪 仅 使 用 到 
了 不 包括 任何 辅助 公理 的 策 梅 罗 -弗兰克 尔 公理 。 还 有 ， 与 选择 公 
理 的 独立 性 存在 早期 证 明 〈 尽 管 不 尽 人 意 ) 相反 ， 连 续 统 假设 的 
独立 性 在 柯 轧 的 工作 之 前 一 直 共 而 坟 决 。 





+ 在 群 论 中 妆 法 交换 公 惨 独立 于 其 他 公理 、 某 些微 型 满足 它 。 如 普通 正 整 数 和 贷 
整数 ， 某 些 模 型 不 满足 它 ， 如 四 元 数 . — BRE 
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HE. ATES RUS bt (其 至 在 逻辑 主 闵 基础 之 上 或 
是 在 形式 主义 基础 之 上 ) 构造 数学 , 人 们 可 以 有 几 种 不 同 的 做 法 。 
一 种 做 法 是 避免 使 用 选择 公理 和 连续 统 很 设 ， 这 将 会 限制 一 些 能 
够 证 明 的 定理 。《 数 学 原理 》 在 它 的 逻辑 原理 中 就 没有 包括 选择 公 
H, 可 是 确实 在 一 些 定理 的 证 明 中 用 到 了 ， 这 时 该 公理 得 到 了 大 
确 的 表述 。 事 实 上 ， 在 现代 数学 中 它 是 一 个 基本 的 定理 。 另 一 种 
做 法 是 或 者 承认 或 者 否认 选择 公理 以 及 连续 统 假 设 。 否 认 选 择 公 
理 ， 可 以 根 定 苑 使 对 集合 的 可 数 族 也 不 存在 明确 的 选择 ; REE 
续 统 假设 , 可 以 假定 280 $8. BESS. FLEE Aik ERY. 并 且 化 
给 出 了 一 个 模型 。 

存在 许多 种 数学 ， 集 合 论 (除去 其 他 的 数学 基础 ) 可 以 向 许 
多 方向 发 展 。 进而, 人 们 可 以 只 对 集合 的 有 限 族 使 用 选择 公理 , 也 
可 只 对 集合 的 不 可 数 族 使 用 选择 公理 ， 自 然 ， 还 可 以 对 任何 集合 
族 使 用 选择 公理 。 这 种 种 做 法 ， 均 有 人 尝试 过 ， 

由 于 柯 峙 的 独立 性 证 明 ， 数 学 脆 人 了 类 似 于 非 欧 几何 所 造成 
的 混乱 那样 的 容 境 。 众所周知 CMSA EE, 平行 公理 独立 于 其 他 
欧 氏 几何 公理 的 事实 ， 使 凡 种 非 欧 几何 的 构造 成 为 可 能 。 柯 恩 的 
结论 提出 了 如 下 的 问题 , 面 对 这 两 个 公理 ， 数 学 家 们 该 做 何 种 选 
E? 即使 只 考察 集合 论 公 理化 的 方法 ， 选 择 的 多 样 性 也 同样 令 人 
AN TB 

这 种 选择 之 廊 以 不 能 轻易 做 出 ， 其 原因 是 在 每 种 情 次 下 都 会 
产生 正面 的 和 反面 的 后 果 。 就 像 已 经 提 及 的 ， 克 制 不 用 这 丙 个 会 
理 ， 将 会 严格 地 限制 能 够 证 证 明 的 定 到 ， 并 且 追 使 人 们 排除 许多 
在 现存 的 数学 中 一 直 诈 认为 是 基础 的 东西 。 即 使 晨 证 胡 任 何 无 限 
集合 S 具有 可 数 无 穷 子 集 ， 也 需要 选择 公理 。 需 要 选择 会 理 才 能 
证 明 的 许 才 定理 在 现代 分 析 、 拓 扑 学 .抽象 代数 、 超 猴 数 理论 以 
及 其 他 - 些 领 域 中 部 是 基础 性 的 定理 ， 因 此 ， 不 接受 选择 公理 会 
使 数学 家 们 举步维艰 。 

与 之 相反 ， 如 果 和 承认 选择 公理 那么 某 些 证 出 的 定理 至 人 少 是 
违反 直觉 的 。 和 著名 的 巴 拿 蒜 - 塔 斯 基 (Banach-Tarski) 悖 论 即 是 其 
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中 之 一 , 其 可 以 描述 如 下 : 两 个 实心 球体 , 一 个 大 小 与 篮球 相仿 ， 
另 一 个 大 小 与 地 球 一 样 ， 它 们 能 够 分 别 被 分 割 成 互 不 重 登 的 有 限 
份 ， 而 且 使 得 大 球体 的 每 一 滔 与 小 球体 的 每 一 份 对 应 全 等 。 或 者 
也 可 这 样 描述 :可 以 把 整个 地 球 分 成 有 限 份 ， 然 而 重新 拼装 成 一 
个 篮球 大 小 的 球体 。1914 年 发 现 的 这 个 悖 论 的 一 个 特例 表明 , 一 
个 球面 可 以 分 割 成 两 部 分 并 重新 组 会 成 两 个 完整 的 球面 ， 每 个 新 
球面 的 半径 都 与 原 球 面相 同 。 与 19 世纪 集合 论 碰 到 的 悖 论 不 同 ， 
这 些 新 发 现 的 悖 论 并 不 存在 了 矛盾， 它们 只 不 过 是 集合 论 公 理 与 选 
PARNER. 

否定 一 般 化 的 选择 公理 也 导致 了 新 奇 的 结论 。 一 个 技术 结果 
或 许 对 专家 们 更 有 意义 ， 即 每 个 线性 集合 都 是 可 测 的 . 换言之, 既 
然 选 择 公 理 殖 涵 着 不 可 测 集合 的 存在 ， 那 么 通过 假定 每 个 线性 集 
合 都 可 测 就 能 否定 选择 公理 ,此 外 还 有 关于 超 限 基数 的 新 奇 结 论 。 
至 于 连续 统 假 设 ， 无 沦 承 认 它 还 是 否认 它 ， 人 们 都 冒 着 进入 未 知 
领域 的 风险 ， 可 是 ， 有 意义 的 结论 迄今 没有 得 到 。 但 是 ,一 旦 假 
定 2 一 全， 那么 每 个 实数 集合 就 都 是 可 测 的 了 .。 当然, 还 可 以 推 
导出 其 他 的 新 结论 ， 可 是 它们 都 不 甚 重要 。 

就 像 对 平行 公理 的 证 究 将 几何 学 领 到 了 一 个 十 字 路 口 那样 ， 
柯 恩 对 这 两 个 有 关 和 集合 的 公理 所 收 的 工作 将 以 集合 论 为 基础 的 数 
学 也 领 到 了 错综复杂 的 交叉 上 路口, 这 开创 了 数学 的 几 个 发 展 方向 ， 
但 却 没 能 给 出 任何 明显 的 理由 来 说 明 都 个 更 为 优越 。 BE, 自 
APB 1963 年 的 工作 以 来 ， 在 策 梅 罗 - 弗 兰 克 尔 集合 论 中 发 现 了 
如 此 众多 不 可 判定 的 命题 ,使 得 入 们 对 选择 (使 用 基本 的 策 梅 罗 
-弗兰克 和 尔 公理 再 加 入 一 条 或 多 条 不 可 判定 命题 ) 的 多 样 性 无 所 适 
从 。 选 择 公理 和 连续 统 假 设 的 独立 性 证 明 就 好 比 告 诉 一 个 建筑 师 ， 
只 要 稍稍 改动 他 的 图 纸 ， 就 可 以 用 一 个 城堡 取代 他 原来 赛 建 造 的 
办 公 楼 。 

当前 集合 论 的 研究 者 希望 他 们 能 按照 某 种 可 筝 的 方式 修改 集 
合 论 公理 ， 借 此 能 确定 是 否 可 以 从 一 组 能 够 为 数学 家 们 广泛 接受 
的 会 理 出 发 推导 出 选择 会 理 以 及 连续 统 假 设 .按照 可 德尔 的 观点 ， 
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这 些 可 能 性 应 该 是 可 以 实现 的 ,为 些 估 们 己 付 出 了 巨大 的 努力 ,但 
Wo WIR AM. RUPE ROE EK. MTA APH 
理 最 终 会 取得 一 致 的 意见 。 

困 挠 数学 家 们 的 并 不 仅仅 是 哥 德 尔 、 丘 奇 以 及 柯 置 的 工作 带 
来 的 问题 ， 数 学 家 们 的 麻烦 与 日 供 增 。 由 碍 交 海 姆 (Leopold 
Léwenheim) 1915 年 开始 的 ,通过 从 1920 年 到 1933 年 之 间 斯 科 
伦 (Thoralf Skolem) 发 表 的 一 系列 论文 得 以 简化 和 完成 的 一 项 研 
究 ， 揭 示 了 数学 结构 的 又 一 缺陷 ， 这 就 是 为 人 们 熬 知 的 邯 文 海 姆 
-斯 科 伦 定 理 。 设想 人 们 为 数学 的 某 个 分 支 , 或 者 说 就 是 为 可 以 作 
为 整个 数学 的 基础 的 集合 论 , 建立 了 合乎 墨 辑 的 数学 公理 , 对 此 ， 
最 合适 的 例子 蔓 过 于 用 于 整数 的 那 组 公理 了 。 人 大 们 希望 这 些 公 理 
能 确定 整数 的 全 部 特性 ,并 且 仅仅 是 这 些 特 性 .然而 奇怪 的 是 , 人 
们 发 现 可 以 找 出 截然 不 同 的 解释 或 模型 ， 都 能 满足 这 些 公理 。 因 
此 ， 鉴 子 整 数 集 是 可 数 的 , 或 者 按照 康 托 尔 的 记 法 , AES. TE 
数 ， 则 存在 着 与 整个 实数 集合 〈 甚 至 在 超 眼 的 洱 兴 上 更 大 的 集 
合 ) 同样 多 元 素 的 集合 的 解释 。 同 理 , 相反 的 现象 也 可 能 出 现 , 也 
就 是 说 ， 假 设 人 们 承认 了 关于 集合 论 的 某 个 公理 系统 ， 进 而 还 希 
望 这 些 公理 可 以 容纳 并 且 的 确 能 撒 述 不 可 数 集 族 的 全 部 特性 。 然 
而 ， 人 们 却 发 现 了 满足 这 个 公理 系统 的 可 数 集 族 以 及 其 他 一 些 与 
人 们 的 常识 非常 不 间 的 超 限 解 释 。 实 际 上 ， 每 一 个 相 容 的 系统 都 
存在 着 相应 的 可 数 模型 。 

这 意味 着 什么 呢 ? 假定 人 人 们 打算 开 列 一 张 特征 表 ， 并 试 为 它 
ALAA ALAR TBR A, SAME. BAAR ~~ 
种 动物 , 其 具有 表 上 所 列 的 全 部 特征 ,但 它 完全 林 同 于 美国 人 . 换 
言 之 ， 试 图 用 公理 系统 来 描述 -类 唯一 的 数学 对 象 事实 上 是 不 可 
能 做 到 的 。 就 像 哥 德 尔 不 完备 竹 定 理 告诉 人 们 的 ， 一 组 公理 对 于 
证 明 属 于 它们 所 履 盖 的 数学 分 支 的 全 部 定理 是 不 充分 的 那样 ， 勤 
文海 姆 -斯 科 伦 定理 告诉 人 人 们 ， 一 组 公理 能 够 容许 比 人 们 预期 多 
得 多 的 解释 ， 而 且 这 些 解 释 具 有 本 质 的 区 别 。 公 理 没有 限制 住 
解释 或 是 寞 型， 因此 ， 数学 真理 性 不 可 能 一 丝 不 区 地 与 公理 化 一 
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非 预 期 的 解释 之 所 以 可 能 ， 厌 因 之 : -在 于 每 个 公理 化 系统 内 
部 都 有 未 定 文 的 概念 。 先 前 人 们 认为 这 些 概 念 是 被 公理 隐 含 地 加 
以 定义 的 ， 可 事实 上 公理 并 滤 能 做 到 这 一 点 。 因 此 ， 示 定义 概念 
的 概念 必须 以 基 种 非 预 期 的 方式 加 以 更 改 。 

勒 文海 姆 -斯 科 伦 定 理 与 哥 德 尔 不 完备 性 定理 同样 惊世骇俗 。 
对 于 发 端 于 20 世纪 初 的 公理 化 方法 而 言 , 它 无 疑 是 对 一 次 沉重 打 
击 。 直 到 不 久 前 公理 化 仍 被 认为 是 唯一 可 靠 的 方法 ,而且 仍 被 路 
辑 主义 者 、 形 式 主 义 者 利和 集合 论 公理 化 主义 省 使 用 着 。 

从 总 体 上 来 看 , 勒 文海 姆 -斯 科 伦 定理 并 不 出 人 意料 。 哥 德尔 
不 完备 性 定理 表明 每 个 公理 化 系统 都 是 不 完备 的， 即 存在 着 不 可 
判定 的 命题 . 假定 中 就 是 一 个 这 样 的 命题 , 那么 不 管 是 了 还 是 非 
P 都 不 能 从 这 些 公理 中 推导 出 来 。 因 而 人 人们 可 以 接受 一 个 葛 大 的 
AR AG, 原来 的 公理 集合 加 上 命题 P 或 是 命题 非 PP。 由 于 解释 
不 会 是 同 构 的 , 所 以 这 两 个 公理 系统 也 不 是 无 条 件 的 , 也 就 是 说 ， 
不 完备 性 是 有 条 件 的 。 但 鞠 文 海 姆 -斯 科 伦 定 理 是 以 一 种 更 强硬 也 
更 根本 的 方式 否定 了 无 条 件 性 。 它 证 实 了 对 于 一 个 给 定 的 公理 系 
统 ， 可 以 存在 完全 不 同 的 解释 或 模型 ， 而 这 无 须 加 入 任何 新 的 公 
理 。 当 然 必 须 得 出 不 完备 性 ， 否 则 的 话 ， 完 全 不 同 的 解释 是 不 可 
能 的 。 而 且 为 了 不 被 所 有 的 解释 所 共同 包容 ， 关 于 某 个 解释 的 一 
些 有 意义 的 陈述 也 必定 会 是 不 可 判定 的 。 

经 过 对 自己 的 结论 再 三 考虑 之 后 ,斯 科 伦 在 1923 年 的 一 篇 论 
文中 表示 ， 对 于 把 公理 化 方法 当 作 和 集合 论 的 基础 他 是 持 反 对 党 见 
的 ,即便 是 冯 ， HK Bie 1925 年 表示 赞同 他 自己 的 公理 以 及 其 














+ 旧 课 本 “让 明 ” 了 基本 系统 是 无 条 件 的 ， 换言之 ， 所 有 关于 基础 公理 系统 的 解 
肢 同 构 一 一 本 质 相 同 而 表述 不 同 。 但 这 些 “ 证 明 ” 即 使 肛 项 水 伯 特 志 数 学 所 禁止 使 内 
的 趣 辑 原理 来 衡量 ， 也 是 不 严密 的 ， 关 日 公 理化 基础 也 没有 像 今天 这 翌 仔 细 地 系统 并 
述 。 设 有 和 什么 公理 集 台 是 无 条 件 了 网， 即使 是 项 水 伯 特 所 “证 明 ” 的 还 硅 其 殷 和 什么 。 

— E 
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(ET BA EW SS ARM SNR ERIC» eee 合 论 
不 可 能 无 条 件 地 公理 化 ,。…… 既 然 算 术 、 几 何等 不 存在 公理 体系 ， 
而 对 集合 论 却 没有 这 样 假定 ， 那 么 也 就 必定 不 存在 无 条 件 的 公理 
化 无 穷 系统 .。” 这 - -情况 ， 他 继续 写 道 ,“ 对 我 而 言 ， 是 有 利于 直 
党 主义 的 又 一 论据 。” 

数学 家 们 二 图 通过 回想 非 欧 几何 的 历史 使 他 们 自己 平静 下 
来 。 在 对 平行 公理 争论 了 几 个 世纪 之 后 , PE AA 
立 了 他 们 的 非 殉 几何， 歼 曼 也 给 出 了 另 一 个 几何 学 。 数 学 家 们 起 
WR TA ELS, 这 有 若干 理由 ,其 中 之 一 是 它 
们 必定 是 不 四 容 的 ， 可 后 来 的 解释 表 明 它 科 是 相 容 的 。 例 如 歼 竖 
的 双 椭 圆 几 何 学 , 与 人 们 开始 的 意愿 (应 用 于 普通 平面 的 图 形 ) 完 
全 不 同 地 按照 奈 面 上 的 图 形 得 到 了 解释 《〈 见 第 从 章 )。 然 而 ， 这 个 
解释 或 模型 的 发 现 是 受 欢迎 的 ， 它 证 实 了 相 容 性 。 而 且 歼 螺 最 初 
的 所 望 与 后 来 的 解释 在 研究 对 象 的 数目 土 并 没有 引入 什么 不 同 ， 
无 非 是 点 、 线 、 面 、 三 角形 等 等 而 已 。 用 数学 的 语言 来 讲 ， 这 两 
个 解释 是 同 构 的 。 然 而, 勒 文海 姆 -斯 科 伦 定 理 所 适 用 的 公理 系统 
的 不 同 解释 并 不 同 梅 ， 它 们 是 完全 不 同 的 。 

关于 数学 的 抽象 性 ， 茧 加 勒 曾经 说 过 ， 数 学 是 一 门 为 不 同事 
物 起 相同 名 字 的 艺术 。 例 如 ， 群 的 概念 就 可 以 表示 整数 、 系 阵 以 
及 几何 变换 的 全 部 特性 。 BSCE TR ie Be OT A 
点 ， 然 而 却 改 变 了 它 的 含义 。 大 们 并 不 期 望 群 公理 能 表明 所 有 解 
释 具 有 相同 的 适用 范围 和 特性 ( 群 公 理 不 是 无 条 件 的 ; 如 果 忽 路 
平行 公理 , 欧 氏 几何 也 不 是 无 条 件 的 ); 与 此 相反 , 数学 家 们 原 以 
为 适用 勒 文海 姆 -斯 科 伦 定理 的 那些 公理 系统 只 指明 一 个 特定 的 
eR. 于 是 ， 当 它们 适用 于 完全 不 辣 的 解释 时 ， 令 数 学 家 但 花 然 
不 知 所 措 。 

上 帝 打 算 绒 灭 某 些 人 ， 首 先是 使 他 们 上 发疯。 也 许 是 上 帝 仍 不 
相信 哥 德 尔 和 柯 恩 的 工作 ， 或 者 是 鞠 文 海 姆 和 斯 科 伦 还 打算 施展 
什么 诡计 ， 他 们 双开 始 了 进一步 的 发 展 ， 似 乎 要 使 数学 家 们 陷入 
绝境 。 在 探讨 微 积 分 时 ， 药 布 尼 落 引入 了 无 穷 小 量 【 邦 第 六 章 )。 
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他 认为 无 穷 小 量 比 1, 0-1, 0.01, bt RHE IER), 但 
不 是 零 。 进 一 步 他 认为 ， 人 们 可 以 像 使 用 其 他 普通 数 - 样 使 用 无 
穷 小 量 。 虽 然 它 只 是 一 种 理想 的 元 素 , 或 者 说 是 一 种 虚构 的 东西 . 
但 确实 是 有 用 的 。 Bek, MPR RAMS. MAHA 
念 一 导数， 就 是 是个 无 穷 小 量 的 比值 。 莱 布 尼 蒋 还 像 对 音 通 数 
值 那样 hie TACK. 

在 整个 18 HA, 数学 家 们 一 直 为 无 穷 小 的 概念 争论 不 已 ,一 
方面 ， 他 们 任意 地 、 共 至 是 不 合乎 逻辑 法 则 地 使 用 它们 : 另 一 方 
面 ， 他 们 最 终 又 把 无 穷 小 作为 设 有 意义 的 东西 而 扔 掉 。 柯 了 西 不 仅 
拒绝 无 穷 小 基 面 且 想 努力 消除 它们 ， 然 而 ， 无 穷 小 蚌 否 合理 的 问 
SRI ETE. KE HARB (Gosta Mittag-Leffler) 有 一 次 问 康 
托 尔 ， 在 有 理 数 与 实数 之 间 是 否 存 在 另外 一 类 数 ， 后 者 坚决 子 以 
Bik. 1887 年 , 康 托 尔 又 证 明了 无 穷 小 量 在 逻辑 上 是 不 可 行 的 。 这 
个 证 明 从 根本 上 依赖 阿 基 米 得 公理 , 即 对 于 任意 实数 a. 总 存在 一 
个 整数 n, 使得 aa 大 于 另 一 给 定 的 实数 6。 皮 亚 诺 也 证 明 了 无 穷 
小 量 不 存在 。 罗 素 在 他 的 《数学 原理 》 中 对 此 表示 赞同 。 

然而 ， 即 便 是 伟人 的 号 召 ， 世 不 会 得 到 非常 迅速 的 响应 。 从 
亚 里 士 多 德 时 代 以 及 从 那 时 起 很 长 的 一 段 时 间 里 ， 地 球 是 球体 的 
观念 被 众多 思想 家 认为 是 荒诞 不 经 而 遭 握 弃 . 因 为 如 果 是 那样 , 生 
活 在 地 球 另 - - 面 的 人 就 会 在 空中 倒 垂 着 他 们 韵 头颅 .可 事实 上 +， 球 
体 才 是 正确 的 观念 。 同 样 地 ， 尽 管 荣 布 尼 蔬 关 于 无 穷 小 量 的 证 明 
必须 据 弃 ， 依 然 有 许多 人 试图 为 它 建 立 一 个 合乎 还 辑 的 推论 。 

杜 布尔 - 雷 蒙 、 WK (Otto Stolz) 和 克 菜 因 的 确认 为 基于 无 
穷 小 的 相 容 理论 是 可 能 的 。 事 实 上 ， 克 药 因 指出 ， 为 了 得 到 一 个 
这 样 的 理论 ， 就 必须 放弃 阿 基 米 得 公理 这 一 关于 实数 的 最 基本 的 
公理 。 斯 科 伦 也 在 1934 年 引入 了 不 同 于 普通 实数 的 一 种 新 数 , 超 
整数 ， 而 且 给 出 了 它们 的 一 些 性 质 。 若干 数学 家 的 一 系列 论文 最 
煞 导 致 了 一 种 使 无 穷 小 合理 化 的 新 理论 药 产生 ， 而 最 重要 的 页 献 
i Ey BE (Abraham Robinson) 作出 的 。 

称 为 非 标 准 分 析 的 新 系统 引入 了 超 实数 ， 它 包括 原 有 的 实数 
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小 于 一 切 普 通 的 正 数 而 天 于 零 的 数值 ;类似 的 ， 一 个 人 负 无 穷 小 则 
大 于 一 切 负 实 数 而 小 于 零 。 这 些 无 穷 量 都 是 固定 的 数值 ， 从 而 它 
们 鸣 不 是 莱 布 尼 获 意义 上 的 变量 ,也 非 可 以 怠 近 零 的 变量 ， 而 是 
柯 西 有 时 使 用 这 个 术语 时 所 表示 的 合 义 。 更 进 -- 步 ， 非 标准 分 析 
MAT MRAM, 它们 是 无 穷 小 其 的 倒数 但 不 是 康 托 尔 的 
超 限 数 ,每 一 个 有 限 的 超 实数 r RR rta 的 形式 , 其 中 工 是 一 
个 普通 的 实数 而 a 是 一 个 无穷 小 基 。 

有 了 无 穷 小 的 概念 ,人 们 就 可 以 说 两 个 超 实 数 无 限 接 近 了 ,这 
意味 着 它们 的 差 是 一 个 无 穷 小 量 。 于 是 每 个 超 实 数 都 无 限 地 接近 
于 一 个 普通 的 实数 ， 因 为 差 怡 好 是 无 穷 小 。 人 们 可 以 随心 所 欲 地 
使 用 起 实数， 就 像 使 用 普通 的 实数 那样 ”。 

使 用 新 的 超 实数 系统 , 人们 可 以 引入 其 值 赋 可 以 是 普通 实数 
又 可 以 是 起 实数 的 函数 .根据 这 些 数 ,人 们 还 可 以 定义 嚼 数 的 连续 
E: mR r-a 是 无 穷 小 量 ,那么 六 xz 一 六 ca) 也 是 无 穷 小 量 , 此 时 
称 f(x) 在 zx==a 处 连续 。 我们 还 可 以 用 超 实数 定义 导数 和 其 他 微 
积分 的 概念, 进而 证 明 分 析 的 全 部 结论 。 最 主要 的 一 点 是: 超 实数 
系统 使 人 们 能 以 一 种 精确 的 方式 取得 微 积 分 学 的 成 果 , 而 先前 人 
们 正 是 因为 不 清晰 甚至 无 意义 而 拒 不 接受 徽 积 分 ”。 

使 用 新 的 数 系 将 会 增长 数学 的 力量 吗 ? 迄今 为 赴 ， 通 过 这 种 








。 如 果 使 用 实数 通 沾 的 公理 性 质 ， 那 么 康 托 尔 和 皮 亚 谱 的 证 明 旦 正确 的 ， 这 条 必 
Fe iE WA A A DA ER AE HCA SR ， 这 个 超 实 数 的 系统 ， 
在 通常 意 多 上 是 非 阿 基 米 得 的 ， 但 如 果 我 们 允许 超 实 数 系统 的 数 a* ERL., CR 
EEREN. — Ri 

>， 例如 ,根据 非 标准 分 析 , 在 系统 R* HEERS UZ y= E E 





2z 十 ax, 其 中 dx 是 一 个 无 穷 小 最 ,也 就 是 说 ,这 是 一 个 起 实 数 , 导 数 2x 是 这 个 超 实数 


的 标准 部 分 .类 人 的 , 定 积分 是 无 穷 多 个 无 穷 小 量 的 和 的 标准 部 分 ,而 被 加 数 的 个 数 本 
FE TAF orb Ih A RRE. 一 一 原 注 





282 数学 ， 确 定性 的 丧失 





方法 仍 没 能 得 到 任何 有 重大 意义 的 新 结论 ， 可 重要 的 是 又 开创 了 
一 条 新 路 ， 而 这 正 是 一 些 数学 家 所 渴望 的 。 事 实 上 ， 关 于 非 标 准 
分 析 的 论著 已 经 并 正在 不 断 涌现 。 而 另外 一 些 人 则 因为 这 样 或 那 
样 的 原因 而 责难 这 种 新 型 的 分 析 . 但 是 , 物理 学 家 们 确实 得 救 了 ， 
因为 即便 是 在 知道 了 柯 西 已 捍 弃 无 穷 小 之 后 ， 为 了 方便 起 见 ， 他 
们 仍旧 在 使 用 着 这 一 有 益 的 工具 ， 

1900 年 以 来 数学 基础 的 进展 是 令 人 迷惑 的 ,即使 在 目前 ， 数 
学 的 状况 仍旧 杂乱 无 章 ， 前 进 的 道路 上 不 再 有 真理 的 光芒 。 曾 被 
普遍 次 赏 和 普遍 接受 的 数学 ,其 证 明 尽管 有 时 需要 校正 ， 但 曾 被 
认为 是 可 靠 推理 前 极致 ， 到 现在 ， 这 种 看 法 改变 了 。 对 待 数学 可 
以 采取 相互 第 盾 的 态度 ， 在 逻辑 主义 、 直 党 主义 和 形式 主义 的 基 
础 之 外 ， 集合 论 的 方法 又 独立 地 给 出 了 众多 的 选择 。 一 些 有 上 肢 义 
的 甚至 是 矛盾 的 观点 在 其 他 学 派 内 也 是 可 能 的 。 正 由 于 此 ， 在 直 
觉 主义 哲学 内 部 ， 可 构造 化 运动 又 分 成 了 许多 小 派 卡 。 对 形式 主 
义 ， 什 么 样 的 数学 原理 可 以 使 用 存在 众多 有 待 歌 舍 的 选择 。 而 非 
标准 分 析 ， 虽 然 并 不 属于 任何 一 个 学 派 ， 却 允许 采取 在 分 析 中 会 
引起 歧义 甚至 是 矛盾 的 观点 的 态 麻 。 无 沦 如 何 ， 以 前 曾 被 当 作 不 
合乎 交 辑 的 和 应 该 据 弃 的 ， 现 在 却 被 一 些 学 派 认 为 是 逻辑 上 可 车 
的 而 接受 。 

至 此 ， 旨 在 消除 可 能 存在 的 矛盾 与 建立 数学 结构 相 容 性 的 妈 
力 宣告 失败 。 是 接受 公理 化 方法 .还 是 接受 非 公理 化 的 直觉 主义 
方法 ， 如 果 接 受 公理 化 方法 又 接受 桂 些 公理 ， 对 这 一 切 再 也 不 会 
存在 一 致 的 看 法 了 。 数 学 是 建立 在 各 自 的 公理 集合 之 上 的 一 组 结 
构 ， 这 一 流行 的 观点 不 足以 包含 数学 所 应 该 包含 的 东西 ， 另 一 方 
面 又 包含 了 比 它 应 该 包含 的 更 多 的 东西 不一致 其 至 了 驳 及 到 推理 ， 
排 中 律 不 再 是 毫 无 疑义 的 逻辑 原理 ， 争 论 的 焦点 是 存在 性 证 明 中 
不 多 许 计算 其 存在 性 正 被 确立 的 量 及 是 否 可 用 排 中 律 证 题 , 为 此 ， 
完美 推理 的 观念 必须 放弃 .显然 不 同 的 数学 将 导致 选 择 的 多 样 性 ， 
因此 ， 近 期 数学 基础 研究 所 谓 到 得 突破 性 的 进展 不 过 是 光 反 了 又 
一 片 荒野 . 
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我 们 上 面 描述 的 自 1931 SE PAE RAS A A FRERE 
XA, BREMPMRSCHEARBLEL SHIRA. WHER EK 
EXSULAS TRAP REH REAR. PARRA Se 
PMB ANE. BDO Sa BAY GA UE AB ea a BEE. aT 
直觉 主义 彰 却 是 玖 马 牛 不 相 及 。 数 学 的 相 容 性 是 显然 的 ， 因 为 直 
觉 的 意义 保证 了 这 一 点 ， 全 于 选择 公理 和 连续 统 假 讶 ， 他 和 们 并 不 
承 试 。 并 且 布 劳 维 在 1907 FRG ST. 不 完备 性 和 不 
斌 判定 命题 的 存在 不 仅 没 有 使 他 们 感到 困扰 ， 而 皇 他 们 还 振 振 有 
ie]: FER ROPER IT. Ri, IER BEM PRS 
抛弃 在 1900 年 之 前 建立 的 那 部 分 不 合乎 他 们 标准 的 数学 .他 们 已 
经 断言 ， 道 过 使 用 排 中 律 确立 数学 的 存在 性 是 不 能 接受 的 ， 只 有 
多 许 人 们 按照 希望 的 精确 度 对 其 存在 性 正 被 证 实 的 量 实施 运算 的 
那些 构造 ， 才 是 令 人 满意 的 。 因 此 ,他们 仍 在 争论 着 构造 性 的 存 
在 性 证 明 。 

总 之 ， 没 有 哪个 学 派 有 权力 宣称 它 就 代表 了 数学 ， 而 更 加 不 
幸 的 是 ， 正 如 海 丁 在 1960 年 评论 的 ， 从 1930 EFi, ARAI 
的 论战 取代 了 友好 合作 的 精神 。 

在 1901 年 ， 罗素 说 到 ，“ 现 代数 学 最 主要 的 成 就 就 在 于 发 现 
了 什么 是 真正 的 数学 .” 这 些 话 至 今 仍 能 自然 而 然 地 打动 我 们 , 除 
了 并 个 学 派 在 作为 今天 的 数学 什么 是 可 以 接受 的 问题 上 存在 分 歧 
之 四， 大 们 可 以 对 将 来 给 予 更 多 的 期 望 .。 现存 的 学 派 -一 直 在 忙于 
证 明 当 前 的 数学 是 正确 的 ， 但 如 果 注 意 到 希腊 数学 在 17 世纪 和 
19 UWA, ARS RR RIE EE. 这 几 个 现代 学 派 试 
图 证 明 20 世纪 数学 的 正确 ， 可 它们 能 符合 21 世纪 数学 的 要 求 
吗 ? 直觉 主义 者 确实 在 思索 着 数学 的 成 长 与 发 展 ， 可 是 他 们 的 
“直觉 ”有 能 力 给 出 或 产生 历史 上 没有 的 东 凸 吗 ? 当然 ， 即 使 在 
1930 年 ， 回 答 也 是 否定 的 。 因 此， 对 数学 基础 的 修正 看 上 去 总 是 
必需 的 。 

-- 个 寓言 恰如其分 地 概括 了 本 世纪 有 关 数 学 基础 的 进展 状 
i. CATO, BRM H MER AM T rE Pulte. ER 
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堡 的 地 下 室 中 生活 着 一 群星 蛛 ， 突 然 一 阵 大 风 葡 散 了 它们 辛 辛 苦 
昔 编 织 的 一 张 繁复 的 蛛网 ， 于 是 它们 慌乱 地 加 以 修补 ， 因 为 它们 
认为 ， 正 是 蛛网 支撑 着 末 个 城堡 。 
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我 已 决定 只 放弃 抽象 几何 , 即 放 弃 对 各 有 智力 训练 意义 
的 问题 的 思考 。 而 这 是 为 了 研究 六 一 种 以 解 释 自然 办 现象 为 
目标 的 几何 ， 

一 BR 


数学 史 中 充 满 了 光辉 的 成 就 ,但 它 同时 也 是 一 部 灾难 的 记录 。 
真理 的 丧失 当然 是 最 重大 的 悲剧 ,因为 真理 是 人 类 最 到 贵 的 财富 ， 
即使 背 失 一 个 也 足以 令 人 扼 脏 。 对 数学 的 另 一 个 打击 是 意识 到 人 
类 椎 理 的 成 就 所 展示 的 结构 绝 非 完美 ， 而 是 有 着 种 种 缺陷 ， 对 任 
何 时 人 笃 发 现 的 灾难 性 的 悖 论 者 不堪 一 击 。 但 这 还 不 是 伤心 的 哗 一 
原因 。 深 深 的 怀疑 以 及 数学 家 们 之 间 的 分 歧 来 自 于 在 过 去 一 百年 
中 研究 方 商 的 不 同 。 大 多 数 数学 家 从 现实 世界 中 退 绾 而 关注 于 数 
学 之 中 产生 的 问题 。 他 们 放弃 了 科学 。 这 个 方向 作为 应 用 数学 的 
对 立 面 而 被 称 为 纯 数 学 。 但 是 应 用 的 和 纯粹 的 这 些 术语 并 不 能 十 
分 精确 地 说 明 所 发 生 的 变化 。 
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数学 是 什么 ? 对 于 前 人 来 说 ， 数 学 首先 基 大 们 为 研究 白 然 界 
而 做 出 的 最 精致 的 发 明 。 数 学 的 主要 概念 、 广 博 指 方 法 ， 以 及 几 
乎 所 有 的 重要 定理 都 基 在 这 -过程 中 推导 出 来 的 。 科 学 一 直 是 维 
持 数 学 咎 命 力 的 血液 。 在 科 掌 领域 中 ， 数 学 家 是 物理 学 家 、 天 文 
学 家 、 化 学 家 及 工程 师 的 热心 同伴 。 事 实 土 , 在 17、18 世纪 以 及 
19 世纪 的 绝 太 多 数 时 间 里 ， 数 学 与 理论 科学 的 区 别 很 少 被 注意 
到 ， 和 而 且 许 多 杰出 的 数学 家 在 天 区 学 、 力 学， 动力 学 、 电 学 、 磁 
学 及 弹性 理论 中 所 做 的 工作 远 超过 他 们 在 数学 中 的 工作 。 数 学 是 
科学 的 王后 ,同时 也 是 它们 的 女优。 

我 们 已 经 叙述 了 (第 一 章 至 第 四 章 》 白 希腊 时 期 起 为 了 揭示 
自然 界 的 数学 奥秘 的 漫长 努力 ， 这 种 致力 于 白 然 界 的 研究 并 没有 
把 所 有 药 应 用 数学 东 线 于 物理 问题 的 求解 。 伟 大 的 数学 家 们 时 常 
越过 科学 中 的 眼前 问题 ， 因 为 他 们 大 智 大 慧 ， 深 刻 了 解数 学 的 传 
统 作用 ， 并 且 能 够 明确 那些 在 科学 事业 中 被 证 明 是 具有 重大 意义 
HAH RAPES RAR ARS. SER E 
投入 数 年 功夫 , BAT RS CRA). 他 看 到 了 探求 微分 方程 
中 新 的 主题 之 必要 性 ， 它 也 许 最 终 会 推动 天 文学 。 

有 些 数学 上 的 研究 导致 并 且 完 善 了 一 些 已 被 证 明 有 用 的 学 
科 。 如 果 在 一 些 不 同 的 应 用 中 用 到 了 同一 类 型 的 微分 方程 ， 则 为 
了 发 现 改 进 的 或 一 般 的 解法 ， 或 为 了 尽 可 能 多 的 了 解 关于 整个 解 
族 的 情况 ， 数 学 家 们 会 研究 一 般 类 型 。 正 是 数学 的 这 种 高 麻 抽 象 
的 特点 ， 使 得 它 可 以 瑚 示 完 全 不 同 的 物理 现 篆 。 因 此 ， kik. E 
波及 无 线 电 波 都 用 一 个 偏 微分 方程 来 表示 。 事 实 上 ， 这 一 方程 被 
称 为 波动 方程 。 通 过 对 波动 方程 本 身 的 进一步 考察 而 获得 的 其 他 
数学 知识 ， 首 先 起 源 于 对 于 声波 的 研究 。 由 现实 世界 中 药 问 题 而 
获得 的 丰富 结构 ,可 以 由 认识 到 在 不 同情 况 中 前 相同 数学 结构 及 
其 共同 的 抽象 基础 得 到 加 强 。 

为 了 保证 物理 问题 的 数学 方程 有 解 ， 柯 西 率先 建立 微分 方程 
的 存在 性 定理 ， 这 样 才能 充满 信心 地 寻求 这 个 解 。 因 此 ， 尽 管 这 
项 工作 完全 县 数学 的 ， 但 它 却 有 着 深远 的 物理 意义 。 康 托 尔 的 关 
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FAC EES ET RS EIT SRY, BE SE hk 
图 解 巨 关于 傅立叶 级 数 的 极为 有 用 的 元 穷 级 数 的 问题 激发 的 。 

数学 的 发 展 要 求 对 独立 于 科学 的 问题 进行 探求 。 我 们 看 到 
〈 见 第 从 章 ) 19 世纪 的 数学 家 已 经 意识 到 许多 概念 的 含混 不 清 以 
及 它们 论据 的 不 足 。 和 追求 严密 性 的 这 -- 广 泛 运 动 的 本 身 当 然 既 不 
是 对 科学 问题 进行 探讨 、 也 不 是 几 个 学 派 重 建 基 础 的 尝试 。 所 有 
这 项 工作 虽然 是 致力 于 数学 ， 但 显然 是 对 整个 数学 结构 的 迫切 需 
要 的 反应 。 

简 而 言 之 ,有 许多 纯 的 数学 研究 完成 了 或 加 强 了 有 旧 的 领域 , 甚 
至 开辟 了 新 的 领域 ， 它 们 对 探索 应 用 意义 重大 。 所 有 这 些 方向 的 
研究 都 可 以 看 作 是 具有 广泛 意义 的 应 用 数学 。 

那么 一 百年 前 就 没有 单纯 地 为 其 自身 、 而 不 是 为 实用 而 创建 
的 数学 吗 ? 有 的 。 一 个 突 由 的 例子 就 是 数论 。 尽 管 毕 达 哥 搞 斯 认 
为 对 整数 的 研究 是 对 实际 物体 和 的 构成 的 研究 《< 见 第 一 章 ), 但 是 数 
论 很 快 就 由 于 它 自 身 的 诛 因 引起 了 人 们 的 兴趣 一 一 它 是 费 马 的 主 
要 课题 。 文 艺 复兴 时 期 的 艺术 家 们 为 了 获得 绘画 中 的 真实 感 而 创 
建 了 投影 几何 ， 笛 萨 格 从 事 了 这 方面 的 研究 。 帆 斯 卡 担 出 了 欧 氏 
几何 的 更 高 级 方法 , 使 之 在 19 世纪 成 了 纯美 学 的 研究 , 尽管 即使 
在 那 时 这 种 研究 也 是 由 于 它 与 非 欧 几何 的 重大 联系 。 许 多 其 他 的 
研究 课题 则 纯粹 是 下 于 数学 家 发 现 它 们 有 趣 或 富有 挑战 性 。 

然而 ， 与 科学 完全 无 关 的 纯 数 学 不 在 主要 的 考虑 之 列 。 从 科 
学 引起 的 更 窜 生 命 力 且 令 人 极 感 兴趣 的 问题 中 分 离 出 来 ， 这 只 是 
一 种 嗜好 。 尽 管 费 马 是 数论 的 芮 基 人 ， 但 他 更 多 的 精力 是 投入 到 
解析 几何 的 发 明 、 微 积分 问题 以 及 光学 MARE), 他 试图 引起 
柏 斯 卡 和 韦 更 斯 对 数论 的 兴趣 ,但 是 失败 了 。17 世纪 ,很 少 有 人 
会 对 这 类 学 科 产生 兴趣 。 

葡 拉 确实 在 数论 上 花 了 上 一 些 功 去 ,但 欧 拉 不 仅仅 是 一 个 18 世 
纪 卓 越 的 数学 家 ， 他 也 是 卓越 的 数学 物理 学 家 。 他 的 研究 范围 从 
解决 物理 问题 的 数学 方法 如 微分 方程 求解 ， 到 天 文学 , 流体 运动 ， 
ASH. Ade. 制图、 乐器 理论 以 及 光学 。 
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拉 格 朗 日 也 在 数论 上 授 入 了 一 些 时 间 。 但 是 他 也 同样 把 他 毕 
生 大 部 分 精力 花 在 了 对 应 用 至 关 重 要 的 数学 - … OSE LA 
三 章 }。 HOR ESE CGT AS). 讨论 数学 在 力学 中 的 应 用 。 事 
实 上 ,在 1777 年 他 抱 忽 道 : “算术 研究 给 我 带 来 了 极 大 的 麻烦 , 而 
且 也 许 澡 无 价值 .” 高 斯 也 在 数论 方面 作出 了 令 人 瞩 目的 成 就 , 他 
的 《算术 研究 》 (1801 年 ) 是 一 部 经 典 名 著 。 如 果 只 看 这 部 著作 ， 
则 很 容易 相 税 高 斯 是 个 纯 数学 家 ， 但 他 的 主要 精力 却 放 在 了 应 用 
数学 中 《 见 第 四 章 )。 克 莱 因 在 他 的 19 世纪 数学 史 中 称 《算术 研 
究 》 为 高 斯 青年 时 期 的 作品 。 

虽然 高 斯 在 晚年 确实 回 到 了 对 数论 的 研究 ,但 他 显然 不 认为 
这 一 学 科 十 分 重要 。 证 明 费 马 大 定理 问题 即 设 有 大 于 2 的 整数 满 
Batty=2, 常常 困扰 着 他 ,但 在 1816 年 3 月 21 日 写 给 自 伯 
斯 CWilhelm Olhers) 的 一 封 信 中 ; 高 斯 称 费 马 猜想 是 一 个 网 立 的 
定理 ， 没 有 什么 意义 。 他 还 说 ， 有 许多 既 不 能 证 明 也 不 能 证 伪 的 
猜想 ， 但 他 是 如 繁 位 ， 以 至 于 没有 时 间 去 考虑 他 在 《算术 和 研 
帘 》 中 所 做 过 的 那 类 工作 。 他 希望 费 马 猜想 也 许 能 在 他 所 租 的 别 
的 工作 基础 上 得 到 证 明 ， 但 那 将 是 最 无 意义 的 推论 了 。 

高 斯 曾 说 “数学 是 科学 中 的 王后 , 而 数论 是 数学 中 的 王后 。 她 
经 常 届 苯 降 贵 为 天 文学 及 其 他 自然 科学 助 一 辟 之 力 ,但 无 论 如 和 何 ， 
她 总 是 处 在 最 重要 的 位 置 .” 这 说 明了 他 对 纯 数 学 的 偏爱 。 但 高 斯 
的 毕生 事业 并 没有 遵从 这 知 话 。 他 很 可 能 只 在 某 些 闲 归 的 时 候 做 
到 了 这 一 点 。 他 的 格言 是 :“ 你 ， 自 然 ， 我 的 女神 : 对 你 的 规律 ， 
我 的 贡献 是 有 限 的 .” 富 有 讽刺 意义 的 是 : 通过 有 关 非 欧 几 何 的 工 
作 ， 他 对 于 数学 与 自然 一 致 性 的 一 丝 不 苟 的 证 明 ， 对 怀疑 数学 的 
真理 性 起 着 深远 的 影响 。 对 于 1900 年 以 前 所 创建 的 数学 , 我 们 可 
以 得 出 一 般 的 结论 ， 存 在 纯粹 数学 ,但 不 存在 纯粹 的 数学 家 。 

一 些 进 展 奇妙 地 改变 耳 数学 家 们 对 自己 工作 的 态度 。 首 先是 
认识 到 数学 并 非 一 个 关于 自然 的 真理 体系 ( 见 第 四 章 )。 高 斯 在 几 
何 中 使 这 一 点 很 清楚 ,而 四 元 数 及 矩阵 迫使 入 们 意识 到 这 “点, 变 
姆 截 慈 理解 得 更 透 物 一 一 即使 是 一 般 的 数 的 数学 也 并 非 是 可 用 的 
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先 验 理论 。 数 学 的 实用 性 虽说 无 懈 可 者 ， 租 对 真理 的 探求 不 再 证 
明 数 学 的 努力 全 然 正确 。 

此 外 ， 像 非 欧 几何 和 四 元 数 这 些 重 大 的 发 展 尽 管 是 受 物理 轧 
考 的 启发 ， 显 得 与 自然 不 一 致 ， 但 其 导出 的 发 明 是 实用 的 。 人 们 
认识 到 人 为 的 发 明 同 那些 看 起 来 遵从 自然 界 的 固有 规律 的 事物 一 
样 有 意义 ， 这 很 快 成 为 全 新 的 数学 方法 的 一 个 论据 。 因 此 ， 许 多 
数学 家 得 出 结论 : 没有 必要 去 研究 现实 世界 中 的 问题 ， 人 为 的 数 
学 来 源 于 人 的 大 脑 并 肯定 将 会 被 证 明 是 有 用 的 。 事 实 上 FF， 不 受 限 
于 物理 现 巢 的 纯 思 维 ， 也许 会 做 得 更 好 。 不 受 任 何 约束 的 想 莹 力 
也 许 能 创造 出 更 为 有 力 的 理论 ， 而 它们 同样 能 在 理解 和 掌握 自然 
中 找到 应 用 。 

还 有 其 他 的 原因 使 得 数学 家 们 和 逃离 了 现实 世界 。 数 学 和 自然 
科学 的 巨大 扩展 ， 使 得 在 两 个 领域 中 得 心 度 卑 变 得 十 分 困难 ， 而 
以 前 的 巨 储 们 钻研 过 的 科学 问题 复 加 难 解 了 。 既 然 如 此 ， 为 什么 
不 并 是 于 纯 数 常 ， 以 使 研究 更 简单 呢 ? 

使 得 数学 家 们 着 手 于 纯 数 学 问题 的 另 一 因素 是 : 自然 科学 的 
问题 很 少 能 彻底 解 俱 。 人 们 可 以 得 到 越 来 越 好 的 近 伏 解 ， 但 得 不 
到 一 个 最 终 的 解答 。 一 个 基本 问题 一 一 例如 三 体 问 题 , 即 像 天 阳 、 
地 球 及 月 球 这 样 的 三 个 天 体 ， 每 一 个 都 驹 万有引力 吸引 着 其 他 的 
两 个 ,它们 的 运行 规律 还 没有 解决 。 正 如 培根 所 畜 ， 自 然 界 的 精 
巧 远 胜 于 人 类 智 力 。 另 一 方面 ， 纯 数学 允许 明确 的 有 所 限制 的 癌 
题 ， 其 完全 解 是 下 以 得 到 的 ， 把 明确 的 问题 与 复杂 度 和 深度 无 限 
的 问题 相对 立 这 一 点 颇 为 有 趣 ， 即 使 是 像 哥 德 巴 志 猜 稳 这 样 的 至 
今 尚未 征服 的 少数 难题 ， 也 有 着 极 富 诱 惑 力 的 论述 上 的 简洁 性 。 

另 一 促使 数学 家 从 事 纯 教 学 问题 研究 的 因素 是 来 让 大 学 之 类 
机 构 的 出 版 成 果 的 压力 。 由 于 应用 问题 需要 内 了 数学 之 外 的 自然 
科学 的 丰富 知识 .这 就 使 那些 竺 解决 问题 愈加 困难 ， 因此， 提出 
自己 的 问题 并 尽力 解决 就 容易 得 多 了 。 教 授 们 不 仪 自己 选择 那些 
易于 求解 的 纯 数 学 问题 ， 还 把 它们 指定 给 他 们 的 博士 ， 以 便 他 们 
可 以 很 快 地 完成 学 位 论文 ， 同 时 教授 们 也 能 够 更 轻易 地 帮助 他 们 
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克服 所 过 到 的 困难 。 

几 个 现代 纯 数 学 所 铂 方 向 的 鲍 子 可 以 使 纯 数学 与 应 用 数学 的 
区 别 更 清楚 。 一 个 领域 是 持 象 化 。， 自 从 哈密 尔 顿 引入 了 他 在 思维 
中 感 与 了 物理 应 用 的 四 元 数 后 ， 其 他 数学 家 意识 到 可 以 有 有 多 种 代 
数 ， 而 不 显 其 有 无 沟 在 实用 性 。 这 一 方面 的 研究 结果 充斥 了 今 口 
的 抽象 代数 领域 。 

纯 数学 的 另 一 方向 居 一 般 化 ,圆锥 曲线 一 一 椭圆 、 抛物线, 双 
曲线 -一 代数 上 以 二 次 方程 来 表示 ， 有 一 些 以 三 次 方 各 表示 的 曲 
线 也 具有 实用 意义 。 一 般 化 的 研究 一 下 子 跳 到 ”次 方程 所 表示 的 
曲线 ， 而 且 对 其 性 质 进 行 了 详细 的 研究 ， 尽 管 这 些 曲线 很 本 不 大 
可 能 在 自然 现象 中 出 现 。 

通常 , 具有 一 般 性 或 拍 象 性 的 论文 训 无 实用 价值 . 实际 上 , 大 
多 数 这 样 的 论文 致力 子 把 当前 存在 的 用 具体 明确 的 语言 措 述 的 公 
式 用 更 一 般 的 、 更 抽象 的 或 新 的 术语 进行 重新 公式 化 ， 而 这 样 的 
重新 公式 化 对 于 应 用 数学 的 人 来 说 , 踊 不 能 提供 更 为 有 力 的 方法 ， 
也 不 能 提供 更 深刻 的 见解 。 这 些 增加 的 术语 大 部 分 是 人 造 的 ， 与 
物理 思想 元 其 联系 ， 但 据 称 能 提出 新 的 思想 ， 当 然 并 不 是 对 数学 
应 用 的 贡献 而 是 隐 碍 。 它 是 新 的 语言 ， 但 不 是 新 的 数学 。 

纯 数 学 研究 的 第 三 个 方向 是 专门 化 。 欧 几 里 得 考虑 和 回答 是 
和 理 有 无穷 大 的 素数 。 现 在 “自然 ”的 问题 则 是 是 否 任 何 七 个 连续 
整数 中 有 一 素数 。 毕 达 哥 拉 斯 引入 了 亲 和 数 的 概念 。 如 果 一 个 数 
的 因子 之 和 等 于 男 一 个 数 , 则 称 这 两 个 数 为 亲 和 数 。 例如 , 284 和 
220 HE RA. 列 奥 纳 多 ， 迪克 森 , 杰出 的 数论 专家 , 引入 了 三 
CARR: “我 们 说 三 个 数 构成 三 元 亲 和 数 , 如 果 其 中 一 个 数 的 真 
因子 之 和 等 于 另外 两 数 之 和 。” 他 还 提出 了 如 何 寻 找 这 类 数 的 问 
题 。 另 一 个 例子 是 关于 强大 数 《porwverful number) 的 。 一 个 强大 
数 是 这 样 一 个 正 整 数 ,如 果 它 能 被 素数 p 整除 , 则 也 能 被 产 整除 。 
有 没有 ( 除 1 和 4 之 外 ) 正 整数 其 可 用 无 穷 多 种 方法 表 为 两 个 互 
为 素数 的 强大 数 之 差 呢 ? 

ERE LAA, ATENE TREA. ET 
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并 不 能 完 什 代表 这 类 问题 的 复杂 性 和 深度 ， 然 而 ,专门 化 已 经 变 
得 如 此 广泛 , 而 且 问 题 是 如 此 疾 罕 ,以致 于 没有 儿 人 能 弄 懂 它 , 就 
像 当 初 相 对 论 问 进 时 ， 全 世界 仪 有 12 人 懂得 它 。 
专门 化 如 此 证 滥 ， 上 以致 于 并 不 致力 于 应 用 数学 的 大 多 数 布尔 
巴 基 旅 成 员 也 认为 必须 提出 批评 了 。 
许多 数学 家 在 数学 王国 的 一 角 占 据 了 一 席 之 
地 ， 并 且 不 洗 意 高 开 。 他 们 不 仅 差不多 完全 忽略 了 
与 他 们 的 专业 领域 无 关 的 东西 ， 而且 不 能 理解 他 们 
的 同事 在 远离 他 们 的 另 一 个 角落 使 用 的 语言 和 术 
语 。 郧 使 是 受过 最 广博 的 训练 的 人 在 浩瀚 的 数学 王 
国 的 某 些 领域 中 也 感到 迷 匾 ， 像 彭 加 勒 和 希 尔 伯 特 
这 样 约 人 ,几乎 在 每 个 领域 都 留 下 他 们 天 才 的 印迹 ， 
甚至 在 最 伟大 的 成 功 者 中 也 是 少 而 又 少 的 极其 伟大 
的 例外 。 
专 间 化 的 代价 是 创造 力 的 枯竭 ， 专 门 化 需要 鉴赏 力 ， 因 为 它 很 少 
提供 有 价值 的 东西 。 
抽象 化 、 一 般 化 和 专门 化 是 纯 数 学 家 从 事 的 三 类 活动 。 第 四 
AEA HL, BARE. 19 世纪 末 的 公理 化 运动 是 有 基于 加 固 数 
学 的 基础 的 ， 昌 然 它 并 没有 为 解决 基础 问题 划 上 句号 ， 但 一 些 数 
学 家 从 此 却 开始 广 对 新 他 的 公理 体系 的 细 枝 末节 的 修改 。 有 些 人 人 
可 以 通过 重 述 公理 ， 使 表述 更 为 简洁 。 有 人 则 通过 繁琐 的 文字 氢 
述 把 三 条 定理 合 为 两 条 。 还 有 一 - 些 人 则 选择 新 的 未 定义 概念 ， 通 
过 重新 组 织 那些 公理 因此 而 得 到 与 原来 相同 的 理论 体系 。 
如 我 们 看 到 的 ， 并 非 所 有 的 会 理化 都 毫 无 用 处 ， 但 所 能 做 的 
这 些 修 修补 补 实在 是 意义 不 很 大 。 解 次 实际 问题 要 光大 人们 全 力 以 
赴 , 因为 必须 面 对 这 些 何 题 ,但 公理 化 却 人 允许 各 种 各 样 的 和 白 由 , 它 
基本 上 是 人 们 次 层次 结果 的 组 织 ， 但 是 人 们 是 否 选 了 这 - -组 公理 
而 不 是 那 一 组 ,是 15 条 还 是 20K, BAKKEN. RHE. E 
至 一 些 杰 出 的 数学 家 也 曾 花 费 过 时 间 来 研究 过 各 种 各 样 的 变 体 ， 
它们 被 虹 斥 为 “微不足道 的 假定 ”。 
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多 ,以致 于 笋 尔 在 1935 年 抱 然 说 公理 化 的 成 果 已 经 穷尽 ,尽管 他 
很 清楚 公理 化 的 价值 ， 他 还 是 县 求人 们 回 到 实际 问题 上 来 。 他 提 
出 公理 化 愉 是 对 实在 的 数学 赋 于 精确 性 和 条 理性 ， 它 是 一 个 分 类 
函数 。 

不 能 把 所 有 的 抽象 化 、 一 般 化 、 专 门 化 问题 以 及 公理 化 看 作 
是 纯 数 学 ， 我 们 已 指出 这 样 一 些 工 作 及 基础 研究 的 价值 ， 我 们 必 
须 了 解 这 项 工作 的 动机 。 纯 数学 的 特征 是 它 不 具有 直接 或 间接 应 
用 意义 。 纯 数学 的 实质 在 于 问题 就 是 问题 , 有 些 纯 数 学 家 分 辩 说 ， 
任何 数学 发 展 都 具有 潜在 的 实用 价值 ， 只 是 没有 大 能 预见 到 其 未 
来 的 应 用 。 不 过 ，-~- 个 数学 主题 犹如 一 块 昔 藏 石油 的 土地 ， 表 面 
的 黑色 玩 洼 可 能 提示 出 一 个 特定 的 开采 石油 的 则 点 ， 如 果 发 现 了 
石油 则 这 卖 土 地 的 价值 也 就 确定 了 。 被 证 实 的 价值 保证 了 在 离 它 
不 杰 远 处 继续 知 六 有望 找到 更 多 的 石油 。 当 然 ， 也 可 以 选择 一 个 
离 它 很 远 的 地 方 ， 因 为 这 里 钻 并 比较 容易 ， 而 且 仍然 有 望 获得 石 
油 。 但 人 的 精力 和 智力 有 限 , 因此 应 当 投 入 到 把 握 较 大 的 冒险 中 。 
如 果 目 标 是 潜在 的 应 用 ， 那么， 正如 杰出 的 物理 化 学 家 吉 伯 斯 
(Josian Willard Gibbs) 所 言 , 纯 数 学 家 可 以 无 所 顾忌 , 为所欲为 ， 
而 应 用 数学 家 至 少 诬 铝 持 一 点 清醒 的 头脑 。 

对 纯 数 学 一 一 为 其 本 身 意义 面 存在 的 数学 一 一 的 批判 可 追 洲 
到 培根 的 《学 术 的 进展 》(1620 年 )。 他 反对 纯粹 的 、 神 秘 的 、 自 
足 的 数学 ， 说 它 “ 完 全 脱离 实际 和 自然 暂 学 的 原理 ， 只 是 满足 了 
这 样 一 些 大 的 胃口 ， 他 们 希望 前 述 和 了 解 对 人 的 头脑 并 不 重要 的 
东西 .” 他 这 样 理 解 应 用 数学 : 

自然 界 的 许多 部 分 不 能 没有 效 学 的 帮助 或 介 
和 入， 必须 车 足够 的 精巧 来 发 明 ， 或 是 够 的 媚 熟 技巧 
来 显示 , BARR A, aR, E 
乐 、 天 文学 、 宇 窑 结 构 学 建筑 学 、 机 械 学 及 其 他 
erer 。 因 为 瑚 着 物理 学 的 日 新 月 异 的 发 展 及 新 的 公 
理 的 推出 , 它 将 会 在 许多 方面 有 求 于 数学 新 的 帮助 。 
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因此 应 半数 学 的 混合 部 分 就 变 得 赣 发 多 了 。 
在 培根 的 时 代 ， 数 学 家 对 于 物理 研究 的 关注 母 须 多 提 ， 但 今 
天 的 事实 是 他 们 逃离 了 自然 科学 。 在 过 去 的 100 年 中 ， 在 那些 惜 
守 古 老 的 、 高 雅 的 数学 活动 目的 一 一 这 一 目的 到 那 时 为 止 提供 了 
实质 性 和 丰富 的 主题 一 一 的 人 和 那些 听任 兴趣 所 至 从 事 研究 的 人 
Zire TSR. MS, PERSE RR, RA 
学 发 明 少 有 实用 价值 ， 而 且 ， 数 学 家 和 科学 察 不 再 互相 理解 。 令 
人 不 安 的 是 随 着 专门 化 的 日 益 琛 化 ， 数 学 家 甚至 不 再 了 解 其 他 的 
数学 家 。 
脱离 “现实 ?, 为 了 其 自身 原因 而 进行 研究 的 数学 ,几乎 从 一 
开始 就 激 起 了 反对 。 在 博 立 叶 的 经 典 著 作 《 热 的 分 析 理 论 》(1822 
年 ) 中， 他 热情 地 称颂 数学 在 物理 问题 中 的 应 用 ， 
对 自然 的 深入 研究 是 数学 发 现 最 丰富 的 源泉 ， 
这 种 研究 的 优点 不 仅 在 手 有 完全 明确 的 目的 性 ， 还 
在 于 排除 含 精 趟 清 的 问题 和 无用 的 计算 。 它 是 物 筑 
分 析 本 身 的 一 种 手段 ， 也 是 发 现 最 重要 的 ， 自 然 半 
学 必须 始终 保持 的 思想 的 一 种 方法 。 而 基本 的 思想 
是 那些 表示 自然 现象 的 思想 。 e 
它 的 主要 特征 是 清晰 ,没有 令 人 迷惑 的 符号 , 它 
把 截然 不 同 的 现象 喜 到 一 起 ， 发 更 它们 隐 售 的 相 候 
性 。 如 果 物 质 绕 开 我 们 ， 比 如 空气 和 光 ， 那 基因 为 
它们 特别 稀薄 ;如果 物体 被 国定 在 远离 我 们 的 无 限 
的 字 宙 中 ,如 果 大 类 想 要 了 解 长 时 间 来 天 体 的 运行 ， 
如 果 重 力 和 热能 在 一 个 男 体 球体 内 部 深 不 可 测 的 地 
A ARE TE BOE aT He A Ek HR 
起 律 、， 半 使 它们 表面 化 且 可 测 ， 就 像 注定 要 用 人 类 
的 推理 能 为 来 补偿 生命 之 短 殴 和 感官 之 不 完善 ; 而 
更 奇妙 的 是 ， 在 对 所 有 的 现象 进行 研究 时 ， 它 遵 多 
同样 的 方法 ,为 了 验证 字 宙 设计 的 统一 性 和 简洁 性 ， 
使 统治 所 有 自然 事物 的 永恒 秩序 更 清晰 ， 它 用 同样 
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的 语言 来 诠释 一 切 。 
尽管 雅 可 比 在 力学 和 天 文学 中 做 出 第 一 流 的 工作 ， 但 他 却 向 
他 认为 至 多 是 一 面 之 词 的 论点 提出 了 蜡 议 。1830 年 ?7 月 2 H, f 
写 信和 给 勒 让 德 说 :“ 健 立 叶 确实 认为 数学 的 主要 目标 是 公众 的 利益 
和 对 自然 现象 的 解释 ; 但 像 他 这 样 的 科学 家 应 该 知道 自然 科学 的 
唯一 目标 是 人 类 精神 之 荣 炉 ， 而 且 依 此 为 据 ， 数 论 问题 和 一 个 关 
于 行星 系 的 问题 同等 重要 。?” 
当然 数学 物理 学 家 们 并 不 偏 祖 雅 姜 比 的 观点 。 2 g 
(Willian Thomson) #1 3¢ (Peter Guthrie Tait) 在 1867 年 称 最 
好 的 数学 是 由 应 用 提出 的 , 它 会 产生 令 人 惊讶 的 纯 数 学 的 理论 ,但 
那些 把 自己 隐 于 纯粹 分 析 或 几何 的 数学 家 们 却 不 能 达到 那个 富 侯 
美丽 的 数学 真理 之 风 。 
许多 数学 家 也 为 新 的 纯粹 研究 的 趋势 忧心 促 忻 ,1888 年 克 罗 
内 克 写 信 给 数学 、 物理 及 医学 上 都 上 贤 有 建树 的 刻 姆 堆 兹 说 ,“ 你 的 
合情合理 的 实际 经 验 与 有 趣 的 问题 造成 的 财富 将 给 数学 家 们 指明 
新 的 方向 ， 注 入 新 的 动力 。……… 片面 凋 过 分 内 省 的 数学 已 维 把 人 
们 带 向 不 毛 之 地 。” 
1895 年 ， 当 时 数学 界 的 领袖 入 物 F* RA RAR 
对 这 种 抽象 的 纯粹 数学 赵 热 ， 
在 现代 思维 的 急速 发 展 中 ,我 们 禁不住 要 担心 ， 
我 们 的 科学 面临 着 起 来 越 独 立 的 危险 。 自 现代 分 析 
兴起 以 来 ， 对 数学 和 自然 科学 双方 都 有 神 益 的 二 者 
之 间 的 紧密 联系 ， 正 面临 着 被 破坏 的 危险 。 
在 他 《陀螺 的 数学 理论 》(1897 年 中 , 克 莱 因 又 回 到 了 这 一 问题 : 
当今 数学 科学 中 最 大 的 需要 是 纯 数学 和 自然 科 
学 的 各 个 分 支 一 在 此 以 后 将 找到 它 最 重要 的 应 用 
一 一 应 当 再 一 次 建立 起 紧密 的 联系 ， 这 一 联系 在 拉 
格 朗 日 和 高 斯 的 工作 中 已 被 证 明 是 板 富 成 其 的 。 
茧 加 勒 在 他 的 《科学 与 方法 》 中 尽管 对 某 些 19 the Ae 
PRAM Ai OLB, 但 还 是 承认 公理 化 、 不 一 般 的 几 
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的 统治 中 解放 出 来 ， 它 会 蚀 造 出 什么 奇迹 。 然 而 他 坚持 “我 们 必 
须 把 大 部 分 精 为 投入 另 一 方向 ， 妈 自然 界 的 那 一 边 ”。 在 《科学 的 
价值 》 中 ， 他 说 : 
如 果 不 记 住 了 解 自然 界 的 欲望 在 数 堂 的 发 展 过 
程 中 所 起 的 最 重 杰 的 和 最 令 人 居 悦 的 影响 ， 惑 会 完 
全 忘记 科 掌 史 。…*… 忘 记 外 部 世界 之 存在 的 纯 数 学 
家 将 会 像 一 个 知道 如 何 和 和谐 地 调配 色彩 和 构图 ， 但 
邦 没 有 模特 的 画家 一 样 . 他 的 创造 力 很 快 就 会 枯 遂 。 

稍 后 ,1908 年 ,F . 克 莱 因 由 于 担心 创造 任意 结构 的 自由 会 被 
游 用 , 他 再 次 强调 说 : 任意 的 结构 是 “所 有 科学 的 死亡 ”几何 的 
公理 “不 是 任意 的 ， 而 是 切合 实际 的 陈述 。 它 们 通常 由 对 空间 的 
知觉 引出 , 其 确切 内 容 则 依 方 便 而 定 .” 为 了 给 非 欧 几 何 一 个 公正 
的 评价 ， 他 指出 视觉 只 在 一 定 限度 内 验证 欧 几 里 得 平行 公理 。 另 
一 方面 ,他 指出 “任何 持 有 自由 之 特权 的 人 必须 承担 责任 ”。 这 里 
的 责任 ， 克 莱 因 指 的 是 对 自然 界 进行 探索 。 

克 莱 因 晚 军 曾 是 数学 界 的 至 城 一 如 廷 根 大 学 数学 系 的 秦 
斗 。 他 感到 必须 做 一 次 更 有 力 的 抗议 。 在 他 的 《19 世纪 的 数学 发 
Fed (1925 Æ) 中 , 他 回忆 了 傅立叶 用 所 能 得 到 的 最 好 的 数学 方法 
解 尖 实际 问题 的 兴 超 ， 并 把 这 与 纯 数学 的 精 雕 细 刻 和 把 具体 概念 
抽象 化 相 比 。 他 写 道 ， 

我 们 这 个 时 代 的 数学 就 像 是 和 平时 期 的 一 个 伟 
大 的 其 工厂 ， 顶 窃 里 满 是 为 了 咀 引 行家 的 巧妙 、 靖 
RP HRA RAIL, CNN EH Bt 
一 一 战斗 和 征服 敌人 已 经 几乎 完全 被 遗忘 了 。 

库 朗 ， 继 克 莱 因 之 后 的 哥 延 根 的 数学 领 杭 ， 后 来 又 成 了 纽约 
大 学 库 朗 数学 研究 所 的 冻 ， 也 为 过 分 强调 纯 数学 而 悲哀 。 在 1924 
年 库 朗 和 希 尔 怕 特 的 《数学 物理 方法 》 第 一 版 的 序言 中 ， 库 朗 以 
这 样 的 评论 为 开篇 : 

过 去 ， 数学 从 分 析 的 避 题 和 方法 与 物理 学 直观 
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出 发 点 ， 特 别 是 在 分 析 中 集中 于 其 方法 的 精致 及 概 
念 的 准确 。 许 多 分 析 的 领袖 大 物 责 失 了 他 们 的 学 科 
与 物理 学 及 其 他 领域 联系 的 知识 。 另 一 方面 ， 物 理 
学 家 也 不 再 体会 数学 家 的 所 题 和 和 方法， 甚至 包括 他 
们 的 说 言 和 兴趣 。 科 学 发 展 的 活 流 ， 可 能 逐渐 分 流 
为 越 来 越 细 小 的 溪 渠 ， 以 至 干 泗 。 为 了 把 脱 这 砷 中 
B, 我 们 必须 将 数学 研究 与 自然 科学 联系 起 来 ， 只 
有 这 样 ， 学 者 们 才能 为 研究 工作 更 进一步 的 发 展 打 
THA, 
1939 年 库 朗 再 ~- 次 写 到 : 
数学 不 社 是 一 个 从 定义 和 假设 中 抽取 的 结论 体 
系 ， 它 必须 保证 一 至 性 ， 除 此 以 外 数学 家 可 以 随心 
所 敬 地 加 以 创造 ， 这 样 一 种 断言 蔓 含 着 对 科学 的 全 
命 力 的 一 个 闫 重 的 威胁 。 假 如 这 一 描述 准确 ， 则 数 
学 不 能 受 引 任何 有 知识 的 人 。 它 将 是 一 个 没有 动机 、 
没有 目标 的 定义 规则 和 推理 的 游戏 。 智 力 能 够 任意 
地 锥 出 有 意义 的 假设 体系 不 过 是 仿 夏 班 ， PS 
维 只 有 在 有 机 整体 的 约束 之 下 ， 受 固有 必然 性 的 指 
引 ， 才 能 获得 具有 科学 价值 的 结果 。 
伯 克 堆 去 《George David Birkhoff>}>, AHATA, E 
1943 年 的 《科学 美国 人 》 上 提出 了 同样 的 观点 : 
我 们 宕 希望 于 未 来 ， 越 来 越 多 的 理论 物理 学 家 
们 能 够 更 深刻 地 认识 数学 的 原理 ; 而 数学 家 们 也 不 
再 把 自己 局 限于 数学 抽象 的 美学 发 展 中 。 
辛 格 〈John L. Synge), AA ewe R, £-BHA 
伯 纳 风格 的 技术 长 文 的 前 言 中 描述 了 1944 年 的 情形 : 
大 多 数 数 学 家 从 事 于 一 致 认为 是 绝对 数学 的 思 
想 的 研究 ， 合 们 形成 了 一 个 封闭 的 行 会 ， 亡 入 会 打 





第 十 三 章 BFM 





Om RE PR A ee La SLR 
月 少数 儿 个 数学 家 四 处 交 达 ， 直 接 从 其 他 科学 领域 
中 产生 的 问题 中 寻找 动力 。 在 1744 年 或 1844 年 第 
二 类 人 差不多 包 倪 了 所 有 的 数学 家 。 在 1944 年 这 又 
是 如 此 小 的 一 部 分 ,以 至 于 有 必要 提醒 太 多 数 人 ,还 
存在 着 这 样 的 少数 人 ， 并 且 和 解释 一 下 这 种 观点 。 

这 少数 人 并 不 希望 被 称 为 “物理 学 家 ”或 “ 工 
BW”. 因为 他 们 遵循 着 一 种 包括 欧 几 里 得 、 阿 基 米 
得 、 千 顿 、 拉 格 朗 日 、 哈 密 尔 顿 、 高 斯 、 绢 加 勒 等 
人 延续 了 20 多 个 世纪 的 数学 传统 ,这 少数 人 并 不 希 
望 贬损 太 多 数 人 的 工 生 ,但 确实 担心 ， 完 全 依赖 于 
自己 的 数学 会 失去 其 意义 。 

与 世 隔 绝 的 数学 家 们 不 仅 把 精力 都 用 于 整个 数 
学 的 未 来 ， 而 且 和 剥夺 了 其 他 科学 一 直 以 来 所 依 顿 的 
一 项 支持 。 正 是 在 对 自然 界 的 研究 中 ， 才 产生 
了 (URS TERRA) LK RNAS 
创造 出 来 的 结构 复杂 得 多 的 区 题 。 科 学 家 科 一 直 依 
赖 数 学 家 来 解 资 这 些 问题 。 他 们 知道 数学 家 不 只 是 
一 个 已 经 造 好 的 工具 的 熟练 使 用 者 一 一 他 们 自己 也 
可 以 相当 熟练 地 使 用 这 些 工具 ; HK MAA RS 
家 所 特有 的 品质 一 一 他 的 屠 辑 上 的 润 察 力 和 从 一 般 
中 看 出 特殊 及 从 特殊 中 找 出 一 般 的 能 力 ……* 。 

在 所 有 这 些 中 , 数学 家 是 指向 者 , LEAKS. 
他 络 出 了 科学 计算 的 方法 一 对 数 、 赏 积分、 微分 
方程 等 等 一 一 但 他 给 的 还 远 不 止 这 些 ， 他 给 出 了 一 
张 蓝图 ， 他 坚持 思维 的 塑 辑 性 。 每 一 新 的 学 科 出 
现 他 部 给 它 或 试图 给 它 一 一 坚实 的 盖 辑 结构 ， 
就 像 欧 儿 里 得 对 埃及 人 的 土地 丈量 所 笋 的 。 一 门 学 
BOA ERR RMR MSL. TAT, 而 高 
FPR LE-RAM REM EST. 
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努力 工作 ， 只 是 他 在 为 自己 干 活 …… 

简 而 言 之 ， 联 盟 已 被 打破 一 一 当 它 存在 时 曾 是 
多 么 振奋 人 心 ……。 自 然 界 将 会 提出 有 力 的 问题 ,但 
它们 永远 到 不 了 数学 家 那里 。 数 学 家 可 能 王 坐 在 提 
REE te a KAR, 但 敌人 永远 不 会 来 
到 他 面前 。 自 然 界 不 会 为 他 提供 现成 的 只 等 着 公式 
化 的 问题 。 他 们 必须 用 铁 和 人 锁 来 控 ， 不 愿 江 自 己 的 
双手 沾 上 泥土 的 人 永远 也 找 不 到 它们 。 

AEH Bh RARE RBA RR RE 
样 ， 不 可 避免 ， 一 个 真正 热爱 真理 的 数学 家 是 不 全 
掩饰 这 一 点 的 ， 人 为 的 力量 不 可 能 激发 出 如 此 丰富 
的 吞 力 上 的 动机 。 有 些 东 西 富有 想象 力 , 有 些 没有 ， 
而 如 果 没 有 ， 它 们 就 没有 激情 。 如 果 数 学 家 们 真 约 
失去 了 他们 曾经 有 过 的 普 亡 的 联系 ， 如 果 他 们 在 精 
确 织 辑 的 修正 上 比 在 星体 的 十 动 中 更 真实 地 看 到 上 
帝 之 手 一 一 那么 任何 试图 诱 价 他 们 加 到 原来 的 地 方 
的 努力 不 仅仅 是 待 劳 无 功 ， 而 县 是 对 个 人 智力 自由 
的 权 为 的 否认 。 但 每 一 个 年 轻 的 数学 家 ， 如 果 他 有 
自己 的 暂 学 一 每 个 人 都 有 一 一 应 该 充分 地 占有 事 
实 后 再 做 决定 。 他 应 该 意识 到 如 果 他 遵循 现代 数学 
的 模式 ， 那 么 他 将 是 一 个 伟大 传统 的 继承 人 一 一 但 
只 是 部 分 继承 人 。 其 他 的 遗产 将 落 入 他 人 之 手 ， 而 
他 将 再 也 不 能 得 到 它 了 …"… 

我 们 的 科学 始 于 数学 ， 而 且 必 然 在 数学 从 中 折 
出 不 久之 后 〈 如 果 要 搬出 的 话 ) 结束 。 一 个 世纪 之 
后 将 有 更 大 更 好 的 大 规模 的 实验 室 。 这 些 实验 结 时 
是 单纯 的 事实 还 是 成 为 科学 要 看 它们 与 数学 的 实质 
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之 间 的 关系 的 紧密 程度 了 。 

汉 。 诺 依 曼 非 常 紧张 地 提出 了 警告 ， 在 时常 被 引用 的 论文 
《数学 家 》 (1947 年 ) 中 ， 他 说 ， 

当 一 门 数学 学 科 远 部 它 的 经 验 本 源 继续 发 展 的 
时 候 , 或 者 更 进一步 , 如 果 它 是 第 二 代 和 第 三 代 , 仅 
人 间接 地 受到 来 自 “ 更 实 ” 的 思想 所 和 启发， 那么 ， 它 
就 会 面 痊 严 重 困境 。 它 会 变 得 越 来 越 纯 粹 地 美学 化 ， 
越 来 越 纯 粹 地 “为 艺术 而 艺术 ”。 和 如果 在 这 个 领域 周 
围 是 互相 联系 并 且 仍 然 与 实践 经 验 有 密切 关系 的 学 
科 ， 或 者 这 个 学 科 处 于 具有 非常 卓越 的 审美 能 力 的 
人 人 们 的 影响 之 下 , 那 这 种 需要 不 一 定 是 坏事 ,但 是 ， 
仍然 存在 一 种 严重 的 危险 ， 即 这 门 学 科 将 沾 着 阻力 
最 小 的 途径 发 展 ， 和 使 远离 本 源 的 小 溪 叉 分 散 成 许多 
无 足 轻重 的 支流 ， 使 这 个 学 科 变 成 大 量 湿 乱 的 现 碎 
枝 节 。 换 各 话说 ,在 距 次 经 验 本 源 很 远 很 远 的 地 方 ， 
或 者 在 多 次 “抽象 ”的 近亲 繁殖 之 后 ,一 门 数 学 学 
科 就 有 退化 的 和 危险。 起 初 ， 风格 通常 是 古 些 的， 一 
旦 它 显示 出 蔬 罗 克 “ 式 的 迹象 ， 管 险 信和 号 就 发 出 来 
oe 总 之 ， 每 当 到 了 这 种 地 步 对 ， 在 我 看 来 , 唯 
一 的 药方 就 是 为 重 获 青春 而 返 本 求 源 ， 重 新 注入 直 
接 径 验 的 思想 。 我 相信 ， 这 是 使 这 门 学 科 保 持 清新 
与 活力 的 必要 和 条件， 即使 在 将 来 ,这 也 是 同样 正确 
的 。 

但 纯粹 创造 的 趋势 并 没有 减弱 ， 数 学 家 继续 从 科学 中 有 逃离 出 
来 ， 走 他 们 自己 的 路 。 也 许 是 为 了 自我 安慰 ， 他 们 轻 芒 地 称 诬 用 
Wea ARH Le. ARRAS MHS RMA 
被 技术 的 喇叭 声 沥 没 了 。 然而， 他们 也 感到 了 必须 面 对 上 面 所 说 
的 那些 批评 。 革 些 直率 者 或 是 忽视 或 是 故意 曲解 历史 ， 他 们 分 还 
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有 巨大 的 实用 价值 。 让 我 们 来 看 看 这 些 纯 数 学 家 从 历史 上 引证 的 
所 谓 纯粹 的 例子 完 竟 是 怎样 纯粹 的 ? 

eS ie BS a ais A «A PE eE 
数学 家 认为 希腊 人 ， FRESE RE T ER EBI 
兴趣 才 研 究 了 这 些 曲 线 。 而 1800 4 FF BF By Se BR BL A 
述 行 星 环绕 太阳 运动 所 需要 的 曲线 。 昌 然 我 们 不 了 解困 锥 曲线 的 
早期 历史 , 但 权威 的 历史 学 家 诺 依 格 鲍 尔 (Otto Neugebauer) 提 
出 一 种 理论 认为 ， CTR TOBE. CRAKE BHA 
TAREHE, 不 仅 如 此 ,圆锥 曲线 可 以 使 光线 聚焦 的 事实 
在 阿波 办 纽 斯 对 之 做 出 经 典 性 工作 很 久之 前 就 已 为 人 所 知 了 《 见 
第 一 章 )。 物理 学 将 略 锥 曲线 用 于 光学 希腊 人 为 之 付出 了 相当 多 
的 时 间 和 精力 的 一 门 学 科 ?， 自 然 推动 了 对 圆锥 曲线 的 研究 。 

在 阿波 罗 纽 斯 以 前 很 入 ， 人 们 就 试图 通过 研究 圆锥 曲线 来 解 
决 倍 立方 体 问 题 ， 即 构造 一 个 立方 体 ， 其 体积 是 另 一 给 定 立 方 体 
的 两 倍 。 对 希腊 几何 来 说 ， 这 是 一 个 重要 的 问题 ， 即 通过 构造 来 
证 明 存 在 性 ， 

Ax, RSA hi TARA HA Ee RRA VE 
或 潜在 的 应 用 的 定理 .在 这 项 工作 中 他 与 现代 人 并 没有 什么 区 别 : 
发 现 一 个 有 重大 价值 的 论题 并 全 力 解决 它 ， 这 样 做 的 原因 或 是 上 
面 提 过 的 ， 对 一 个 有 生命 为 的 学 科 ， 希望 了 解 得 更 多 ,或 是 当 作 
智力 上 的 挑战 。 

非 欧 几何 是 纯 数 学 中 第 二 个 最 经 常 提 及 的 例子 ， 并 且 后 来 也 
发 现 了 它 的 应 用 。 如 果 认 为 数学 家 们 仅仅 由 于 想 要 看 看 改变 欧 几 
里 得 平行 公理 将 导致 什么 结果 ， 因 而 创 并 了 非 欧 儿 和 何 ， 那么 这 个 
论断 就 抹 笋 了 两 千年 的 历史 。 欧 几 里 得 公理 曾 被 认为 是 物理 空间 
自明 的 真理 ( 见 第 一 章 }, 然而 , 平行 公理 ,尽管 欧 沁 里 得 对 它 的 
表述 相当 愤 量 和 特别 ， 以 避免 率直 的 平行 线 假设 ， 却 并 不 是 自明 
的 ,这 与 其 他 公设 有 所 区 别 。 因 此 ,寻求 个 更 容易 接受 的 表述 
的 众多 努力 最 终 导致 人 和 们 认识 到 : 平行 公设 并 非 必 须 为 真 ， 一 个 
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不 同 的 平行 公理 《结果 是 一 种 非 欧 几何 ) 能 同样 好 地 表示 物理 空 
间 。 重 要 的 一 点 是 确认 欧 氏 平行 公理 真理 性 的 努力 并 不 是 “大 脑 
思维 的 消 遗 >, 而 是 一 种 保证 几何 真理 性 的 尝试 , 正 是 这 种 真理 性 
支 革 着 应 用 数学 中 上 二 条 定理 。 

纯 数 学 家 经 常 引 用 黎 曼 的 工作 ， 他 将 那 时 已 扼 的 非 欧 几何 一 
般 化 , 引入 了 太 量 的 非 欧 几何 知识 , PLEA SILT. 这里, 纯 
数学 家 也 坚持 认为 黎 曼 创造 了 这 种 新 几何 主要 是 为 了 看 看 能 够 做 
什么 。 但 他 们 的 解释 是 错误 的 。 正 如 我 们 所 看 到 的 那样 ， 与 先前 
的 欧 氏 几何 在 表示 物理 空间 性 质 上 一 样 行 之 有 效 的 非 欧 几何 产生 
之 时 ,数学 家 们 试图 证 明 启 氏 几 和 何 的 物理 合理 性 的 努力 已 达 顶 点 。 
这 个 意外 的 事实 产生 了 问题 : 既然 这 两 种 几何 学 大 家 径 庭 ， 那 么 
真正 的 物理 空间 是 什么 ? ERR SE 1854 年 的 论文 里 , 为 了 回答 
这 个 问题 而 创立 了 更 为 一 般 的 几何 学 。 从 我 们 有 限 的 物理 知识 来 
看 ， 它 们 在 措 述 物理 空间 上 如 同 欧 氏 几何 一 样 有 效 。 实 际 上 ， 黎 
曼 预 言 ， 空 间 和 物质 应 当 一 起 考虑 ， 那 么 爱 因 斯 坦 发 现 了 黎 氏 册 
何 学 的 有 效 性 还 值得 惊 吏 吗 ? 黎 曼 关于 几何 学 相对 性 的 涧 察 并 没 
有 贬损 爱 因 斯 井 对 于 它 的 巧 如 运 用 ， 它 的 适用 性 是 数学 家 们 一 直 
在 从 事 的 基本 问题 ， 是 物理 空间 实质 的 研究 结果 。 

也 许 还 应 考 虚 一 个 例子 。 现 代数 学 中 很 活跃 的 一 门 分 支 是 群 
论 ， 纯 数学 家 们 探求 其 内 涵 。 群 论 主要 由 条 罗 瓦 创立 ， 尽 管 在 这 
以 前 , BASRA ANSE (Paolo Roffini) 也 做 过 工作 。 仇 罗 瓦 所 
处 理 的 问题 实际 上 是 数学 上 最 简单 最 实际 的 问题 ， 即 简单 的 多 项 
式 方程 ， 如 下 而 的 二 次 方程 

3zr: 十 Sx 十 7 二 0， 








三 次 方程 
473 十 6 一 57 十 9 一 人 
以 及 更 高 次 方程 的 可 解 性 .这 种 方程 是 从 大 量 物理 问题 中 产生 的 。 
数学 家 们 在 仙 罗 瓦 时 代 就 成 荔 地 解 炎 了 一 至 四 次 方程 。 阿 贝尔 证 
明了 不 可 能 用 代数 方法 解 出 一 般 形式 的 七 次 或 更 高 次 方程 ， 如 
ax’ thet tex’ tda text f=0 
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HH, a, bs cs d, e, 了 是 任意 实数 或 复数 。 人 黄 罗 妃 接 着 开始 证 
明 为 什么 五 次 或 更 高 次 的 一 般 方程 不 可 能 用 代数 方法 求解 。 在 他 
的 工作 中 ， 他 创立 了 群 论 。 从 多项式 方程 求解 这 么 基本 的 问题 中 
发 展 起 来 的 学 科 可 适用 于 许多 其 他 的 数学 和 物理 问题 ， 这 文 有 什 
么 可 惊奇 的 ? 当然 群 论 不 是 独立 于 实际 问题 而 产生 的 。 

而 县 ， 群 论 的 动力 并 不 仅仅 建立 在 如 罗 瓦 的 工作 之 上 上 。 纯 数 
学 家 们 似乎 忽略 了 布 拉 维 (Auguste Bravais) 关于 蝇 体 ,如 石英 、 
希 右 、 宝 石 的 结构 的 工作 。 这 些 物 质 是 由 不 同 的 蛛 子 通过 某 种 方 
式 在 上 串 栖 中 不 断 重 复 排列 而 成 的 ,并 且 晶 体 如 食盐 和 普通 矿物 ,都 
其 有 非常 特殊 的 原子 排列 形式 。 例 如 在 最 简单 的 情形 中 ， 蛛 子 虽 
然 是 邻接 的 ， 但 却 可 以 认为 它们 处 在 一 个 立方 栖 的 顶点 上 。 从 
1848 年 起 ， 布 拉 维 研究 了 一 种 蜗 体 绕 另 -一 种 晶体 的 某 个 轴 旅 转 、 
平移 及 关于 某 个 轴 的 反射 能 变换 成 本 身 的 所 有 可 能 变换 ， 这 些 变 
换 组 成 了 各 种 形式 的 群 。 约 当 《Camitle Jordan) 注意 到 了 奔 拉 维 
的 这 项 工作 并 在 他 自己 1868 年 的 论文 中 扩 晨 了 它 , 在 他 最 有 影响 
的 《置换 专 论 》 一 书 中 把 它 归 入 有 限 群 研究 的 其 他 动因 之 一 。 

布 拉 维 的 工作 也 提示 了 的 当 去 从 事 关 于 平移 各 旋转 的 无 限 群 
研究 .1872 年 ,F， 克 莱 因 在 论文 中 将 无 限 群 学 科 提 到 重要 的 位 置 
上 来 ， 他 把 当时 已 知 的 不 同 几 何 依据 在 几何 中 可 能 的 运动 群 以 及 
在 这 些 运 动 中 仍 保持 不 变 的 性 质 来 划分 。 欧 氏 几 何 研 究 的 是 在 旋 
转 、 平 移 以 及 相似 变换 条 件 下 仍 保 持 恒定 的 图 形 性 质 。 这 个 区 分 
各 种 已 知 几 何 ， 了 以 及 哪 一 种 几何 适合 于 物理 空间 的 研究 工作 一 一 - 
那 时 在 数学 家 的 心目 中 是 最 重要 的 问题 ， 没有 被 视 为 纯粹 数学 问 
题 而 不 予 考虑 .更 多 的 一 些 工作 则 涉及 无 限 连续 群 和 不 有 连续 群 , 以 
期 找到 求解 微分 方程 的 方法 。 它 们 比 19 世纪 90 年 代 中 形成 的 抽 
象 群 的 现代 观点 更 早 地 进入 了 数学 领域 。 

对 于 那些 宣称 为 纯 数学 产物 的 学 科 一 一 如 矩阵 理 论 、 张 量 分 
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体 应 用 之 前 ， 这 - -抽象 概念 - - 直 未 得 到 首肯 。 一 一 原 注 
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析 和 拓扑 学 一 一 的 研究 都 揭示 了 同一 问题 。 例 如 ,现代 抽象 代数 
都 起 源 于 哈密 尔 顿 创立 的 四 元 数 ( 见 第 四 章 ), 其 动机 是 直接 或 间 
接 的 来 自 物理 , 而 涉及 的 人 则 是 与 数学 应 用 息息相关 。 换 句 话说 ， 
那些 声称 是 作为 纯 数学 而 创立 的 学 科 后 来 都 被 发 现实 为 应 用 性 学 
科 。 而 且 ， 历 史 事 实证 明 ， 它 们 都 是 在 研究 实际 的 物理 问题 或 直 
接 与 物理 问题 有 关 的 问题 中 产生 的 。 常 有 这 种 现象 产 牛 ， 最 初 由 
物理 问题 所 引发 的 完善 的 数学 产生 了 不 曾 预 见 的 如 新 的 应 用 。 从 
而 ， 数 学 对 科学 的 作用 其 实 是 一 种 还 债 行为 ， 这 种 应 用 是 可 预料 
的 .本 来 设计 为 砍伐 本 头 用 的 斧子 也 可 以 用 来 将 钉子 厂 入 木 块 ,对 
此 我 们 会 感到 吃惊 吗 ? 数学 理论 之 所 以 会 在 科学 上 有 意 想不到 的 
应 用 ， 是 因为 它 立 足 于 物理 基础 ， 而 决 非 因为 那些 苦 思 衬 想 的 天 
才 数 学 家 们 的 预言 性 的 洞察 力 。 这 些 层 出 不 穷 的 成 功 应 用 决 不 是 
AA. 
哈代 是 英国 数学 界 的 领袖 人 物 ,据说 他 曾 做 过 这 样 的 祝酒 词 ， 
“ 视 纯 数学 永 无 用 处 ,” 迪 克 森 , 芝加哥 大 学 的 一 位 权威 ， 经 常 说 : 
“感谢 上 帝 ， 数 论 毫 无 用 处 .” 
二 战 时 期 ， 哈 代 在 一 简 关 于 数学 的 文章 中 写 道 : 
我 所 说 的 “数学 ”， 意味 着 真正 的 数学 , 即 费 马 、 
欧 拉 、 高 斯 和 阿 贝 尔 的 数学 ， 而 处 是 在 工程 实验 室 
里 沾 上 数学 边 儿 的 东西 。 我 并 趟 只 考 虐 “ 纯 ” 数 学 
(尽管 我 最 关心 的 自然 是 这 个 问题 )， 和 或 认为 麦克 斯 
韦 、 爱 国 斯 坦 、 爱 丁 顿 、 狄 拉克 也 是 “真正 ”的 闭 
从 以 上 这 段 话 (哈代 在 《一 个 数学 家 的 自白 》 中 也 重 述 过 ) 我 们 
可 以 看 出， 哈代 至 少 愿意 接受 一 部 分 应 用 数学 。 但 他 又 接着 说 ; 
我 把 具有 永恒 的 美学 价值 的 数学 知识 体系 都 包 
括 在 内 ,比如 说 最 完美 的 希腊 数学 , 它 是 永恒 的 , 因 
为 它 最 好 的 部 分 就 像 最 好 的 文学 作品 一 样 ， 在 儿 干 
年 后 仍 不 断 激发 千 百 万 人 的 满足 感 。 
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们 的 纯 数学 和 其 他 所 有 为 其 自身 目的 而 创立 的 数学 一 样 ， 几 乎 肯 
定 没 有 什么 用 处 。 然 调 ， 有 用 的 可 能 性 并 非 不 存在 ,一 全 在 画布 
随意 涂鸦 的 孩子 也 许可 以 匹敌 米 开 项 琪 罗 【〔 虽 然 更 可 能 是 现代 艺 
R). ME, 正如 爱 丁 顿 所 指出 的 , 一 个 乱 蕉 打字 键盘 的 猴子 也 许 
会 创作 出 可 与 落 士 比 亚 相 娘 美的 作品 。 实 际 上 ， 在 成 千 上 万 的 纯 
数学 家 的 工作 中 可 能 会 偶然 得 到 有 用 的 数学 成 果 ， 就 好 像 在 大 衔 
上 寻找 金币 的 人 有 可 能 会 抢 到 硬币 。 但 是 ， 没 有 与 现实 相 釉 汇 的 
智力 努力 儿 乎 可 以 肯定 是 没有 结 困 的 。 正 如 伯 克 埠 夫 所 指出 的 ， 
“hit, 由 物理 暗示 的 新 数学 发 现 才 总 是 最 重要 的 , 因为 ,从 一 开 
始 ， 自 然 就 快 定 了 数学 这 一 自然 的 语言 所 必须 遵循 的 模式 与 道 
路 .” 然 而 ,自然 并 没有 大 声 炫 尊 这 一 秘密 ,她 总 是 哺 哺 低语 。 数 
学 家 们 必须 仔细 聆听 才能 将 其 放大 宣扬 。 
尽管 历史 事实 摆 在 那里 ， 但 仍 有 一 些 数学 家 肯定 纯 数学 的 未 
来 应 用 ， 实 际 上 ， 他 们 宣称 将 纯 数 学 脱离 于 科学 将 使 前 程 更 为 远 
K. 斯 通 (Marshall Stone), MAH. RSME MRE HfL 
H, BAR (1961 年 ) 重申 了 这 一 论点 。 他 的 《数学 人 革命》 一文 
在 赞扬 了 数学 在 科学 中 的 重要 性 以 后 ， 接 着 写 道 ; 
从 1900 年 以 来 ,我 们 对 数学 的 概念 或 者 说 有 关 
的 一 些 观点 已 发 生 了 一 些 重要 变化 ， 但 是 真正 涉及 
到 思想 变革 的 还 是 发 现 它 是 完全 独立 于 物质 世界 的 
tarsan 。 虽 然 思 维 产 生 于 大 脑 这 样 的 论断 隐 含 着 茶 些 
会 棚 和 神秘 的 东西 ， 但 除 此 以 外 ， 数 学 看 来 与 物质 
世界 并 汕 有 必然 的 联系 。 毫 不 奔 张 地 说 ， 这 个 发 现 
标志 着 数学 史 中 一 个 最 具 意 义 的 智力 的 进步 。*……… 
当 我 人 再 来 比较 一 下 今天 的 数学 和 19 世纪 来 
的 数学 时 ， 我 们 会 惊奇 地 发 现 我 们 的 数学 在 数量 而 
复杂 程度 上 的 飞速 发 展 ， 但 阅 寺 我 们 也 应 注意 到 这 
we RP BPRS. Saree eee HH 
察 与 分 析 之 间 夺 在 着 密切 的 联系 。 其 实 ， 通 过 进 一 
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步 药 研究 ,我 们 发 现 只 有 把 数学 与 其 点 用 分 离开 来 ， 
才 会 产生 这 种 新 的 发 展 方向 。 在 本 世纪 内 ， 这 个 方 
向 已 成 为 其 旺盛 生命 方 和 发 展 的 真正 源泉 
现代 数学 家 将 会 区 同 这 一 观点 ， 即 其 学 科 的 特 
点 是 研究 一 盘 抽 象 体 系 ， 每 一 体系 都 是 由 规定 的 抽 
象 元 素 序 组 成 ， 并 通过 在 意 的 但 却 有 明确 规定 的 内 
部 联系 组 织 建 立 起 来 的 …'… 。 因 为 数学 只 有 脱离 过 
去 那 种 必须 束缚 于 现实 的 某 一 方面 的 状况 ， 才 能 成 
为 我 们 用 于 打 碎 覆 锁 的 极端 灵活 的 有 力 的 工具 。 证 
明 这 一 论点 的 例子 不 胜 核 举 。…… 
接着 ， 他 又 提 到 了 遗传 学 ， 对 策 论 以 及 通 迅 的 数学 理论 。 而 实际 
上 ， 这 些 都 不 能 使 他 自圆其说 。 这 些 理 论 都 是 通过 合理 应 用 经 典 
数学 得 到 的 。 
1962 年 , 在 《工业 与 庶 用 数学 评论 》 刊 出 的 一 篇 文章 中 , E 
BER T Praga A 
斯 通 认 为 我 们 生活 在 一 个 拥有 人 和 伟大 数学 成 就 的 
时 代 , 这 一 成 就 是 前 所 未 有 的 。“ 现 代数 学 ”的 胜利 
归功 于 一 个 基本 原则 。 殷 象 和 数学 从 物理 等 学 科 中 
有 意识 地 分 离 ， 从 而 数学 思维 犯 如 摆脱 了 沙 可 的 气 
气球 ,渐渐 升 高， 地 面 上 的 一 茹 尽 收 眼 谋 。 
REEERE HARA A Hib ii fei E i 
教 ， 但 作为 一 个 总 括 性 的 断定 ， 作 为 一 个 试图 给 研 
究 ， 龙 其 是 给 教育 打上 想 碟 的 观点 ， 这 区 文章 似乎 
是 一 个 危险 的 信和 号， 并 且 当 然 需 要 增补 。 热 情 的 抽 
象 主义 并 未 明说 八道 ， 而 仅 鼓吹 些 半截 子 真 理 ， 这 
一 点 倒 也 缓解 了 这 个 时 黑 东 西欧 危险 。 仅 代 表 一 个 
方 而 的 半截 子 真理 是 不 能 将 平衡 整个 真理 的 其 他 各 
个 至 关 紧 要 方面 一 担 而 光 的 。 
当然 ， 数 学 思维 是 通过 抽象 概念 来 运作 的 ， 数 
.党 思想 需要 抽象 概念 的 逐步 精炼 .明确 和 公理 化 ,在 


306 gS, WEEN ES 





结构 洞察 力 达 到 一 个 新 高 度 时 ， 重 要 的 简化 工作 也 
ERTES. BRERA 长 期 以 来 人 们 也 一 
直 骨 确 强 调 这 一 点 一 一 如果 人 们 据 过 了 这 种 形 而 上 
学 的 偏见 ， 即 认为 数学 概念 应 做 为 对 某 种 实际 现实 
的 撒 术 的话， 数学 的 基本 困难 将 不 复 存在 。 
然而 ， 科学 赖 以 生存 的 血液 源 于 其 根基 又 与 所 
谓 的 现实 有 着 千 丝 万 缕 的 联系 ， 这 全“ 现实 ”可 以 
是 力学 、 物 理学 、 生 物 形态 、 经 济 行为 、 大 地 测量 
学 ， 碟 可 以 是 有 关 的 其 他 类 似 领 域 的 数学 实体 。 对 
数学 来 说 ， 抽 和 象 化 和 一 般 性 并 不 比 单个 现象 的 特征 
更 重要 ， 尤 其 不 如 归纳 的 直觉 知识 。 只 有 这 些 力 量 
ZAHER URE TNR ST RES A 
力 。 我 们 必须 与 把 数学 单方 面 推 向 矛盾 的 极端 行为 
作 斗 争 。 
我 们 不 能 接受 数学 的 终极 标准 是 “人 类 理性 的 
ER” WR. FRR ER EN WE 
的 ”和 “应 用 的 ”两 派 。 它 们 者 只 能 而 且 必 须 是 科 
学 的 洪流 中 不 可 缺少 的 一 服 , 不 允许 分 出 一 条 细 流 ， 
让 它 消失 在 沙滩 里 。 
MOM MARE PEA, RARER AE 
HR. RMR CR ER SRMR AEM, 但 
不 区 别 对 待 空 洞 的 假象 和 精妙 的 灵感 的 传统 保守 分 
FuRAM 
库 朗 没有 否定 抽象 概念 的 价值 , 但 是 , 他 在 1964 年 写 的 一 篇 文章 
中 认为 数学 必须 从 具体 的 特定 实体 中 汲取 动力 ， 以 达到 现实 的 某 
个 层次 。 如 果 一 架 飞 机 进入 抽象 的 高 空 是 必要 的 ， 那 么 它 并 不 是 
为 了 逃离 尘世 ， 即 使 飞行 员 不 能 控制 好 氨 回 的 全 过 程 ， 它 仍然 会 
重新 问 到 地 面 。 
数学 常 被 比 作 一 棵 大 树 ， 它 的 根 这 识 地 扎 于 取 沃 的 自然 土壤 
中 ， 它 的 主干 是 数字 和 几何 图 形 ， 从 主 于 上 生长 出 的 许 许 多 多 的 
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分 支 代表 着 发 展 。 有 的 分 枝 苗 壮 兴 旺 ， 繁 了 街 了 许多 有 生命 力 的 后 
代 ， 有 的 却 只 有 些微 不 起 道 的 后 代 ， 对 整 棵 树 贡 献 甚 少 ， 还 有 的 
则 已 死去 。 但 最 有 意义 的 却 是 这 标 树 扎根 于 坚实 的 土壤 ， 每 一 分 
枝 都 经 过 根 和 主干 从 现实 中 汲取 养料 。 现 在 人 们 试图 把 土壤 全 部 
移 去 而 维持 树 根 、 主 干 以 及 枝条 的 生存 ， 是 办 不 到 的 。 只 有 根 不 
断 地 向 肥沃 土壤 的 更 深 处 发 展 ,这 许 许多 多 的 枝条 才 可 能 繁茂 . 亡 
图 在 其 上 嫁接 没有 现实 做 养料 的 新 枝条 只 能 产生 豪 无 生命 力 的 木 
HE. 而 少数 可 能 的 枝条 通过 估 们 足够 的 努力 ,或 许 会 以 假 乱 真 , 泥 
杂 在 有 生命 的 枝条 中 ， 并 且 看 起 来 像 是 从 主干 上 长 出 来 的 ， 但 实 
际 上 它们 是 死 的 ， 不 费 吹 其 之 力 就 能 折 去 而 不 会 对 大 树 生 长 产生 
任何 副作用 。 

斯 通 认为 自由 地 探索 纯 数学 将 会 为 应 用 数学 加 强 和 提供 新 的 
方法 ,但 是 其 他 一 些 论 点 似乎 暗中 破坏 了 斯 通 的 观点 。 研 究 纯 数 
学 ,不管 其 水 乎 如 和 何 高 ， 研 究 者 如 何 杰 出 都 势必 会 前 弱 人 们 将 数 
学 推理 应 用 于 实际 情况 的 动力 。 如 果 人 人 们 致力 于 抽象 数学 ， 就 不 
可 避免 地 受到 纯 数 学 氛围 的 影响 ， 并 被 那 种 为 了 很 好 地 研究 它 所 
需 的 心情 所 左右 。 这 样 ， 人 们 也 就 没有 更 多 时 间 去 了 解 它 在 应 用 
上 的 需求 ， 去 制造 处 理应 用 问题 的 数学 工具 。 应 用 数学 家 注意 抽 
象 数学 家 追求 和 获得 的 成 果 是 有 益 的 ,但 过 多 的 注意 基 不 好 的 , 它 
会 分 散 精 力 。 无 视 应 用 将 导致 整个 数学 的 孤立 其 至 可 能 是 茸 缩 。 

MESURE. BUSA. EWS eRe aS 
家 }》 (1947 年 ) 一 文中 所 指出 的 那样 : 

无 可 和 否认， 教学 上 某 些 最 了 不 起 的 灵感 ， 那 些 
想象 之 中 纯 得 不 能 再 纯 的 数学 部 门 中 的 最 好 的 灵 
感 ， 全 部 来 源 于 自然 科学 …… 。 在 我 看 来 ， 最 能 从 
要 本 上 表明 数学 特点 的 事实 是 它 和 自然 科学 非常 特 
殊 的 关系， 或 者 更 一 般 地 说 ， 是 它 和 任何 一 种 科学 
的 非常 特殊 的 关系 ， 只 要 这 各 科学 在 解释 经 验 时 不 
限于 单纯 描述 事实 。 

一 流 的 法 国 数学 家 许 现 尔 获 党 不 犹 徐 地 认为 当代 最 活 厢 的 分 
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支 一 一 抽象 代数 和 代数 折 朴 ， 训 无 应 用 价值 。 - 些 论文 用 这 些 领 
域 的 语言 和 概念 装扮 得 貌似 有 实用 性 ， 实 际 土 却 元 助 于 解决 实际 
问题 。 
然而 ， 纯 抽象 数学 的 支持 者 并 不 受 协 。 杰 出 的 分 析 学 家 狄 多 
涅 教授 在 1964 年 写 的 一 篇 文章 中 反对 这 种 认为 自给 自足 的 数学 
会 因为 缺乏 养料 而 停滞 不 前 的 主张 : 
我 想 强 调 的 是 ， 诉 来 的 事实 并 不 像 那些 传 羡 的 
预言 家 的 陈 词 滥 调 那样 ， 他 们 再 三 洁 识 我 们 ， 数 学 
脱离 其 应 用 性 和 其 他 科学 必 将 出 现 灰 暗 前 景 。 我 并 
不 是 说 ， 数 学 与 其 他 科学 的 紧密 联系 〈 如 理论 物理 
=) MARS Smith; 但 很 清 楚 的 是 ， 我 所 提 
到 的 所 有 信人 震惊 的 发 展 ， 除 了 广义 函 救 论 这 一 本 
能 的 例外 以 外 ， 没 有 一 样 与 物理 应 用 有 关 。 基 至 在 
人 篇 微 分 方程 理论 中 ， 人 们 也 更 多 地 强调 其 内 在 的 和 
结构 的 问题 ， 而 不 是 有 直接 物理 意义 的 问题 。 即 使 
把 数学 与 其 他 人 类 罕 斗 的 渠道 强制 障 钨 ， 也 会 有 是 
够 维持 若 于 世纪 的 精神 粮食 使 我 们 能 够 解决 科学 中 
仍 必 须 解 决 的 重要 问题 。 
尽管 犹 劣 涅 本 可 以 看 到 纯 数 学 中 无 尽 的 问题 ,但 会 正 地 说 ,他 
并 未 收回 前 言 ， 即 任何 纯 数学 的 产物 终 将 有 其 实用 性 。 他 引证 了 
许多 对 纯 数 学 ,特别 是 对 数论 的 研究 ,对 此 , 他 说 ,“ 真 是 不 可 思 
说 ,这些 结论 竟 能 应 用 到 任何 物理 问题 中 。” 此 外 ,尽管 他 为 纯 数 
学 辩护 ， 但 他 也 认为 数学 家 们 就 吹 纯 数学 对 科学 的 价值 “有 那么 
一 点 欺骗 的 意味 ”, 他 指出 , 纯 数 学 家 可 以 不 辞 辛苦 地 证 明 问 题 的 
解 的 唯一 性 ， 却 不 去 求解 。 物 理学 家 知道 解 的 唯 … 性 一 一 地 球 不 
沼 两 种 轨道 运行 一 一 而 他 则 力图 找到 实际 的 轨道 。 
在 探求 纯 数 学 价值 问题 上 ， 另 外 一 个 同样 有 地 位 的 纯 数 学 工 
作者 嘉 丁 (Frank Lars Garding) 在 1958 年 国际 数学 家 大 会 土 , 实 
事 求 是 地 说 : 





























我 无 法 深入 研究 数学 的 许多 重要 分 支 ， 如 积分 
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方程 .系统 论 以 及 量子 力学 和 微分 几何 级 和 应用。 我 
He be hao RSM HREOC BABE, 
EXBRPEARATCZAESEAMA, HES 
是 有 意义 的 问题 的 重要 来 源 ， 我 感到 我 所 泛泛 而 谈 
的 内 容 也 许 还 不 如 对 那些 未 解决 的 连理 问题 来 个 例 
行 回 显 有 用 ， 这 些 问题 似乎 需要 新 的 数学 技巧 来 解 
决 。 对 专家 来 说 , 这 一 回顾 当然 不 是 什么 新 鲜 内 容 ， 
但 仍 能 为 许多 数学 家 提供 有 价值 的 翅 题 。 很 汗 有 人 
通过 有 计划 的 努力 来 促进 物理 与 煞 学 的 联系 ， 这 应 
该 是 国际 数学 会 议 的 主要 议题 之 一 。 
吹 吐 纯 数学 可 以 脱离 现实 世界 而 存在 的 人 坚持 认为 总 有 一 天 
他 大 会 认识 他 们 现在 所 做 的 无 意义 的 努力 ， 伺 他 们 只 能 是 在 自己 
的 精神 天 地 闸 斗 。 他 们 违背 了 整个 历史 的 进程 。 他 们 以 为 不 受 科 
学 限制 的 数学 能 够 产生 更 丰富 多样 、 更 富 成 果 的 论题 ， 这些 论题 
的 应 用 将 远 胜 于 过 去 的 数学 ， 但 这 只 是 空谈 。 
纯 数 学 的 支持 者 可 以 也 确实 这 人 么 要 求人 们 承认 季 们 的 成 果 具 
有 内 在 美学 价值 和 智力 挑战 人 性， 这些 价值 不 可 否认 。 然而， 他 们 
对 纯 数学 的 巨大 贡献 却 是 值得 怀疑 的 。 且 不 考虑 在 这 个 问题 上 的 
任何 定论 ， 这 些 价值 并 未 对 数学 主流 即 对 自然 的 研究 作出 什么 贡 
献 ， 美 学 价值 和 智力 挑战 性 是 为 数学 而 数学 的 ， 这 些 内 在 价值 所 
得 到 的 肯定 ， 显 然 多 于 目前 有 关 数 学 孤立 性 的 讨论 所 达 的 共识 。 
纯 数 学 的 支持 者 与 批评 者 之 间 显 然 在 相 争 ， 他 们 作 了 不 少 或 
蜗 加 或 挖苦 的 评论 。 应 四 数学 家 们 并 不 关心 严格 的 证 明 。 对 他 们 
来 说 ， 演 绎 推理 与 物理 事件 的 -一致 性 才 是 最 重要 的 。 其 中 ， 代 表 
APOE RR (Oliver Heaviside), 他 使 用 了 纯 数 学 家 看 来 是 不 合 
Figo. PER WHET, Et, ES Rs. Bae HE 
那些 他 所 谓 的 “逻辑 伐木 工 ”他 说 :“ 偿 辑 可 以 容忍 ， 因 为 它 是 
永恒 的 .” 后 来 他 使 纯 数 学 家 目 瞪 恒 某 。 当时, 发 散 级 数 是 非法 的 ， 
Wil Se HE FEE I ESE PRR A. “OG 级 数 是 发 散 的 , 现在 
RAIET .” SRR, 交 维 赛 的 技巧 是 完全 严格 化 的 , FFA 
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提供 了 新 的 数学 论点 .为 了 激怒 纯 数 学 家 , 应 用 数学 家 还 宣称 , Ai 
数学 家 能 发 现任 何 求 解 中 的 困难 ， 而 他 们 则 能 对 任何 困难 求解 。 

应 用 数学 家 再 一 次 地 嘲弄 纯 数学 家 ， 应 用 问题 是 由 物理 现象 
提出 的 ， 有 关 的 数学 家 们 应 该 去 解决 它 ， 而 纯 数 学 家 却 在 创造 他 
们 自己 的 问题 。 应 用 数学 家 称 纯 数学 家 是 一 个 在 昏暗 的 大 竺 上 掉 
了 铀 是 的 人 ， 他 只 跑 到 路 灯 下 面 找 ， 因 为 那里 更 亮 一 些 。 

为 了 进一步 既 低 对 手 ， 应 用 数学 家 讲 了 另 一 个 故事 。 有 个 人 
有 一 太 堆 衣服 要 洗 ， 于 是 到 处 找 洗 衣 店 。 他 发 现 一 家 店 的 窗口 上 
挂 着 一 块 招牌 :“ 此 处 洗衣 ”， 就 走 了 进去 。 把 他 的 -- 堆 衣服 放 在 
柜台 上 。 上 店主 看 上 去 有 点 吃惊 , 癌 :“ 这 是 干什么 ?” 他 管道 ;“ 我 
来 洗衣 服 .”“ 但 这 里 不 洗衣 服 ,” 店 主 回 管道 . 这 次 轮 到 这 个 人 吃 
ET. Hae. “FRE AS ae” “AR.” JER: “RIJE 
ETRE.” 

WA eA YF REER AS RE. PR EB R 
HT EL. De OT LA map ER ee ie Aa IFT ATA eS ef 
了 。 正 如 特 鲁 斯 德尔 (Clifford E. Tnuesdell) 教授 所 指出 的 :“ 对 
于 自 认为 是 HU 的 数学 家 来 说 ，* 溯 用 数学 /一 词 是 对 那些 他 们 
AA FEA HS AFR AF ee ， RT, “Eh? MPRA eS 
发 展 源 于 人 类 感知 ， 这 只 是 小 护 子 对 大 人 发 的 尾道 脾气 。 他 们 把 
' 纯 ;数学 做 为 -~ 个 切口 以 握 弃 一 切 不 纯 的 东西 。 所 有 这 些 , 者 使 
它 成 为 上 个 世纪 创造 的 一 个 人 为 的 灾难 。…… ”不 对 它 所 服务 的 
客观 对 每 加 以 考虑 ， 势 必 导 至 它 的 自我 终结 。 纯 数学 本 身 不 是 一 
个 至 福 境 界 。 数 学 的 目的 在 于 发 现 值得 了 解 的 事物 但是， 按照 
目前 的 情况 ， 研 究 导致 了 研究 ， 由 此 又 导致 了 研究 。 在 今天 的 数 
学 可 堂 中 ， 已 没有 人 地 问 及 意义 和 目标 。 数 学 不 能 被 现实 的 俗 物 
所 沾染 ， 厚 厚 的 象牙 塔 挡住 了 深 居 其 间 的 学 者 的 视线 ， 而 这 些 与 
世 隔 弧 的 头脑 也 满足 于 孤立 的 境地 。 

数学 家 们 在 争论 不 休 , 而 物理 学 家 和 其 他 科学 家 却 只 能 悲叹 ， 
国 为 他 们 在 危难 时 被 舍弃 不 闫 。 让 我 们 昕 听 著 名 的 斯 奈 特 《〈Jobhn 
C. Slater) 教授 的 意见 ， 他 是 麻 省 理工 学 院 的 教授 : 
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WHEREAS RHR, BHR 
像 如 。 诺 依法 意识 到 的 这 些 问 题 ( 前 面 所 描述 的 ?并 
对 此 做 出 实际 贡献 的 数学 家 ， 就 有 二 十 个 对 此 不 感 
兴趣 的 数学 家 存在 。 这 二 十 个 人 的 工作 或 是 与 物理 
相去 甚 远 ， 或 是 仅 强 调 数 学 物理 中 那些 陈旧 的 或 广 
为 人 知 药 东西 。 无 怪 平 在 这 种 情况 下 ， 物 理学 家 看 
数学 家 总 感到 他 们 脱离 了 通 身 过 去 的 数学 离 峰 的 路 
径 ， 并 且 感 到 他 们 只 有 坚决 地 投身 于 数学 物理 学 的 
发 展 主流 ， 才 能 重新 园 到 这 条 路 上 ， 取 得 数学 发 展 
BY FE BI a FR eee APES RRR ARE), TES 
FRR ERIE RE GRE 
1972 年 , SFR (Preeman J. Dyson) 教授 在 对 数学 家 们 所 做 的 
一 次 重要 演讲 中 ， 把 对 科学 的 忽视 做 为 中 心 议题 加 以 讨论 ,这 位 
声名 卓著 的 物理 学 家 指出 ， 在 过 去 和 现在 ， 数 学 家 们 有 许 客 参与 
研究 重要 的 科学 问题 的 机 会 ， 但 却 都 放 过 了 。 有 些 问 题 或 问题 的 
某 些 部 分 与 数学 丝 丝 相 扣 ,可 是 数学 家 不 明白 其 起 源 与 物理 意义 ， 
因而 他 们 渴 无 目的 ， 也 不 知道 自己 得 到 了 些 什 么 。 正 如 戴 森 所 指 
出 的 那样 ， 数 学 与 物理 的 联姻 已 宣告 结束 。 
这 个 世纪 以 来 ， 数 学 从 科学 中 的 分 离 不 断 加 速 ， 现 在 常 可 听 
到 和 谈 到 数学 家 们 关于 独立 于 科学 的 论调 。 数 学 家 们 现在 已 经 可 
以 毫 不 犹 耶 地 、 贿 随便 便 地 说 ， 他 们 上 只 关心 数学 本 身 ， 而 对 科学 
没有 兴趣 。 虽 然 没 有 精确 的 统计 ,但 今天 活跃 在 数学 押 台 上 的 数 
学 家 中 , 约 有 90% 的 人 都 无 视 科学 并 且 陶 藤 于 这 种 诗 福 境地 。 尽 
管 有 历史 的 佐证 和 一 些 反 对 之 声 ， 但 是 ， 抽 象 主义 趋势 ， 为 了 一 
般 化 而 一 般 化 的 趋势 以 及 研究 随意 选择 的 问题 的 趋势 合演 合 烈 。 
说 什么 这 是 为 了 更 多 的 了 解 和 具体 事例 而 研究 一 整 类 问题 的 合理 需 
要 ， 是 为 了 得 到 何 题 的 实质 而 进行 抽象 化 的 合理 需要 ， 都 不 过 是 
一 个 借口 ， 他 们 的 目的 只 是 为 了 研究 一 般 化 、 柚 象 化 。 
若干 世纪 以 来 ， 人们 创立 了 像 欧 氏 几 和 何 、 托 勒 密 理 论 、 日 心 
说 、 咎 顿 力学 、 电 往 学 理论 以 及 近来 的 相对 论 和 量子 论 这 样 的 宏 
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伟 体 系 ， 在 所 有 这 些 科学 以 及 其 他 重要 的 科学 体系 中 ， 数 学 被 认 
为 是 建筑 方法 、 框 架 乃 至 本 质 。 数 学 使 我 们 认识 了 些许 自然 ， 将 
突 化 纷 经 的 现 音 容 括 在 可 理解 的 解释 中 。 数 学 理论 揭示 了 大 们 所 
认识 的 自然 的 秩序 与 规划 ,使 人 们 具有 统治 或 部 分 统治 大 片 领 域 
的 能 力 。 

但 多 数 数学 家 却 抛 弃 了 他 们 的 传统 和 遗产 ， 自 榴 发 生 的 秘 帘 
信息 现在 遇 到 的 只 是 些 紧 闭 的 双眼 和 述 钝 的 耳 森 。 数 学 家 们 身 在 
先 左 的 功劳 蕊 二 ， 纪 想 依 靠 昔 日 辉煌 获得 喝彩 与 支持 。 纯 数学 家 
则 彤 得 更 深 ， 他 们 把 应 用 数学 家 从 间 行 会 中 驱逐 出 去 ， 壮 想 垄 断 
数学 家 这 个 令 人 景 儿 的 头衔 ， 从 而 独自 摆 取 先 人 的 和 名誉 。 他 们 丢 
弃 了 丰 定 的 思想 之 源 ， 花 费 着 先 人 积累 的 宝贵 财富 ， 他 们 正 沿 着 
一 些微 光 走 出 这 个 世界 。 但 确实 有 些 人 注意 到 了 曾 促 进 数学 发 展 
的 光荣 的 传统 ， 维 护 了 牛顿 和 高 斯 应 有 的 荣誉 。 他 们 仍 坚持 从 他 
们 的 数学 研究 中 发 掘 出 对 科学 的 潜在 价值 。 他 们 昌 声 称 要 为 科学 
创建 模型 ,但 并 未 为 此 奋 计 。 实 际 上 ， 因 为 大 名 数 数学 家 不 懂 科 
学 ,他 们 不 可 能 创建 出 模型 。 他们 宁可 保 持 童 贞 ， 也 不 感 与 科学 
RARE. MERLE, Mees 在 自给 自足 ; 而 且 从 过 去 
的 情形 判断 ， 现 代数 学 研究 的 大 部 分 都 不 可 能 会 为 科学 发 展 作出 
贡献 。 数 学 现在 几乎 成 了 一 个 自我 封闭 的 体系 。 它 根据 自己 评判 
现实 意义 和 完美 性 的 标准 来 决定 自己 的 前 进 方 向 ， 它 甚至 满足 于 
自己 与 外 界 的 问题 、 动 力 、 灵 感 相隔 绝 的 状况 。 数 学 已 不 复 再 有 
统一 性 和 目标 。 

当今 大 多 数 数 学 家 的 孤芳自赏 令 人 扼 腕 ,这 里 有 许多 原因 . 数 
学 的 科技 应 用 在 飞速 地 发 展 着 。 到 了 今天 ， 币 卡尔 的 先 见 似乎 更 
近 于 事实 : 数学 代表 的 是 人 类 智 问 的 最 高 成 就 ， 代 表 着 推理 对 经 
验 主义 的 胜利 ,代表 着 基于 数学 的 方法 论 将 永远 覆盖 所 有 的 科学 
领域 。 而 正当 数学 方法 逐渐 用 于 如 此 众多 的 领域 时 ， 数 学 家 们 却 
第 到 了 一 个 角落 里 去 本 。 显 然 一 百年 或 更 早 以 前 ， 数 学 和 物理 学 
是 密切 相关 的 (当然 只 是 精神 上 的 神往 》, 但 从 那 时 起 它们 开始 分 
离 ， 至 今 已 很 明显 。 数 学 是 有 价值 的 ， 因 为 它 对 人 们 理解 和 征服 
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自然 作出 了 贡献 。 而 这 一 事实 已 被 和 忽略， 当代 多 数 数学 家 希望 将 
其 学 科 分 离 出 来 做 单独 研究 。 数 学 家 们 分 裂 成 两 派 ， 一 派 忠 实 于 
前 大 以 及 他 们 那 种 可 获 的 数学 研究 动 梳 ， 这 种 研究 动机 在 过 去 已 
结 出 了 最 丰硕 的 果实 ; MSI. WER PH. OARS n RE 
触发 他 们 想象 力 的 东西 。 多 数 数 学 家 被 一 个 世纪 以 来 僵 发 变 纯 的 
REAR, CHEE (PRA RAM AAS. fh fem th 
象 代数 和 拓 拉 学 这 些 领域 ， 转 向 抽象 化 和 一 般 化 《如 泛 函 分 析 )， 
转向 远离 实际 应 用 的 微分 方程 的 存在 性 证 明 ， 转 向 各 种 思维 体系 
的 公理 化 和 梧 燥 的 智力 游戏 。 只 有 少数 人 仍 在 试图 解决 比较 具 栖 
的 问题 ， 值 得 注意 的 有 微分 方程 及 相关 领域 。 

大 多 数 数学 家 对 科学 的 抛弃 意味 着 科学 将 失去 数学 ? 全 非 如 
此 。 少 数 明智 的 数学 家 已 经 看 到 ， 未 来 的 牛顿 、 拉 普 拉 斯 和 险 密 
尔 顿 将 创造 出 他 们 所 需要 的 像 过 去 那样 伟大 的 数学 。 这些 人 虽 名 
为 数学 家 ,实际 上 却 是 物理 学 家 。1957 年 在 理 利 奇 (Franz 
Rellich) 的 计 告 中 ， 库 朗 写 道 ， 如 果 现 在 的 倾向 继续 发 展 下 去 ， 
“有 这 样 一 种 危险 , 未 来 发 展 “应 用 ”数学 的 将 基 物 理学 家 和 工程 
师 ， 挂 着 职业 数学 家 头衔 的 人 将 与 此 无 关 。” 库 期 之 所 以 在 “应 
用 ”一 词 上 打上 引号 ， 是 因为 他 实际 上 意 指 所 有 量 要 药 数 学 。 他 
并 不 把 纯 数 学 和 应 用 数学 分 开 。 

库 朗 的 预言 正在 变 成 现实 。 因 为 数学 机 梅 的 建立 就 有 利于 纯 
数学 , 而 最 好 的 应 用 成 第 现在 都 是 电子 工程 , 计算 机 、 生物 学 , 物 
理学 ,化 学 和 天 文学 方面 的 科学 家 做 出 的 ,正如 格 列 佛 在 往 飞 品 * 
之 行 中 所 见 到 的 数学 家 们 那样 , 纯 数 学 家 们 生活 在 瞪 空 的 岛 上 。 他 
们 把 地 球 上 的 社会 问题 推 给 别人 。 这 些 人 也 许 会 在 前 人 为 这 门 学 
科 所 提供 的 空气 中 呼吸 上 一 阵子 , 但 他 们 最 终 注 定 要 消失 在 真空 
中 





E (Talleyrand) 兽 指 出 , 理想 主义 者 无 法 持久 ,除非 


+ 飞 岛 , 拉 普 他 岛 (Lapuia) .* 格 列 佛 游记 3 中 的 -个 飞 岛 ， 蜗 上 居民 邓 幻 想 而 不 
SRE. 一 一 译注 
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他 是 一 个 现实 主义 者 ， 而 现实 主义 者 也 无 法 持久 ， 除 非 他 是 一 个 
理想 主义 者 。 这 句 话 用 于 数学 ， 就 是 要 把 实际 问题 理想 化 ， 进 行 
抽象 研究 ,同时 理想 主义 者 的 工作 如 果 脱 离 现 实 是 不 会 长 久 的 。 数 
学 家 们 噬 要 脚踏实地 ， 又 要 高 瞻 远 瞩 。 在 抽象 概念 与 具体 问题 的 
相互 作用 中 才 会 产生 出 有 生命 的 、 重 要 的 数学 。 数 学 家 也 许 喜欢 
CAT HR SEN es MRS LAH AE E AR 
SE RR. RRS RP SR. A 
不 能 只 人 靠 茶点 过 活 ， 他 还 需要 内 和 土豆 〈 现 实 问题 ) 做 为 基本 营 
养 品 。 

危险 在 于 人 们 过 冤 地 注重 人 为 的 问题 ， 如 果 照 目前 这 种 强调 
纯 数 学 的 趋势 发 展 二 去 ,那么 未 来 的 数学 将 不 再 是 原来 人 们 所 锥 
尝 的 数学 ， 它 只 是 徙 有 虚名 而 已 。 数 学 是 一 个 卓越 的 创造 ， 其 卓 
越 处 在 于 人 的 思维 能 力 ， 它 能 就 复杂 而 看 似 神秘 的 自然 现 罕 建立 
其 可 被 理解 的 模型 ， 从 而 给 人 以 启迪 与 力量 。 

然而 , 个 人 有 选择 自己 道路 的 自由 。 荷 马 在 《奥德赛 》 中 讲 : 
“不 同 的 人 有 不 同 的 快乐 方法 。” 一 个 世纪 后 ,诗人 阿 基 罗 克 胡 斯 
也 说 :“ 每 个 人 都 按 自 己 的 方式 使 自己 快乐 .” 哥 德 同 梓 认为 :“ 对 
个 人 面 言 ， 投 身 于 有 吸引 力 的 ， 对 自己 有 益 的 职业 是 每 个 人 的 自 
由 .但 他 又 补充 道 :“ 对 于 人 类 而 言 ,合适 的 研究 是 研究 人 本 身 。” 
在 这 里 我 们 可 以 解释 为 : 对 数学 家 而 言 ， 合 适 的 研究 就 是 研究 自 
和 的。 正如 培根 在 他 的 《新 工具 》 中 所 说 ,“ 科 学 真正 的 、 合 理 的 目 
的 就 是 赋 子 人 类 生活 以 新 的 创造 和 财富 。 

AE. RTM. TART RARER. AS 
REREH, FRAME SAH. MEA 
着 正确 自 标的 数学 和 那些 以 满足 个 人 自 的 与 一 时 之 兴 为 自 标的 数 
学 之 间 的 差异 ， 是 有 意义 的 数学 和 无 意义 的 数学 之 间 的 差异 ， 是 
重要 的 和 和 无足轻重 的 数学 之 间 的 差异 ， 是 充满 生机 活力 的 数学 和 
死 气 沉 沉 的 数学 之 间 的 差异 。 
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第 十 四 章 ”数学 向 何 处 去 


BA A, OR i 
一 -帕斯卡 


数学 家 们 在 试图 决定 什么 是 真正 的 数学 ， 以 及 在 进行 新 的 数 
学 创造 时 ， 应 当 以 什么 和 帮 为 基础 ， 其 困惑 与 日 俱 增 。 我 们 前 面 的 
长 篇 大 论 揭 示 出 数学 当前 的 困难 处 境 ， 巷 至 连 数学 家 们 的 唯一 安 
感 ， 即 数学 对 科学 的 巨大 适应 性 ， 也 不 复 存 在 了 。 因 为 大 多 数 数 
学 家 已 经 放弃 了 了 应用， 进退维谷， 何去何从 ? 数 党 家 们 还 指望 什 
4? 数学 的 本 质 又 是 什么 ? 

首先 ， 让 我 们 亲 顾 一 下 数学 是 如 何 落 到 这 步 田地 ， 其 中 根本 
性 的 间 题 又 是 什么 。 最 时 创建 数学 的 埃及 和 巴比伦 数学 家 根本 不 
会 有 能 力 预 见 到 他 们 会 建立 一 个 什么 样 的 结 枸 ， 因 此 他 们 没有 打 
下 一 个 坚实 的 基础 ， 而 是 直接 建立 在 地 而 上 。 那 时 ， 地 表 看 起 来 
似乎 就 提供 了 一 个 可 千 的 基础 ,他 们 用 来 建造 数学 大 厦 和 的 材料 , 即 
关于 数学 和 几何 图 形 的 捉 实 ， 取 自 关于 土地 的 ~- 些 简单 经 验 。 现 
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在 我 们 对 术语 几何 ， 昌 土地 测 共 的 不 断 使 用 就 点 出 了 数学 的 这 个 
HE. 

就 像 GER. EMAAR MRM, Men 
上 随意 添加 东西 则 更 加 危险 。 占 希腊 人 人 不仅 看 到 了 这 种 危险 ， 而 
且 也 进行 了 必要 的 重建 ， 他 们 采用 了 两 种 方法 。 头 一 种 方法 是 选 
一 块 坚实 的 地 面 ， 大 厦 就 建 在 其 上 ， 这 块 坚实 地 面 就 是 居于 空间 
和 正 整 数 的 自明 真理 。 第 二 种 方法 是 把 钢筋 如 入 框架 之 中 ， 这 些 
钢筋 就 是 数学 大 厦 结 构 中 每 -部 分 的 演绎 证 明 。 

在 古 希 腊 时 代数 学 发 展 的 范围 内 ， 数 学 的 结构 〈 主 要 由 欧 几 
里 得 几何 构成 ) 被 证 明 是 稳 回 的 。 暴 露出 的 一 个 缺陷 是 ;考虑 一 
个 直线 段 ， 比 如 说 -个 直角 边 为 一 个 单位 长 的 等 肋 直 角 三 角形 的 
斜 边 ， 它 的 长 度 是 V3 个 单位 。 因 为 希腊 人 只 承认 正 整 数 ， 不 会 
接受 v2 这 样 的 怪物 。 他 们 通过 排斥 无 理 数 , 通过 放弃 给 线段 . 面 
积 和 体积 赋 了 数值 的 想法 摆脱 了 这 种 困境 。 内 此 ， 除 了 整数 和 可 
以 归 入 几何 学 结构 的 那些 以 外 ， 他 们 对 算术 和 代数 的 发 展 没有 什 
ARE. 确实 , 亚 历 由 天 里 亚 时 期 的 希腊 人 ,区 其 是 阿 基 米 得 , 确 
实 使 用 过 无 理 数 ， 但 是 这 些 并 没有 归 入 数学 的 逻辑 结构 之 中 

印度 人 和 阿拉 怕人 为 数学 大 大 增加 了 新 的 一 层 ， 但 他 们 对 大 
厦 的 稳固 性 却 充 耳 不 闻 。 首 先 ， 大 约 在 公元 600 年 ， 印 度 人 引入 
了 负数 。 接 着 ， 不 像 希 腊 人 那样 挑 易 的 印度 人 和 阿拉 们 人 不 仅 接 
受 了 无 理 数 甚至 还 摘出 了 一 套 关于 它们 的 运算 规则 .文艺 复兴 时 
期 的 欧洲 人 在 最 初 接受 希腊 人 人 、 印 度 人 和 阿拉 伯 大 的 数学 时 还 车 
缩 不 前 ， 然 而 ， 科 学 需要 胜 过 一 切 ， 欧 洲 人 克服 了 他 们 对 数学 逻 
辑 上 的 合理 性 的 焦虑 。 

通过 扩展 关于 各 种 数 的 数学 ， 印 度 估 、 阿 拉 伯 人 和 欧洲 人 为 
数学 大厦 建造 了 一 层 又 一 导 : 复数 ， 各 种 代数 ， 微 积分 ， 微 分 方 
程 ， 微 分 几何 以 及 许多 的 学 科 。 然 而 ， 他 们 用 直觉 和 物理 论据 构 
成 鸡 本 质 栋梁 取代 了 钢筋 ， 但 这 些 材 料 被 证 明 不 塔 重负 ， 而 墙 上 
裂缝 已 开始 出 更. 到 1800 年 , 数学 大 厦 再 诬告 危 , 数学 家 们 又 赶 
紧 用 钢筋 来 普 换 本 头 。 
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当 数 学 大 厦 的 上 层 建 筑 得 以 加 强 之 时 ， 其 基础 一 一 希腊 人 所 
选 定 的 公理 一 一 却 开 始 旨 陷 。 非 欧 几 何 的 发 明 揭示 出 欧 几 里 得 几 
何 公理 并 非 真 正 坚实 的 土地 ， 只 不 讨 在 表面 看 起 来 似乎 坚实 ， 非 
欧 儿 何 的 公理 也 是 如 此 。 数 学 家 们 过 去 认为 的 自然 的 真实 性 一 一 
他 们 程 信 他 们 的 头脑 会 对 这 种 认识 给 出 成 功 的 证 明 - . 也 被 证 明 
为 不 可 靠 的 感觉 。 更 添乱 子 的 是 ， 新 的 代数 学 的 创立 使 得 数学 家 
们 意识 到 数字 的 特性 比 几 何 的 特性 并 不 更 真实 一 些 。 这 样 ， 整 个 
数学 大 厦 包 括 算术 太 其 扩充 : RASH ET. 现在 ,高 
管 入 云 的 数学 大 厦 面 临 着 即将 崩 当 和 沉 入 沼泽 中 的 危险 。 

为 使 数学 大 厦 免 于 倾覆 ， 就 得 采取 强 有 力 的 措施 ， 数 学 家 接 
受 了 这 个 挑战 。 很 清楚 ， 设 有 能 把 数学 建 子 其 上 的 坚实 土地 ， 因 
为 自然 界 看 起 来 坚实 的 地 面 已 被 证 明 是 骗 人 的 。 但 也 许 能 通过 建 
立 另 一 种 类 型 的 坚实 基础 来 使 大 大 变 得 稳固 ， 这 包括 精心 措 词 的 
定义 ， 一 整套 的 会 理 和 所 有 结论 的 精确 证 明 ， 而 无 论 赁 直觉 看 来 
它们 是 多 么 地 明显 ， 还 须 用 逻辑 上 的 祖 容 性 取代 真实 性 。 各 种 理 
论 相 互 之 间 应 该 紧密 衔接 ， 这样 整 个 大 厦 将 会 稳 如 泰山 《 见 第 七 
章 )。 通 过 19 世纪 后 期 的 公理 化 运动 ， 数 学 家 们 似乎 拥有 了 一 座 
稳固 的 大 厦 。 因 此 ， 虽 然 数 学 事实 上 已 经 失去 其 基础 ， 数 学 却 又 
一 次 度 过 了 难关 。 . 

不 幸 的 是 ,这 种 新 结构 的 基础 所 用 的 水 泥 并 没有 很 好 地 固化 ， 
建造 者 并 不 保证 其 坚固 性 . 当 集合 论 的 巴 盾 暴露 出 来 后 ， 数 学 家 
们 认识 到 他 们 的 工作 面临 一 个 更 严峻 的 和 危机。 当然 ， 他 们 不 打算 
AF eM, SILAS AREA, AA ERM A 
推理 所 选 定 的 基础 ， 很 明显 ， 只 有 重建 全 部 基础 才能 挽 大 厦 于 将 
倾 。 在 重建 后 的 数学 基础 上 ， 尺 辑 和 数学 公理 都 必须 加 强 ， 因 而 
建造 者 们 决定 将 基础 打 得 更 深 些 。 不 幸 的 是 ， 在 以 什么 方式 ， 在 
什么 地 方 加 强 基 础 这 一 点 上 ， 他 们 没 能 达成 一 致 。 每 个 入 都 认为 
自己 能 确保 坚实 性 ， 每 个 人 都 想 按 自己 的 方式 重建 。 结 果 是 产生 
了 一 片 既 谈 不 上 半 然 ， 又 无 坚实 基础 ， 无 规 无 抵 ， 四 处 展 翼 的 危 
房 ， 每 一 翼 都 自称 数学 的 了 唯 BRE, SABRE 
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我 们 年 少 的 时 候 肯 定 读 过 七 个 盲人 和 大 象 的 故事 ， 每 个 人 摸 
到 了 和 象 的 不 同 部 分 ， 由 此 得 出 了 自己 关于 大 蒙 的 结论 。 数 学， 也 
许可 以 说 是 一 种 比 天 蒙 更 优美 的 结构 ， 对 于 从 不 同 角 度 观 察 它 的 
基础 建造 者 米 说 ， 星 示 出 不 同 的 知识 体系 。 

因此 , 数学 发 展 到 了 这 样 一 个 阶段 , REM. 直 党 主义 、 形 
式 主义 和 和 集合 论 公理 化 主义 , 嘟 一 种 可 以 被 台 适 地 称 之 为 数学 ,人 
TEACA., 而且， 每 一 种 数学 结构 都 有 某 种 程度 上 截然 不 同 的 
上 层 建筑 .因此 , 直 党 主义 者 在 他 们 应 该 接受 什么 作为 基本 的 、 合 
理 的 直觉 问题 上 意见 不 一 至 仅仅 只 有 整数 还 是 也 包括 一 些 无 理 
数 ? 排 中 律 只 适用 于 有 限 集合 还 是 也 可 用 于 可 数 集 ? 还 有 构造 性 
方法 的 概念 问题 。 逻 加 主义 者 则 单一 地 依赖 逻辑 ， 而 且 对 于 可 约 
性 公理 、 选 择 公理 及 无 穷 公理 还 怀 有 疑 讶 。 集 合 论 公理 化 主义 者 
则 可 以 沿 几 个 不 同方 向 中 的 任 一 个 前 进 ， 这 取决 于 他 们 对 选择 公 
理 和 连续 统 假设 的 取舍 。 甚 至 形式 主义 者 也 能 遵循 不 同 的 路 径 , 其 
中 一 些 有 别 于 将 用 于 建立 相符 性 的 元 数学 原理 。 希 尔 伯 特 所 但 导 
的 有 穷 性 定理 不 足以 证 明 妈 使 是 一 阶 谓词 的 相 容 性 ， 园 不 用 说 去 
建立 希 尔 伯 特 的 形式 数学 系统 的 相 容 性 了 ， 困 此 ， 用 到 了 非 有 穷 
的 方法 ( 见 第 十 二 章 )。 还 有 ,在 希 尔 伯 特 所 界定 的 范围 内 , EP aR 
尔 证 明 尾 何 有 意义 的 形式 系统 都 包含 不 可 判定 的 命题 。 它 们 是 独 
立 于 公理 之 外 的 ， 我 们 可 以 以 这 样 的 命题 或 者 它 的 反 命题 作为 补 
充 公 理 。 然 而 ， 在 完成 了 这 种 选择 后 ， 按 可 德尔 的 结果 ， 这 全 扩 
大 了 的 系统 仍 包 售 不 能 判定 的 命题 ,因而 又 可 以 再 进行 一 次 选择 。 
事实 上 这 个 社 程 可 以 无 限 进行 下 去 。 

敢 辑 主义 者 、 形 式 主义 者 和 集合 论 公理 化 主义 者 都 依赖 于 公 
理化 的 基础 。 在 本 世纪 头 几 十 年 中 ， 这 种 基础 被 拥 为 建立 数学 的 
可 以 选用 的 基础 。 但 是 哥 德 尔 的 理论 表明 ， 没 有 一 个 公理 体系 可 
以 包含 属于 任何 一 种 结构 的 所 有 真理 , BY A ET AE eR 
明 每 一 个 体系 包 合 的 真理 比 预 计 的 要 多 。 只 有 直觉 主义 者 才能 不 
在 乎 公理 化 的 方法 所 提出 的 问题 。 
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所 有 这 些 关 于 哪个 基础 最 好 这 一 问题 的 不 一 致 和 不 确定 性 以 
及 缺乏 相 容 性 约 证 明 ， 就 像 达 摩 下 里 斯 之 剑 “一 样 晤 在 数学 家 头 
E. 无论 一 个 人 接受 哪 种 数学 哲学 ， 他 都 冒 着 自 相 开拓 的 危险 。 
对 数学 大 厦 这 几 种 相互 抵触 的 方法 揭示 了 这 样 一 个 主要 事 
实 : 不 是 只 有 一 种 而 是 有 很 多 种 数学 ， 数 学 这 个 词 应 从 多 种 意义 
上 进行 理解 , 也 许可 用 于 任何 一 种 方法 .哲学 家 尖塔 亚 那 George 
Santayana) 曾经 说 过 ,“ 不 存在 什么 上 帝 ,， 上帝 也 蚌 凡 夫 俗 子 .” 今 
天 ， 人 们 可 议 说 ， 不 存在 这 样 -种 被 普遍 接受 和 的 科学 ， 而 希腊 人 
ERREF. 事实 上 ， 数学 家 现在 所 面 对 约 选择 多 样 性 可 以 用 雪 
莱 约 诗 旬 来 描述 : 
6%, 
HE Kk ERR Feb 
思维 之 曙 究 况 栖 身 何 方 。 
很 显然 ， 我 们 还 得 生活 在 可 预见 的 未 来 ， 其 中 对 所 需要 的 数学 是 
什么 并 无 定论 。 
关于 什么 是 真正 的 数学 ， 有 许多 截然 不 同 的 观点 。 如 何 使 它 
们 一 致 起 来 的 任何 希望 一 最 起 码 也 庇 使 得 关于 什么 是 合适 的 数 
学 发 展 方向 这 一 问题 的 众多 观点 相互 调和 一 一 在 于 看 清楚 是 什么 
间 题 迫使 数学 家 们 接受 不 同 观 点 ,最 基本 的 问题 是 什么 是 证 明 , 然 
后 是 对 于 这 一 问题 不 同 观点 的 后 果 , 在 什么 是 合理 的 数学 土 也 有 
些 不 一 致 。 
数学 证 明 曾 被 认为 应 该 总 是 一 个 清晰 明确 .无 可 辩 联 的 过程 。 
确实 , 这 一 点 已 被 忽略 了 几 个 世纪 ( 见 第 五 一 八 章 ), 但 数学 家 们 
总 体 来 说 还 是 知道 这 一 事实 的 。 概 念 就 摆 在 那里 ， 它 一 直 是 数学 
家 们 或 多 或 少 有 意识 坚持 的 标准 和 范例 。 
是 什么 引起 人 们 对 证 明 过 程 的 关注 ， 甚 至 子 互相 矛盾 呢 ? 过 
去 的 馆 辑 观点 被 普遍 接受 了 两 千年 ， 其 中 由 亚 里 士 多 德 所 限定 的 
各 种 原理 都 是 绝对 真理 。 长 时 期 的 似乎 可 车 约 应 用 使 人 人们 对 其 正 





* BETERE Wa AEG, -一 译注 


320 WS. MEHER 





BOE KE. GERE RIEA ERANA E e RE AILE 
得 几何 会 理 一 样 ， 都 是 经 验 的 产物 。 固 此 他 们 对 什么 是 合理 的 原 
理 开 始 感到 不 安 . 这 样 直 党 主义 者 觉得 应 该 限制 排 中 律 的 应 用 ,如 
果 过 去 没有 证 明 逻 辑 原 理 是 不 变 的 ， 我 们 还 会 认为 班 在 正确 的 原 
理 将 来 也 一 定 如 此 吗 ? 

在 逻辑 学 派 创 始 后 ,提出 了 关于 证 明 的 第 二 个 语 题 ， 她 辑 原 
理应 该 包括 什么 ? 虽然 罗素 和 怀特 海 豪 不 犹 移 地 在 他 们 的 《数学 
原理 》 首 版 中 引入 了 无 穷 公理 和 选择 公理 ， 他 们 后 来 还 是 理 所 当 
然 地 退缩 了 。 他 们 不 仅 承 认 了 惧 辑 原理 不 是 绝对 的 真理 而 且 承 认 
了 这 两 个 公理 不 是 逻辑 公理 。 在 《原理 》 的 第 二 版 中 ， 开 头 就 疫 
有 列 出 这 两 个 公理 ， 而 需要 用 它们 来 证 明 一 些 定 理 的 地 方 都 特别 
地 指 了 出 来 。 

除了 关于 什么 是 可 接受 的 逻辑 原理 这 一 向 题 的 不同 观 点 之 
外 , 馆 辑 本 上身 能 有 多 大 用 处 这 一 问题 也 在 和 争论 之 中 。 我们 知道 , E 
辑 学 家 们 坚决 主张 逻辑 足以 满足 全 部 数学 的 需要 ， 然 而 ， 就 像 刚 
提 到 的 那样 ,他们 后 来 在 无 穷 公理 和 选择 公理 的 问题 上 含糊 其 苹 。 
形式 主义 者 认为 只 有 让 辑 是 不 够 的 ， 为 了 葛 定 数学 的 起 础 ， 还 得 
在 多 辑 公理 中 加 入 数学 公理 。 集 合 论 公理 化 主义 者 则 对 净 辑 原理 
漫不经心 ， 有 些 人 黄 至 不 愿 提 及 它们 。 原 理 上 的 直觉 主义 者 干脆 
省 略 了 逻辑 。 

还 有 一 个 问题 是 存在 的 概念 。 例 如 ， 证 明 每 个 多 项 式 方程 宇 
少 有 一 个 根 的 过 程 就 建立 了 一 个 存在 定理 。 任 何 证 明 ， 如 果 是 相 
容 的 ， 就 可 以 为 逻辑 主义 者 、 形 式 主义 者 和 和 集合 论 公理 化 主义 者 
所 接受 。 然 而 ， 即 使 一 个 证 明 不 用 排 中 律 ， 它 也 不 会 给 出 计算 存 
在 量 的 方法 ， 因 此 ， 这 种 存在 性 证 明 对 直觉 主义 者 来 说 是 难以 接 
SH. 直觉 主义 者 也 不 愿意 接受 超 穷 基数 和 超 窃 序 数 ， 因 为 它们 
对 人 的 直觉 来 说 并 不 明显 ， 而 且 也 不 能 在 直觉 主义 者 的 构造 性 或 
可 计算 性 意义 上 得 到 。 这 是 关于 什么 构成 存在 这 一 问题 的 不 同 标 
准 的 又 一 个 例子 。 这 个 问题 ， 即 在 什么 意义 上 不 仅 个 体 ， 比 如 说 
一 个 方程 的 一 个 根 的 存在 ， 而且 整个 数学 的 存在 是 个 极 重 要 的 问 
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题 ， 在 本 章 的 后 面 还 要 详 加 讨论 。 

对 什么 是 合理 的 数学 这 一 问题 的 关注 起 源 于 另 一 个 原因 。 什 
么 是 可 接受 的 数学 公理 ? 一 个 典型 的 例子 是 我 们 是 否 使 用 选择 公 
理 。 在 这 个 问题 上 ， 数 学 家 们 进退 维 各 。 不 用 它 或 者 否定 它 就 意 
味 着 放弃 数学 中 的 大 部 分 : 而 用 它 呢 ， 则 不 仅 导 致 自 相 矛盾 而 且 
还 会 导致 直觉 上 不 合理 的 结论 〈 见 第 十 二 章 )。 

数学 家 们 无 力 证 明 数 学 的 相 穿 性 下 污 了 数学 的 理想 。 了 矛盾 不 
期 而 明 ， 虽 然 它 们 都 或 多 或 少 用 可 以 接受 的 方法 解决 了 ， 但 新 矛 
盾 还 会 出 现 的 危险 使 得 一 些 数 学 家 怀疑 为 保证 严密 性 所 付出 的 非 
ABA. 

如 果 数 学 不 是 一 个 独一无二 的 、 严 烙 的 逻辑 结构 ， 那 么 它 是 
什么 呢 ? “EAE ITE RAB RTE. SIE EA 
ARN AAR HR. AREA A SARA AES, A 
统 化 数学 的 演绎 性 结构 ， 数 学 的 直觉 性 就 愈 复杂 。 但 数学 正 是 建 
遗 在 基 种 直觉 之 上 的 ， 这 些 直觉 是 我 们 的 感觉 器 官 、 大 脑 和 外 部 
世界 相 结合 的 产物 。 它 是 一 个 人 为 的 构造 ， 任 何 为 其 导 求 绝对 基 
础 的 尝试 注定 是 要 失败 的 ， 

数学 通过 一 系列 伟大 的 直觉 的 进步 而 发 展 ， 这 种 发 展 后 来 通 
过 不 断 地 修正 错误 ， 建 立 起 在 当时 可 以 接受 的 证 机 。 终 极 的 证 明 
是 不 存在 的 ， 新 的 反例 总 是 会 逐 放 推翻 已 有 的 证 明 。 然 后 这 些 证 
明 就 会 得 到 重 正 ， 并 且 被 错误 地 认为 从 此 可 以 一 劳 隶 逸 了 。 人 得 是 
历史 告诉 我 们 ,这 仅仅 意味 着 对 这 个 证 明 关 键 性 的 徐 验 尚未 来 到 ， 
这 种 检验 常 被 人 们 一 朋 情 愿 地 推迟 。 问 题 不 仅 在 于 挑 错 不 会 得 到 
什么 荣誉 ， 也 在 于 有 理由 质疑 这 个 定理 证 明 的 数学 家 也 许 想 在 他 
自己 的 工作 中 引用 这 个 定理 。 数 学 家 们 秘 关 心 建立 他 们 自己 的 理 
论 面 不 是 找 出 现 有 结果 的 缺陷 。 

有 几 个 学 派 曾 尽力 想 把 数学 纳入 人 类 还 辑 的 范围 之 内 ， 但 是 
直觉 否认 这 种 思想 。 在 译 实 的 基础 上 建立 起 来 的 可 靠 的 、 匹 可 置 
颖 的 一 贯 正 确 的 数学 的 概念 当然 起 源 于 古 希 腊 人 的 梦想 ， 体 现在 
欧 几 里 得 的 成 果 之 中 。 在 二 十 多 个 世纪 之 中 ， 这 种 梦想 - 直 引 导 
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着 数学 家 们 的 思想 ， 但 是 很 显然 ， 数 学 家 被 “鬼才 ” 欧 儿 里 得 误 
导 了 。 

事实 上 ,数学 家 并 不 像 通常 所 认为 的 那样 依 藉 于 严 褚 的 证 明 . 
他 的 创造 对 他 来 说 ， 其 意义 超过 任何 形式 化 ， 这 个 帝 义 髓 了 予 其 创 
造 的 存在 性 和 现实 性 。 从 一 个 公理 结构 中 推导 出 一 个 精确 结果 的 
尝试 在 某 些 方面 是 有 所 帮助 的 ， 但 并 不 能 真正 巩固 其 地 位 。 

直 党 莽 至 比 馆 辑 更 令 人 满意 和 放心 。 当 一 个 数学 家 癌 自 己 为 
什么 某 个 结果 应 站 得 住 脚 时 ， 他 寻求 的 是 一 种 直觉 的 理解 。 事 实 
上 ， 如 果 所 证 出 来 的 结果 没有 直觉 意义 ， 那 么 这 种 严格 证 明 对 他 
来 说 就 一 文 不 值 . 如 果 确 实 是 这 祥 , 他 就 会 非常 挑剔 地 检查 证 明 ， 
如 末 证 明 看 来 是 对 的 ,他 才 会 努力 去 找 出 他 自己 直觉 上 的 毛病 .。 数 
学 家 们 总 想 弄 清楚 一 系列 的 演绎 推理 之 所 以 成 功 的 内 在 原因 。 闽 
加 勒 说 过 ;“ 当 一 个 比较 长 的 论证 导出 了 一 个 简单 的 ,惊人 的 结 
后 ， 在 我 们 表明 了 我 们 可 以 预见 的 ， 即 使 不 是 全 部 结果 ， 至 少 也 
是 主要 特征 之 前 ， 我 们 是 不 会 满意 的 。” 

很 多 数学 家 更 是 依赖 于 直觉 。 哲学 家 想 本 华表 达 过 这 样 一 种 
态度 ;“ 为 了 玻 进 数学 方法 , 有 必 守 放弃 那 种 认为 证 明 真 实 性 优先 
于 直觉 知识 的 偏见 。” 帖 斯 卡 创造 了 术语 “几何 精神 ”和 “技巧 精 
tH”, 他 用 前 者 表示 思维 的 力量 和 正确 性 , 例如 强 有 力 的 逻辑 推理 
所 表现 出 来 的 那些 ; 用 后 者 宕 示 思 维 的 广阔， 表示 看 得 更 深 、 更 
远 的 能 力 。 对 于 帕斯卡 而 言 ， 妈 使 在 科 学 中 ,技巧 精神 也 是 远 在 
逻辑 之 上 的 一 种 思想 水 准 ， 侵 辑 根 本 不 能 与 之 相 比 。 即 使 从 推理 
的 角 购 来 说 ,无 法 理解 的 东西 仍然 可 能 是 直 实 的 。 

很 久 以 前 ， 其 他 数学 家 也 宣称 过 直觉 的 信念 性 过 逻辑 ， 就 像 
本 了 的 灿烂 光芒 胜 过 月 亮 的 淡淡 清 辉 一 样 。 依 赖 于 基础 性 的 直觉 
和 适度 逻辑 的 币 上 未 尔 评论 道 :“ 我 发 现 对 逻辑 而 言 , 在 谈论 我 们 已 
知 的 东西 或 者 未 知 的 东西 而 不 作 评 价 时 ， 它 的 演绎 推理 和 大 多 数 
规则 是 相当 有 用 的 ”不 管 怎样 , 笛 卡 尔 喜 欢 用 演绎 推理 来 补充 直 
w UPE). 

ARK RCT RR EERE MAR AR RE TE 
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理 肯 定 是 正确 的 ， 有 时 候 只 要 有 迹象 表明 证 明 是 在 在 的 ， 他 们 就 
满 是 了 。 事 实 上 ， 费 马 关 于 数论 的 大 量 经 典 工作 及 牛顿 关于 三 次 
曲线 的 工作 甚至 没有 给 出 一 个 表明 证 明 是 存在 的 暗示 。 自然 ， 数 
学 的 前 进 主要 是 由 那些 具有 超常 直觉 的 人 们 推动 的 ， 而 不 是 由 那 
些 长 于 做 出 严格 证 明 的 人 们 。 
这 么 说 ,证 明 的 概念 不 像 普 遍 认 为 的 那么 重要 ， 虽然 它 在 公 
你 的 头 蔽 中 和 数学 家 们 的 著作 中 显得 那么 突出 ， 这 些 不 同 的 证 明 
标准 ， 互 丰 了 矛盾 的 数学 哲学 的 出 现 ， 引 起 了 人 们 对 证 明 价 值 的 极 
大 怀疑 。 早 在 1928 年 ， 喻 代 就 用 他 一 贯 的 坦率 语气 说 过 : 
严格 说 起 来 ， 根 本 没有 所 谓 的 数学 证 明 ， ……… 
归根 到 底 ， 我 们 只 是 指出 一 些 要 点 ;5 cee FER 
(Littlewood) 积 我 都 把 证 明 称 之 为 废话 ， 它 盘 为 打 
BEAT HARE. ZAHRA 
示 的 图 片 ， 是 激发 小 学 生 柜 象 力 的 工具 。 
对 哈代 来 说 , 证明 只 不 过 是 数学 大 厦 的 门面 而 不 是 其 结构 中 的 
支柱 。 
1944 年 , 杰出 的 美国 数学 家 怀 尔 德 (Raymond L. Wilder) 再 
KEET HE Hei. hk, WEAR A aot 
对 于 我 们 直觉 产物 的 检验 ……。 很 明星， 我 们 不 会 
拥有 而 和 且 极 可 能 永远 不 会 有 任何 一 个 这 样 的 证 明 标 
准 ， 其 独立 于 时 代 ， 独 立 于 所 要 证 明 的 东西 ， 并 由 
SRF A CHAAR ER BA SIR, BaP 
下 ， 明 智 的 做 法 似乎 就 是 承认 ， 一 般 地 来 说 ， 数 学 
中 根本 就 没有 绝对 的 真实 证 明 这 个 东西 ， 而 无 须 考 
虑 公众 会 怎么 想 。 
证 明 的 价值 又 被 怀特 海 在 一 次 题 为 《不 朽 》 的 讲演 中 娠 次 
攻击 : 











秘 辑 被 认为 是 思想 发 展 的 充分 分 析 ， 事 实 上 并 
非 如 出 。 它 是 一 种 绝妙 的 工具 ， 但 它 还 需要 有 一 些 
常识 作者 景 ………… 。 我 的 观点 是 : 哲学 思想 的 最 终 形 
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AACS eee RARER aR ee 
上 。 上 所 谓 精 确 性 本 身 就 是 虚假 的 。 
绝对 严格 的 证 明 以 及 与 空 类 似 的 东西 都 是 捉摸 不 定 的 ， 理 想 
化 的 梳 念 ,“ 在 数学 的 世界 中 没有 它们 天 然 的 栖身 之 地 ”， 什 么 十 
严格 ? 对 此 本 来 就 没有 严格 的 定义 。 一 个 证 明 ， 如 果 被 当时 的 权 
威 所 认可 ， 或 者 是 用 了 当时 流行 的 原理 ， 那 么 这 个 证 明 就 可 为 大 
家 所 接受 。 但 现在 ， 并 没有 一 个 普遍 接 党 的 标准 ， 现 在 不 是 数学 
严密 性 最 辉煌 的 有 时代。 可 以 肯定 ， 过 去 人 们 认为 数学 的 特征 一 一 
从 明确 的 公理 经 过 无 可 辩 台 的 证 明 - 一 如今 已 不 复 存 在 了 。 一 切 
限制 人 们 思维 的 易 雇 性 和 不 确定 性 ， 逻 辑 部 上 有 具备。 肯定 有 人 感到 
惊讶 ， 在 数学 中 ， 我 们 习惯 性 地 做 了 那么 多 基本 假设 却 从 来 没有 
意识 到 。 
哲学 家 尼采 (Nietzsche) 曾 说 过 “玩笑 是 情感 的 幕 志 铭 ”。 数 
学 家 们 为 了 减轻 诅 瑚 的 心情 ， 不 得 不 嘲弄 他 们 的 学 科 中 的 逻辑 。 
“逻辑 证 明 的 优点 不 在 于 强迫 别人 人 相信, 而 在 于 提出 了 怀疑 .证 骨 
告诉 我 伯 何 处 值得 怀疑 .”“ 既 要 尊重 但 又 要 怀 缀 数学 证 明 。 “我 
们 不 再 指望 一 定 要 是 逻辑 的 ,只 要 不 是 非 远 辑 的 ,就 谢 天 谢 地 了 。” 
“多 些 活力 ， 少 一 些 严密 。.” 数 学 家 勒 由 格 ，-- 个 直觉 主义 者 ,于 
1928 年 说 过 :;“ 池 辑 可 以 使 我 们 拒绝 某 些 证 明 , 但 它 不 能 使 我 们 相 
信任 何 证 明 ,” 他 在 1941 年 写 的 一 篇 文章 中 又 说 ， 逻 辑 不 能 用 来 
使 人 信服 , 不 能 产生 自信 , 而 我 们 对 符合 直觉 的 东西 充满 信心 .他 
还 认为 ， 我 们 对 数学 研究 得 越 多 ， 这 种 直觉 就 越 敏 锐 。 
PES EELS PR, eee Ree Zhe 
事 。 在 他 著 的 《数学 原理 》(1903 年 ) 中 ， 他 写 道 ,“ 证 明 的 一 个 
主要 优点 ， 就 是 它 向 我 们 逐渐 灌输 对 所 证 明 的 结果 的 某 种 怀疑 .” 
他 丸 说 ， 人 大 们 堂 试 把 数学 建立 在 一 个 由 没有 明确 定义 的 概念 各 命 
题 所 组 成 的 系统 上 上 ， 正 是 从 数学 的 这 一 本 质 推 知 : 结论 名 以 被 予 
盾 否 认 ， 但 绝 不 会 被 证 明 。 一 切 都 最 终 依 赖 于 直觉 的 理解 。 略 后 
(1906 年 ),， 由 于 当时 悖 论 的 困 拢 ， 他 在 他 的 著作 中 所 说 的 比 他 后 
来 所 做 的 要 正确 得 多 。 当 自 相 矛盾 的 事物 表明 那 时 的 逻辑 证 明 并 
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AER ERT, 他 说 :“ 不 确定 的 因素 总 是 存在 的 ， 就 像 在 天 文学 中 的 
那样 。 在 某 个 时 候 ， 也 许 这 种 不 确定 因素 会 大 大 削弱 ， 但 对 凡人 
来 说 永远 不 犯错 是 不 可 能 的 …… ” 

在 这 些 对 证 明 的 嘲弄 中 ,我 们 也 许可 以 加 上 波 普 (Kartl Pop- 
per), 一 位 杰出 的 数理 逻辑 研究 者 的 话 :“ 对 一 个 证 明 有 三 种 不 同 
层次 的 理解 . 最 低 的 一 层 是 抓 住 了 论据 后 的 喜悦 之 情 ; 其 次 是 再 
现 它 的 能 力 ;， ADRS ieee BeBe Re.” 

散 具 讽刺 意味 的 是 海 维 赛 所 说 的 入 互 蔬 盾 的 观点 。 他 一 贯 瞪 
不 起 数学 家 对 严密 性 的 过 分 关注 :“ 逻 辑 是 不 可 战胜 的 , 因为 要 反 
对 逻辑 还 必须 使 用 你 辑 。” 

SPER AS BK I, 25 年 数学 界 的 中 心 ; 其 领导 人 物 克 莱 
因 尽 管 基 本 上 不 涉及 基础 问题 ， 但 他 看 出 了 关于 数学 发 展 的 一 些 
东西 。 在 他 写 的 《高 观点 下 的 初等 数学 》(1908 年 ) F, FORA Met 
数学 发 展 做 了 如 下 描述 ， 

事实 上 ， 数 学 已 经 长 得 像 棵 大 树 ， 但 它 不 是 从 

最 细 的 根部 开始 生长 的 ， 也 不 是 只 向 上 和 全 长 的 ， 相 

RK, EA, TP RAR. CMR RIG RRR 

Here 。 那 么 ， 我 们 就 能 看 出 ， 数 学 中 的 基础 是 浸 

者 最 终结 局 的 ， 从 另 一 方面 讲 ， 世 没有 一 个 最 初 的 

起 点 。 

虽然 彭 加 勒 属于 一 个 不 大 相同 的 学 派 ， 查 他 也 表示 了 一 个 类 做 的 

WA: 痊 有 完全 解决 了 的 问题 ， 只 有 或 多 或 少 解决 了 的 问题 。 
数学 家 们 一 直 在 崇拜 一 个 金 转 " 一 一 严密、 普遍 接受 的 证 明 ， 
在 所 有 可 能 的 世界 中 都 是 正确 的 一 一 他 们 和 相信 它 就 是 上 帝 。 但 他 
们 现在 意识 到 这 是 个 假 的 神 ， 而 真神 拒绝 显露 真 身 。 现 在 他 们 必 
须 质 问 ， 上帝 是 否 存 在 。 然而, 可 以 发 话 的 摩西 "还 未 露面 , 有 理 








+ 古代 以 色 列 人 尝 拜 的 偶像 。 一 -译注 
oo CE) 中 传说 率领 希 伯 来 人 摆脱 埃及 人 奴 程 的 领 笛 ,犹太 教 的 教义 、 法 典 事 出 
自 其 手 。 一 一 译注 
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HATA. 

还 有 一 些 人 , 如 拉 卡 托 斯 《Imre Lakatos) 对 数学 基础 工作 者 
关于 数学 基础 所 做 的 工作 极 不 耐烦 ， 因 而 严 加 批评 说 ， 如 果 数 学 
最 终 是 麟 直觉， 那 为 什么 我 们 的 研究 工作 可 以 一 直 深 入 下 去 呢 ? 

Am. 我们 为 什么 不 旱 一 点 结 训 这 一 步 呢 ? A 
什么 不 说 “最 终 检 验 一 种 方法 在 算术 中 是 否 可 接受 ， 
必然 等 于 它 在 直觉 中 是 否 有 说 服 方 的 。”…… 为 什么 
不 老实 承认 数学 的 易 店 性 呢 ? AHALERA JRP E 
记 知 识 的 尊严 不 受 冷嘲热讽 的 伤害 ， 而 不 是 自我 其 
骗 地 说 什么 我 们 能 够 悄悄 地 修补 我 们 的 “最 终 ” 直 
觉 的 构造 中 的 最 后 裂 克 呢 ? 

有 个 故事 恰当 地 说 明了 与 证 明 相 对 的 直觉 的 价值 。 故 事 是 这 
EH: 一 个 物理 学 家 在 他 实验 室 的 门 上 挂 了 一 块 马 蹄 铁 ， 一 个 吃 
惊 的 参观 者 间 他 这 有 没有 给 他 和 他 的 工作 带 来 好 运 ,“ 没 有 ”， 这 
个 物理 学 家 回答 说 ,“ 我 不 搞 迷 信 ， 但 这 样 似乎 有 点 用 。” 

J if (Arthur Stanley Eddington) 曾 说 过 , “证明 是 数学 家 
自己 折磨 自己 的 幽 黄 。” 为 什么 他 们 还 继续 这 么 全 呢 ?我 们 不 妨 问 ， 
如 果 他 们 知道 他 们 的 学 科 不 再 是 相 容 的 ， 尤 其 是 他 们 如 果 和 不 能 再 
就 什么 是 正确 的 证 明 运 成 一 致 ,那么 他 们 强调 锥 理 又 有 什么 用 呢 ? 
他 们 真 该 对 严密 性 漠不关心 吗 ? 举 起 手 认输 ， 并 且说 作为 一 个 体 
系 完好 的 数学 只 是 一 个 幻觉 ? 他 们 难道 该 放弃 演绎 证 明 ， 而 只 求 
助 于 使 人 信服 的 、 直 觉 上 合理 的 论证 吗 ? 毕竟 ， 自 然 科 学 中 用 了 
这 样 的 讨论 ， 甚 至 于 他 们 在 使 用 数学 的 地 方 也 不 太 在 意 数 学 家 们 
对 严密 性 的 热情 。 弃 而 舍 之 不 是 可 取 的 路 ， 任 何人， 只 要 看 到 了 
数学 对 人 类 思想 的 贡献 就 第 不 会 牺牲 证 明 的 概念 。 

我 们 必须 承认 逮 辑 也 有 一 定 的 作用 。 如 果 直 觉 是 主人 ， 还 辑 
是 仆人 ，、 那 么 这 个 仆人 对 主人 有 一 定 的 影响 力 ， 它 制约 着 如 同 无 
弓 之 马 的 直觉 。 虽 然 直 觉 确实 起 着 主要 的 作用 ,但 它 也 会 导致 太 
一 般 化 的 结论 ， 所 需 的 适当 的 限制 条 件 由 雏 辑 来 施加 。 直 觉 把 说 
慎 抛 入 云 肯 ， 而 逻辑 则 教 人 要 有 节制 。 确 实 ， 对 有 罗 辑 的 坚持 通常 
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a Se ARS AEAEE, CR A AR AS A A ESE 
—FPRREIIRM Ai. PRA RE MARA. Baa 
JHE TTS AB ES FoR. AY A fa ES AE TT 
TLE. 

He RES SEA. 在 19 世纪 的 绝 天 部 分 时 间 中 , 包 
括 严 窒 性 葛 基 人 柯 西 在 内 的 数学 家 们 认为 一 个 连续 函数 必 有 导 
数 ， 但 是 维尔 斯 特 拉 斯 给 出 了 一 个 无 处 可 导 的 连续 郴 数 而 震惊 数 
学 界 。 这 样 的 函数 过 去 不 能 现在 也 不 能 为 直 常 所 接受 ， 数 学 推理 
不 仅 补充 直觉 一 一 确认 或 校正 它 ， 而 且 还 能 偶尔 地 超过 它 。 

数学 椎 理 在 数学 中 的 作用 也 许可 以 用 一 个 比喻 说 得 更 清楚 
些 。 假 设 有 一 个 农夫 在 荒野 中 图 了 一 片 地 ， 准 备用 来 耕种 。 伍 他 
注意 到 四 周 的 树林 里 有 妓 兽 出 没 ， 随 时 都 有 可 能 袭击 他 ， 因 此 他 
REPARA. RRT. TESSERATI KEERN 
各 的 土地 的 树 灯 中 。 这 个 过 程 没 完 设 了 地 进行 下 去 ， 农 夫 开 出 了 
REREH, HFS MRA. PRAM THA 
WE? 最 起 码 ， 当 他 开 的 地 越 大 ， 野 兽 被 赶 得 越过 时 ， 只 要 做 在 地 
中 央 耕 种 ， 伍 就 越 安 全 。 同 样 的 ， 当 我 们 用 迎 辑 解决 一 个 又 一 个 
基础 问题 之 后 , 我 们 使 用 数学 的 核心 的 安全 性 就 越 大 .。 换 句 话 说 ， 
证 明 保 证 了 我 们 相对 安全 。 如 果 我 们 能 证 明 某 个 理论 是 建立 在 关 
于 数 和 用 柯 图 形 合理 叙述 的 基础 上 《 它 比 那些 证 明 结 果 在 直觉 上 
更 易于 接受 ), 我 们 就 能 确保 其 正确 性 。 用 剑 尔 德 的 话 来 说 , 证明 
是 我 们 对 于 由 我 们 的 直 党 所 提出 的 思想 的 给 验 过 程 ， 

不 幸 的 是 ,一 代 人 给 出 的 证 明 在 下 代 人 眼中 总 是 错误 的 。 就 
像 一 流 的 美国 数学 家 穆 尔 (E. H. Moore) 时 在 1903 年 就 说 过 的 
那样 , “包括 钦 辑 和 数学 在 内 的 所 有 科学 , 都 是 时 代 的 产物 一 一 这 
里 指 理想 中 的 各 种 科学 以 及 它们 的 成 就 .”“ 当 时 的 苔 恼 就 够 人 受 
了 。” 今 无 , 证 明 的 概念 还 取决 于 人 们 坚持 什么 思想 学 派 。 MR 
个 证 明 在 可 以 看 到 的 范 轧 内 ,不 涉及 牙 盾 而 且 在 数学 上 是 有 用 的 ， 
那么 怀 尔 德 也 就 心满意足 了 。 例 如 ， 他 会 把 连续 统 假设 当成 公理 
使 用 。 他 批评 多 种 思想 流派 的 分 野 降低 了 证 明 的 重要 性 。 那 些 人 
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恪守 一 种 流派 教条 而 排斥 其 他 ， 不 就 类 似 那些 宣称 自己 代表 了 真 
正 的 上 帝 而 排斥 其 他 教派 的 宗教 分 子 吗 ? 

我 们 现在 被 追 接受 一 个 这 样 的 事实 : 没有 所 谓 的 绝对 证 明 或 
者 普 壳 接受 的 证 明 。 我 们 知道 ， 如 果 我 们 对 我 们 在 直觉 基础 上 接 
受 的 论述 有 疑问 ， 那 么 我 们 只 有 接受 直觉 基础 上 的 其 他 论 述 ， 才 
能 证 明 它们 。 如 果 我 们 不 打算 陷入 自 相 予 擂 或 者 其 他 未 克服 的 困 
难 之 中 ， 我 们 就 不 能 对 这 些 终 极 的 直觉 过 分 深 钻 ， 因 为 其 中 有 一 
些 就 是 逻辑 方 而 的 问题 .大约 1900 年 , 著名 的 法 国 数学 家 阿达 马 
说 过 :“ 数 学 中 严密 性 的 目的 只 是 承认 和 整理 直觉 的 成 果 .” 我 们 
已 不 能 再 接受 这 样 的 独断 了 .。 还 是 魏 尔 说 的 更 为 恰当 :“ 还 辑 是 数 
学 家 用 来 保持 他 思想 健康 强壮 的 卫生 手段 ,” 证 明确 实 起 到 了 一 定 
的 作用 ， 它 减 小 了 矛盾 出 现 的 危险 。 

我 们 必须 认识 到 绝对 的 证 明 只 是 个 目标 而 不 是 现实 ， 是 一 个 
我 们 所 追求 但 很 可 能 永远 达 不 到 的 目标 ， 它 可 能 只 不 过 是 一 直 为 
AAT) BES tn ak SE OR FE) a ARER S A bR 
我 们 已 有 ， 但 却 没 打算 加 以 完善 的 东西 。 我 们 从 证 明 的 历史 中 得 
到 的 教训 就 是 即使 我 们 追求 的 是 一 个 达 不 到 的 目标 ， 我 们 仍 能 
像 过 去 的 数学 家 一 样 ， 取 得 辉煌 的 成 就 。 那 么 如 果 我 们 改变 对 等 
数学 的 态度 ， 尽 管 我 们 的 幻想 破灭 了 ， 我 们 仍 会 更 乐于 探索 这 门 
学 科 。 

这 种 认识 一 一 直觉 在 保证 数学 真实 性 上 起 了 基础 性 的 作用 ， 
而 证 明 起 了 支撑 的 作用 一 一 表明 在 更 大 的 意义 上 ， 数 学 走 了 一 个 
大 男 圈 。 这 门 学 科 从 直觉 与 经 验 的 菇 础 上 开始 发 展 ， 后 来 ,证明 
成 了 希腊 人 的 自 标 , 直到 19 tti, 才 又 幸运 地 回 到 出 发 点 。 这 似 
乎 晚 了 点 ， 但 是 追求 极端 严密 性 的 努力 却 突然 把 数学 引 人 了 死 硼 
Al. 就 像 一 只 狗 追 逐 自 己 的 尾巴 一 样 ， 逻 辑 打败 了 它 自己 。 帕 斯 
卡 在 他 的 《感想 录 》 中 说 得 好 :,“ 理 性 所 走 的 最 后 一 步 就 是 承认 有 
无 穷 多 的 事物 超出 了 其 认识 范围 .” 

康德 也 章 认 理性 的 局 限 。 在 他 的 《纯粹 理性 批判 中， 他 说 ， 

我 们 所 具有 的 理性 都 非常 奇特 ， 空 总 是 被 一 些 
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FRAN AAR a, 因为 这 些 问题 源 于 理性 的 

本 质 ， 所 以 也 是 无 法 回 管 的 ， 它 们 超出 了 人 类 理性 

的 能 力 。 
或 者 按 乌 纳 穆 诺 (Miguel de Unamuno) 在 《大 生 的 非 剧 已 情 》 中 
所 说 的 ,“ 理 性 的 最 高 成 就 是 引起 了 人 们 对 其 有 效 性 的 怀疑 .” 

魏 尔 对 于 逻辑 所 起 的 作用 更 为 斐 观 。1940 年 他 说 过 ,“ 尽 管 ， 

或 者 说 因为 ,我 们 具有 深刻 的 油 察 力 ， 今 天 我 们 却 比 以 往 任何 时 
收 痢 不 能 确定 数学 应 建立 在 什么 样 的 终极 基础 上 。”1944 年 , 他 详 
WBE: 





数学 的 终极 基础 和 终极 意义 这 一 问题 尚未 解 
决 ,我 们 不 知道 沿 着 什么 方向 上 可 以 找到 最 终 管 案 ， 
或 者 甚至 于 不 知道 是 否 有 希望 得 到 一 个 最 终 的 、 客 
观 的 答案 。“ 数 学 化 ” 很 可 能 是 人 大 原始 创造 力 的 一 
项 创造 性 活动 ， 类 似 于 语言 和 音乐 ， 其 历史 观点 天 
认 完 全 客观 的 合理 化 。 

按 魏 尔 所 说 的 , 数学 是 一 种 思维 活动 , 而 不 是 精确 知识 体系 ， 
这 一 点 在 历史 上 看 得 很 清楚 。 基 础 的 理性 构造 和 重建 现在 只 是 对 
历史 的 滑 稀 模仿。 

最 极端 的 观点 是 由 波 普 ， 一 位 著名 的 科学 哲学 家 ， 在 《科学 
发 现 中 的 逻辑 》 中 表述 的 , 数学 推理 永远 不 能 证 实 , 而 只 能 证 盆 ， 
数学 理论 不 能 以 任 柯 方 式 加 以 保证 。 如 困 没 有 一 个 更 好 的 理论 ， 
人 们 就 会 继续 使 用 已 有 的 理论 ， 就 像 在 相对 论 出 现 之 前 的 二 百 多 
年 ， 人 站 一 直 用 牛顿 的 力学 理论 ， 或 者 说 就 像 在 黎 曼 几何 出 现 之 
前 ， 和 人们 一 直 是 用 欧 氏 抑 何 。 但 是 要 确保 正确 性 是 做 不 到 的 。 

历史 支持 这 种 观点 : 没有 固定 的 、 客 观 的 、 唯 一 的 数学 体系 。 
进一步 说 ， 如 果 历 史 具 有 基 种 指导 作用 ， 将 会 不 断 有 新 的 内 容 添 
人 数学 之 中 ， 因 而 呼 噶 新 的 基础 。 在 这 方面 ， 数 学 就 像 任何 一 门 
自 热 科学 。 当 与 先前 的 理论 相抵 触 的 新 现 伙 或 新 的 实验 结果 出 现 
时 ， 就 此 须 修 改 这 些 理论 ， 而 且 必 须 将 这 些 新 现象 、 新 结果 纳入 
其 内 ， 没有 时 限 的 对 数学 真理 的 描述 是 不 可 能 存在 的 。 想 把 数学 
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建造 在 稳固 菇 础 上 的 尝试 都 以 失败 而 告终 ， 从 欧 几 里 得 到 维尔 斯 
特 拉 斯 一 直到 现代 的 基础 学 派 ,不 断 地 试图 提供 一 个 坚实 的 基础 ， 
但 没有 任何 迹象 能 允诺 最 终 的 成 功 。 
这 些 对 直觉 和 证 明 的 作用 的 陈述 表明 了 数学 在 今天 的 最 象 ， 
但 它 并 不 反映 关于 将 来 的 所 有 观点 。 一 群 以 笔名 布尔 巴 基 写 作 的 
数学 家 对 逻辑 重新 加 以 肯定 , 在 《数学 原理 ; (第 一 卷 ) 的 引 论 中 ， 
他 们 评论 道 ; 
历史 地 讲 , 认 为 数学 与 牙 盾 无 络 肯 定 是 不 对 的 ， 
不 自 相 政 盾 是 作为 一 个 要 达到 的 目标， 而 不 是 向 我 
Rea eR, ARE. ARP HE 
起 ， 所 有 对 数学 原音 的 重大 更 改 几 乎 都 是 景 跟 在 一 
些 不 确定 的 时 期 之 后 。 汪 时 ， 了 矛盾 暴露 出 来 而 且 必 
须 加 以 解决 -……* ,经 过 了 25 个 世纪 , 数学 家 们 已 经 
有 了 改正 错误 的 经 验 ， 从 而 看 到 数学 是 更 加 让 富 多 
彩 ， 而 不 是 逐渐 贫 志 ,这 使 他 们 有 权利 安详 地 展望 
RR 
面 对 历 史 也 许 会 有 某 些 安奈 ， 但 是 历史 志 告 诉 我 们 新 的 危机 将 会 
出 现 。 然 而 ， 这 种 前 景 并 未 减少 布尔 巴 基 派 的 乐观 主义 。 
犹 多 涅 ， 法 徊 数学 家 的 领袖 大 物 ， 布尔 巴 基 派 的 一 员 ， 确 信 
出 现 的 次 辑 问 题 总 是 可 以 解决 的 ; 
有 人 可 能 又 会 说 ， 如 果 有 一 天 发 现 数学 是 自 要 
了 矛盾 的 ,我 们 应 知道 是 哪 一 条 规则 导 枚 了 这 个 结果 ， 
然后 我 们 可 以 取消 这 条 规则 或 对 它 进 行 适当 的 修 羽 
从 而 避 竟 这 种 下 盾 。 简 单 地 说 ,数学 将 会 改变 一 下 
方向 但 仍 不 失 为 一 种 科学 。 这 不 全 是 一 利 推 测 ， 在 
发 现 了 不 合理 之 处 后 , 人们 总 是 这 和 公敌 的 ,今天 ,我 
们 把 它 看 作 人 类 精神 的 最 高 胜利 之 一 ， 而 远 不 是 对 
在 毕 达 哥 拉 斯 派 数 学 中 发 现 的 矛盾 的 悲叹 。 
狭 多 湿 有 可 能 又 会 提起 莱 布 尼 访 关于 微 积 分 方法 的 例子 ( 见 第 七 
章 )， 在 接受 了 18 世纪 所 有 对 这 种 方法 的 批评 之 后 ， 非 标准 分 析 
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〈 见 第 十 二 章 ) PEREZ RE RN. 形式 主义 和 集合 论 公理 化 相 容 的 
基础 上 变 得 严格 起 来 了 。 

除了 布尔 巴 基 派 表示 出 对 数学 逻辑 的 修正 拥有 信心 之 外 ， 还 
有 些 数学 家 相信 存在 着 一 种 唯一 的 . 正确 的 .永恒 的 数学 体系 , 虽 
然 它 也 许 不 能 应 用 于 客观 世界 。 他 们 的 观点 是 ， 证 明 的 不 一 致 和 
不 确定 性 源 于 人 类 理性 的 限制 ， 进 一 步 说 ， 估 们 现 有 的 不 一 腹 只 
是 会 被 逐渐 克服 的 暂时 的 障碍 。 

康德 主义 者 是 这 些 人 中 的 一 部 分 ， 他 们 认为 数学 深 深 植 根 于 
人 类 理性 之 中 ， 以 至 于 对 什么 肯定 是 正确 的 不 存在 任何 问题 。 例 
如 ， 哈 密 尔 顿 ， 虽 说 他 发 明 的 这 个 尤物 一 一 四 元 数 一 一 导致 了 对 
算术 的 自然 真实 性 的 质疑 ,但 他 在 1836 年 坚持 非常 类 似 于 笛 卡 尔 
的 见解 。 他 说 : 

代数 和 几何 这 些 纯 数 学 化 的 科学 ， 是 纯粹 理性 
的 科学 ， 其 从 经 验 中 取 之 甚 少 ， 它 是 孤立 的 或 者 至 
> fe BF Sp Bh AE LR e 。 它 出 自 于 我 
们 内心 的 思想 。 拥 有 它们 只 是 我 们 先天 能 力 的 结果 ， 
是 我 们 特有 的 人 性 的 展现 。 l 

B. 一 位 19 计 纪 顶尖 的 代数 学 家 , 在 英国 科学 促进 会 的 一 
次 讲演 中 (1883 年 ) i “Rilo AUR, EDL 
于 某 一 经 验 ， 而且 独 立 于 一 切 经 验 ……。 这 些 认识 是 思维 对 于 经 
验 的 解释 做 出 的 贡献 。” 

Fe PR ARMS BAR HA IL SE I A AR APT 
其 他 人 却 认 为 数学 存在 于 人 以 外 的 世界 之 中 。 存 在 一 个 独立 于 人 
的 数学 真理 的 客观 世界 ， 这 种 信念 可 以 追 淹 至 柏拉图 【 见 第 一 
=), ARAN TAA. 尤其 是 莱 布 尼 获 , 他 区 分 了 理性 真理 和 
事实 真理 ， 前 者 适用 于 所 有 可 能 的 世界 。 最 先 称赞 非 欧 几何 重要 
性 的 高 斯 ， 也 确信 和 数 和 分 析 的 真实 性 〈 见 第 四 章 ) 。 

优秀 的 19 世纪 分 析 学 家 埃 尔 密 特 也 相信 存在 一 个 寄 观 的 数 
学 真实 世界 . 在 给 数学 家 斯 蒂 术 斯 (Thomas Jan Stieltjes) 的 一 封 
信 中 ， 他 说 ， 
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我 相信 ， 数 和 分 析 中 的 函数 不 是 我 们 靖 神 的 任 
意 产物 ， 它 们 柱 我 们 之 外 存在 着 ， 并 且 和 客观 实在 
的 对 象 一 样 ， 具 有 某 种 必然 性 的 特征 。 我 们 找到 或 
发 现 它们 、 研 究 它 们 ， 就 和 物理 学 家 、 化 学 家 及 动 
物 党 家 所 做 的 事情 一 样 。 
在 其 他 场合 他 又 说 过 ,“ 在 数学 中 ， 我们 是 仆人 而 不 是 示人,” 

尽管 有 基础 上 的 各 种 矛盾 ,许多 20 世纪 的 学 者 坚持 同样 的 主 
张 。 康 托 尔 ， 和 集合 理论 及 超 限 数 的 创始 者 ， 认为 数学 家 不 是 发 明 
TERESE, 它们 独立 于 人 类 思 柱 之 外 。 他 把 自己 只 看 
作 一 个 报告 人 和 秘书 。 虽 说 哈代 对 人 类 的 证 明 充 满 绛 虚 ， 但 他 还 
是 在 1929 年 的 一 篇 文章 中 说 : 

在 我 着 来 ， 如 果 一 个 数学 家 不 以 这 种 或 那 种 方 
式 承认 数学 真理 的 不 变性 如 苞 对 正确 性 ， 那 就 不 会 
有 一 种 哲学 同情 他 。 获 学 理论 是 戏 还 是 错 ， 它 们 的 
真理 恬 或 廖 误 性 是 雹 对 独立 于 我 们 并 它们 的 认识 
的 。 在 某 些 意义 上 ,数学 真理 是 客观 现实 的 一 部 分 。 

在 他 名 为 《一 个 数学 家 的 自白 》 的 书 中 ,他 表达 了 同样 的 观点 : 

为 了 避免 引起 误会 ， 我 将 不 客气 地 陈述 我 自己 
的 立场 。 我 确信 ， 数 学 的 现实 性 不 依赖 于 我 们 而 存 
在 ， 我 们 的 作用 是 揭示 或 现 察 它 ， 而 我 们 所 论证 和 
夸张 地 命名 为 我 们 的 “ 创 赣 ”的 定理 ,实际 上 只 是 
我 们 观察 的 记录 。 

本 世纪 法 国 数学 家 的 领袖 信物 阿 达 马 在 他 的 《数学 领域 中 的 
发 明 心 理学 》 中 宣称 :“ 尽 管 这 真理 还 不 为 我 们 所 知 ， 但 它 是 先 验 
地 存在 的 ， 而 且 必然 影响 我 们 应 该 遵循 的 路 径 。” 

哥 德 尔 也 坚持 一 个 超 验 的 数学 世界 的 存在 ,就 集合 理论 来 说 ， 
他 宣称 把 所 有 集合 部 看 成 是 实体 是 合理 的 : 

在 我 看 来 ， 慨 设 这 样 一 种 实体 与 假设 物理 实体 
一 样 合理 ,并 且 有 同样 多 的 理由 相信 它们 是 存在 的 。 
同样 地 , 宅 们 迫切 需要 一 个 令 人 满意 的 数学 理论 ,下 
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像 自然 物体 对 于 一 个 令 人 满意 的 人 类 感性 知觉 理论 
一 样 必要 。 在 这 两 种 情况 下 ， 都 不 可 能 把 一 个 人 关 
FRERANERMBART “RE” 即 后 一 
种 情况 中 突然 产生 的 感性 知觉 一 的 主张 。 

这 些 断 言 的 一 部 分 来 源 于 本 世纪 那些 对 基础 不 甚 美 忌 的 人 
们 ,使 人 感到 惊讶 的 是 甚至 于 一 些 基础 工作 的 领袖 们 , 希 尔 伯 特 、 
Fey» 还 有 布尔 巴 基 学 派 的 成 员 痢 宣称 数学 概念 和 命题 存在 于 某 
些 客观 意识 中 ， 且 可 以 为 人 类 思维 所 领悟 。 因 此 ， 数 学 真理 就 是 
被 发 现 而 不 是 被 发 明 ， 逐步 完善 的 术 是 数学 ,而 是 人 们 的 数学 
知识 。 

持 这 种 观点 的 人 常 被 称 为 柏拉图 主义 者 。 虽 然 柏 拉 图 确信 数 
学 存在 于 独立 于 人 类 之 外 的 某 种 理想 世界 中 ,但 他 的 学 说 中 包含 
很 多 与 当前 观点 相悖 的 东西 ， 而 且 “ 析 拉 图 主义 者 ”这 个 和 名称 不 
ROWE. 

这 些 声称 一 个 客观 的 、 唯 一 的 数学 体系 的 断言 ， 没 有 说 清楚 
数学 存在 于 何 处 。 它 们 只 是 说 数学 存在 于 某 一 超常 世界 中 ， 人 恰似 
HT BE. RABY A BTR), 公理 和 定理 并 不 是 纯粹 的 人 类 创造 ， 
它们 更 像 蚌 深 藏 在 地 下 的 珍宝 ， 只 有 耐心 地 挖 据 ， 才 能 使 它们 重 
见 天 日 ,但 它们 的 存在 就 昼 行 星 的 运转 一 样 是 独立 于 人 的 。 

那么 , 数学 完 竟 是 藏 在 宇宙 深 处 、 逐 靳 被 发 现 的 一 玲 钻石 , 还 
是 一 堆 光怪陆离 的 人 造 宝 石 ， 洋 洋 自得 的 数学 家 们 也 被 弄 得 眼花 
AGL. 

更 进一步 , 如 果 存 在 一 个 超 感 知 的 . 绝对 的 、 本 质 的 世界 , 而 
且 如 果 我 们 在 逮 辑 和 数学 上 的 命题 只 是 对 这 些 本 质 观察 结果 的 记 
录 ， 那 么 矛盾 和 错误 的 命题 不 就 在 同样 的 意义 上 与 真实 的 命题 相 
提 并 论 了 吗 ? 谣 误 和 自 相 政 盾 的 毒 草 就 会 与 真 、 善 、 美 的 鲜花 同 
样 欣 砍 向 荣 ， 也 许 魔鬼 和 真理 之 神 一 道 播种 收获 。 柏 拉 图 主义 者 
当然 友 发 说， 只 是 因为 人 类 的 能 力 不 足 以 抓 往 真理 ， 所 以 才 产 生 
TRB a AFB 

第 二 种 观点 认为 数学 纯粹 是 人 类 思想 的 产物 ， 其 当然 为 直觉 
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主义 者 所 支持 ， 这 可 以 追溯 至 亚 里 士 多 德 。 然 而 ， 有 些 人 宣称 真 
理 是 由 思维 保证 的 ,而 其 他 人 由 坚持 数 学 是 易 订 的 人 们 的 创造 物 ， 
而 不 是 固定 不 变 的 知识 体 。 旱 在 现代 的 和 争论 出 现 之 前 ， 凰 斯 卡 就 
在 他 的 * 思 想 录 》 中 就 这 一 观点 作 过 一 上 段 经 典 论述 ;“ 真 理 是 如 此 
微 妈 的 一 个 尤物 ,我 们 的 工具 太 轧 印 了 ,以 至 于 对 它 难以 控 摸 ,而 
当 触 摸 到 它 时 ， 叉 将 它 碰 倒 并 使 其 偏 宫 于 一 边 ， 但 更 多 的 是 偏向 
SiR i PEAR.” MT CArend Heyting), 一 位 主要 的 直觉 主义 
者 ， 宣 称 今天 设 有 人 能 谈 及 真正 的 数学 ， 正 确 的 、 唯 一 的 知识 体 
意义 上 的 真正 数学 。 

汉 克 尔 . 戴 德 金 和 维尔 斯 特 拉 斯 都 认为 数学 是 人 类 的 创造 . 戴 
德 金 在 给 韦伯 的 一 封 信 中 宣称 : “此外, 我 们 通过 数 所 理解 的 并 不 
是 事物 本 身 ， 而 是 一 种 新 的 东西 ，…… 它 是 思维 所 创造 的 。 我 们 
是 上 帝 的 儿子 , 我们 拥有 …… 创 造 的 能 力 。” 维尔 斯 特 拉 斯 用 下 面 
这 些 话 表示 了 他 对 这 种 思想 的 认同 ,，“ 真 正 的 数学 家 是 诗人 。” 还 
有 维特 根 斯 坦 (Luding Wittgenstein). PRK — Phe 4, 2 (2 G 
已 的 能 力 而 成 为 一 位 权威 ,认为 数学 家 是 发 明 者 而 不 是 发 现 者 .所 
有 这 些 人 和 其 他 人 认为 数学 是 远 超 出 经 验 的 发 现 和 理性 推 斯 的 束 
缚 的 某 个 东西 。 支持 他 们 这 种 立场 的 是 如 下 事实 : 比如 说 无 理 数 ， 
负数 这 样 的 基本 概念 ， 既 不 是 经 验 发 现 的 推断 ， 也 不 是 明显 存在 
于 某 个 外 部 世界 的 本 质 东 西 。 

条 尔 对 于 永恒 的 真理 也 瞩 多 讽刺 。 在 他 的 《数学 和 自然 科学 
HEF) F, ikii: 

FeRAM EERE. WEKA X EN 
“ 刻 辑 透镜 ”只 是 有 点 散 焦 , PF AE i Ez 5 
我 们 会 看 得 清楚 ， 屠 时， 每 个 人 都 会 间 意 我 们 看 到 
的 是 正确 的 。 和 但 是 不 具备 他 这 种 信念 约 人 则 会 被 策 
梅 罗 系统 ， 甚 至 着 尔 怕 特 系统 中 的 高度 武断 所 困 拢 
erans 。 没 有 能 永远 确保 我 们 的 相 容 性 的 希 尔 伯 特 ; 对 
能 洲 足 现 有 精巧 数学 实验 的 淹 试 的 简单 公理 系统 ， 
我 们 应 该 感到 满意 ， 即 使 以 后 出 现 不 一 致 时 ， 改 变 
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基础 也 为 时 不 晚 。 

诺 贝 尔 奖 获得 者 、 物 理学 家 布 里 奇 曼 (Percy W. Bridgman) 
在 《现代 物理 学 的 馆 辑 } 中 (1946 年 ), 断然 否认 存在 任何 客观 的 
数学 世界 。“ 认 为 教学 是 人 类 的 发 明 纯 属 和 无稽 之 谈 , 这 只 要 稍 加 观 
察 即 可 明白 .” 理 论 科学 是 一 种 制造 信念 的 数学 游戏 , 所 有 人 坚持 
认为 数学 不 仅 是 人 造 的 而 且 深 受 在 它 发 展 中 的 文化 的 影响 。 它 的 
“真实 性 ”就 像 对 颜色 的 感知 那样 ,是 独立 于 人 类 的 。 政治 、 经济 
和 宗教 的 信条 总 是 竭力 诱 使 我 们 相信 ， 它 们 是 客观 存在 的 ， 是 狂 
立 于 人 类 的 真理 蛋 系 。 相 比 之 下 ， 数 学 只 是 部 分 地 使 人 接受 了 这 
一 点 。 它 也 许 狼 立 于 任何 一 个 人 而 存在 ,但 不 独立 于 它 所 存在 的 
那 种 文化 。 魏 尔 说 这， 就 数学 的 总 体 来 说 ， 它 不 是 一 个 孤立 的 技 
术 成 果 ， 而 是 人 类 存在 的 一 部 分 ， 由 此 它 找 到 了 自己 的 证 明 。 

支持 这 种 认为 数学 是 人 造物 观点 的 人 们 从 本 质 上 说 是 康德 主 
义 者 ， 因 为 他 们 将 数学 的 谭 提 归结 于 头脑 的 组 织 能 力 ， 然 而 ， 现 
代 主 义 者 却 认 为 数学 并 非 起 源 于 头脑 的 形态 或 生理 ， 而 是 狐 于 闷 
RATS. CARR AAAS). SCR OE EI ARE 
成 更 新 、 更 高 的 思想 形式 。 在 数学 中 ， 人 类 的 头脑 有 能 力 清楚 地 
看 到 它 可 以 自由 地 创建 它 认 为 有 意义 或 有 用 的 知识 体系 .而 且 , 创 
造 的 领域 不 是 封闭 的 ， 人们 将 创立 一 些 适 用 于 现存 的 或 新 出 现 的 
思想 领域 的 见解 。 人 的 头脑 有 能 力 设计 出 这 样 的 结构 ， 并 提供 一 
种 整理 经 验 救 据 的 异 式 .数学 的 源泉 就 在 于 思维 自身 的 不 断 发 展 。 

现 有 的 关于 数学 自身 本 质 的 各 种 政 盾 以 及 今日 数学 不 再 是 一 
个 被 普遍 接受 的 、 无 可 辩 联 的 知识 体系 这 一 事实 毫 无 疑问 支持 了 
这 样 一 种 观点 ， 即 数学 是 人 为 的 。 就 像 爱 因 斯 坦 所 说 ,“ 谁 把 自己 
当 作 是 真理 和 知识 领域 的 法 窒 ， 谁 就 会 在 众 神 的 哄 堂 太 筑 中 
eK” 

颇具 讽刺 意味 的 是 ， 理 性 时 代 的 知识 分 子 却 和 将 数学 作为 人 类 
理性 力量 和 他 获知 真理 能 力 的 证 扬 ， 满 怀 信 心地 宜 称 推理 会 解决 
AZ PFA fel. 20 世纪 的 知识 分 于 ,虽然 他 们 相信 推理 力量 的 
作用 ,但 他 们 不 能 把 数学 指定 为 范例 和 标准 。 这 : -系列 事件 简直 
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的 最 广博 和 最 深刻 的 努力 ， 这 一 点 仍 是 对 的 ; 而 且 数 学 所 取得 的 
成 就 是 人 类 思维 能 力 的 量度 ， 它 代表 在 所 有 理性 领域 我 们 有 望 获 
得 成 果 的 上 限 。 但 在 邻 天 ， 面 对 着 关于 什么 是 有 效 的 数学 这 一 混 
乱 局 面 ， 我 们 版 感 不 安 。 这 就 是 为 什么 希 尔 伯 特 如 此 绝望 地 试图 
从 客观 的 ， 不 容 置 疑 的 推理 意义 上 重建 真理 的 原因 。 就 像 他 在 
1925 年 的 论文 《关于 无 穿 y? 中 所 说 的 ;“ 如 果 连 数学 思考 都 失败 了 ， 
那么 哪里 还 能 找到 可 车 和 真实 的 东西 呢 ? 
在 波 丛 亚 召开 的 国际 数学 家 太 会 的 报告 中 ， 他 又 重申 了 这 种 
fat: ` 
就 我 们 所 有 的 知识 的 真理 和 科学 的 存在 及 进步 
而 吝 ， 如 果 数 学 中 没有 真理 ， 那么 它们 究竟 会 变 成 
HARTE? ZL, ESA, 专业 文献 和 公开 讲 
演 中 经 常 出 现 对 知识 的 怀疑 和 失望 。 这 是 一 种 神 我 
主义 ， 我 认为 是 有 害 的 。 
看 起 来 ， 一 种 连续 不 断 、 永 不 停息 的 追求 正如 很 时 以 前 歌德 
所 指出 的 ， 这 正 是 人 类 的 可 到 之 处 : 自救 者 绕 将 得 救 。 
EBS BIK (André Weil》 对 钨 对 真理 的 存在 并 不 那么 有 信心 ， 
但 他 坚持 认为 对 数学 的 探求 必须 进一步 深入 ， 即 使 数学 并 非 人 类 
理性 的 高 塔 。 下 如 他 所 说 : 
对 我 们 一 一 就 是 那些 被 希腊 思想 遗产 的 重担 压 
这 了 肩膀 的 和 人， 那些 走 在 由 文艺 复兴 时 期 约 英 雄 们 
所 开辟 的 道路 上 的 人 一 一 来 说 ， 没 有 数学 的 文明 是 . 
不 可 想象 的 。 正 如 平行 公理 ， 数 学 得 以 为 继 的 假设 
已 被 抽 去 “证 据 *, 但 是 ,前 者 不 再 必需 、 而 没有 了 
后 者 我 们 将 寸步 难 行 。 
数学 的 未 来 从 未 有 更 多 的 希望 ,其 本 质 也 从 来 没有 如 此 清楚 。 
对 于 这 些 明 显 的 东西 所 进行 的 微妙 分 析 使 得 情况 越 来 越 复杂 ， 且 
水 不 休止 。 但 数学 家 们 将 为 解决 这 些 基 本 问题 而 不 懈 努 力 ， 就 像 
重卡 尔 所 说 的 ,“ 我 将 继续 前 进 , 直到 我 找到 某 种 确定 的 东西 一 一 
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或 者 ， 最 起 码 ， 直 到 我 能 确信 没有 什么 是 确定 的 。” 

ERËS (Homer) 所 说 ， 在 科林斯 (Corinth) 的 国王 西西 
弗 斯 (Sisyphus) 死 后 , APPT HE REG EW, 而 在 他 接近 顶 
iit, MASLIN, FRB. MICE RE. Hee 
有 想 过 有 那么 一 天 , 他 的 昔 役 会 结束 。 数 学 察 有 这 个 意志 和 筋 气 ， 
他 们 几乎 是 本 能 地 去 完善 和 加 辕 其 学 科 的 基础 ， 他 们 的 奋斗 也 许 
会 永 不 停息 他 们 也 许 将 永 不 会 成 功 。 人 得 是 现代 的 “西西 弗 斯 
们 ”将 会 坚持 下 去 。 
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第 十 五 音 ”自然 的 权威 


Rae. 
Red, PRABFE AHR 
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数学 家 们 能 够 从 许多 对 立 的 方面 推出 新 的 结果 ， 因 为 无 法 从 
事物 本 身 判 断 新 是 部 非 。 其 中 ， 最 重要 的 原因 自然 是 数学 的 产生 
和 发 展 以 及 数学 对 科学 的 作用 ,这 是 一 种 传统 的 、 仍 然 是 最 元 可 
非议 的 原因 。 人 们 现在 知道 数学 基础 的 不 确定 性 以 及 对 于 数学 逻 
辑 的 疑问 即使 不 能 太 被 解决 ， 也 可 以 通过 加 强 它 在 自然 上 的 应 用 
wE, MÆRE (Ralph Waldo Emerson) 的 话说 , 就 是 让 我 们 
“用 物质 为 思维 营造 基地 ”。 在 先 验 的 基础 上 ， 我 们 不 能 断言 由 数 
学 定理 产生 的 结果 必定 可 以 直接 运用 ; 我 们 也 不 能 断言 ， 如 果 将 
其 与 合理 的 物理 原理 一 同 使 用 时 ， 从 这 些 原理 中 产生 的 演绎 推理 
可 以 导致 正确 的 物理 结果 。 和 但 是 ， 诺 用 可 以 提供 一 个 实用 的 补 验 
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标准 ， 对 于 那些 反复 推出 正确 结果 的 定理 ， 人 们 使 用 它们 的 信心 
将 会 逐步 增强 ， 比 如 说 ， 如 果 选 择 会 理 能 在 连续 的 使 用 中 始终 得 
到 合理 的 物理 结果 ， 那 么 对 它 区 疑虑 也 就 自然 消除 了 。 

从 历史 上 看 ， 大 们 求助 于 应 用 似乎 并 不 像 当 今 的 数学 家 们 那 
样 彻 底 。 概 念 和 公理 来 自 于 对 自然 界 的 观察 ， 甚 至 还 辑 的 规律 现 
在 也 被 普遍 认为 是 经 验 的 产物 。 那 些 引 发 定理 的 问题 ， 甚 至 是 区 
于 证 明 方 法 的 提示 也 都 来 自 于 自然 界 。 至 少 到 了 75 年 前 , 由 公理 
推导 出 的 结果 的 价值 才 由 物理 世界 的 肯定 而 得 以 证 实 。 仅 通过 数 
学 的 应 用 来 判断 其 正确 性 而 言 ， 当 然 谈 不 上 绝对 的 检验 。 一 个 定 
理 也 许 在 = 次 情况 下 都 是 对 的 ， 但 却 会 在 第 tD KD TE 
错误 移 。 一 次 差异 将 使 定理 不 成 立 。 但 我 们 可 以 修正 它 以 保证 使 
用 的 正确 性 ， 历史 上 已 经 做 到 了 这 一 点 。 

J - 穆 勒 Jobn Stuart Mill) 提倡 数学 的 经 验 基 础 和 用 经 验 来 
检验 数学 。 他 承认 数学 要 比 许多 物理 科学 家 为 普遍 , 但“ 证实 * 数 
学 正确 性 的 则 是 因为 其 命题 比 起 其 他 物理 科学 的 定理 来 ， 已 在 重 
大 程度 上 得 以 检验 和 肯定 。 这 样 一 来 ， 人 们 便 开始 错误 地 认为 数 
学 定理 与 其 他 科学 的 假设 和 定理 有 质 的 不 局 ， 数 学 定理 被 认为 是 
确定 的 ， 而 物理 定理 则 被 认为 只 是 由 爸 验 所 证 实 的 。 

穆 勒 将 其 主张 建立 在 哲学 的 基础 上 ， 这 是 在 现代 关于 数学 基 
础 的 论战 开始 前 很 久 欧 事 。 多 由 于 这 一 原因 ,许多 近代 和 和 当代 的 
基础 研究 工作 者 们 成 了 实用 主义 者 。 正如 和 希 尔 伯 特 所 说 ;“ 从 他 们 
的 成 果 中 你 可 以 了 解 他 们 .” 希 尔 伯 特 在 1925 年 又 说 :“ 和 在 数学 中 
和 在 其 他 地 方 一 样 ， 每 个 人 都 遵守 成 功 这 个 最 高 法 庭 的 判决。” 

BGM (Andrzej Mostowski) 在 基础 研究 中 表现 得 突 
出 而 活跃 , 他 赞同 希 尔 伯 特 的 观点 , 在 1953 年 波兰 举行 的 一 次 会 
XE, tik: 

RAE- EFRA A, Tek- AR 
E: 数 的 概念 一 -- 不仅 是 自然 数 ， 也 和 包括 实数 一 一 
的 源泉 和 最 终 存 在 的 理由 来 自 于 经 验 和 实际 运用 。 
他 不 但 与 正常 人 的 理解 为 相符 合 ， 而 且 与 数 掌 的 传 
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统 相符 合 。 在 经 典 效 学 领域 所 需要 的 集合 论 的 概念 
. 中 ， 情 形 也 是 该 样 。 
莫 斯 托 去 斯 基 更 进一步 说 ， 数 学 是 一 门 自然 科学 ， 其 概念 和 方法 
均 起 源 于 经 验 ,那些 试 图 建立 数学 而 忽视 它 在 自然 科学 中 的 本 源 、 
忽视 它 的 运用 、 甚 至 忽视 它 的 历史 的 努力 都 注定 会 失败 ， 
也 许 更 令 人 惊奇 的 是 魏 尔 这 各 直觉 主义 者 也 赞成 通过 在 自然 
界 中 的 运用 来 判断 数学 的 合理 性 。 魏 尔 对 数学 物理 做 出 了 大 量 的 
贡献 ， 尽 管 他 坚决 支持 直觉 原理 ， 但 却 不 夸 因 为 坚持 这 些 原理 而 
牺牲 有 用 的 结果 ,在 《数学 与 自然 科学 的 暂 学 》(1949 年 ) 中 ,他 
勉强 承认 说 ， 
筷 发 式 论 据 以 及 其 后 爱 因 斯 坦 广 尺 相 对 论 中 的 
系统 结构 ,或 者 海 森 堡 - 薛 定 请 的 量子 为 学 是 多 人 么 令 
人 信服 并 接近 事实 啊 ! 一 种 真正 的 数学 应 该 和 物理 
学 一 样 被 当 作 是 真实 世界 的 理论 结构 的 分 支 ， 并 且 
我 们 应 该 用 同样 严 面 谨慎 的 态度 去 对 待 其 基础 的 扩 
展 ， 就 如 同 对 待 物理 学 的 一 样 。 
毫 无 搬 问 ， 瑶 尔 提 倡 将 数学 作为 一 门 科 学 来 对 待 。 数 学 定理 和 牺 
理学 定理 一 样 也 可 能 是 党 试 性 的 , 并 无 把 握 。 它们 也 许 还 须 改造 ， 
但 是 ， 是 否 与 实际 相符 是 检验 其 合理 性 的 可 舍 标 准 。 
卡 瑞 (Haskell B. Curry) 作为 一 名 著名 的 形式 主义 者 在 这 方 
而 走 得 更 远 ， 在 其 《数学 逻辑 的 基础 y》(〈1963 年 ) 中 ， 他 说 道 : 
数学 需要 绝对 的 确定 性 来 证 实 自身 吗 ? 特 别 是 ， 
我 们 有 必要 确保 菜 一 理论 是 相 容 的 或 确保 其 在 使 用 
之 前 些 通 过 非 汉 验 论 天 期 绝对 可 车 的 直觉 得 到 的 
吗 ? 在 其 他 科学 中 ,我 们 并 没 要 求 这 样 做 。 在 物理 
学 中 所 有 的 定理 都 是 假设 的 ， 一 个 定理 ， 只 要 能 够 
作出 有 用 的 预告 我 们 就 采用 它 。 而 一 吾 它 不 再 适用 ， 
我 们 就 修改 或 竺 弃 空 。 过 去 ， 我 们 常 这 样 对 待 数学 
定理 ， 那 时 矛盾 的 发 现 将 导致 数学 原则 的 变更 ， 尽 
管 这 些 数学 原则 在 矛盾 发 现 前 还 是 为 人 们 所 接受 
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的 。 为 什么 我 们 在 未 来 的 日 子 里 不 能 这 样 做 呢 ? 

A] (Willard Van Orman Quine) 是 一 位 活 牙 的 逻辑 学 者 ,他 
在 企图 简化 罗素 -怀特 海 的 原理 上 做 了 许多 无 用 功 。 他 也 欣然 满足 
于 物理 合理 性 ， 至 少 现在 是 这 样 。 在 一 本 名 为 《现代 逻辑 的 哲学 
意义 } 的 集 子 中 ， 有 他 一 篇 1958 年 的 文章 ， 他 写 道 ， 

我 们 将 采用 看 待 自然 科学 的 理论 部 分 的 方式 来 
看 竺 集合 论 与 幕 个 数学 。 这 些 真 理 或 假设 与 其 说 是 
为 纯粹 的 推理 所 支持 ， 还 不 如 说 是 对 自然 科学 中 经 
验 数据 的 组 织 所 做 的 交接 的 、 系 统 的 贡献 。 

对 形式 主义 和 集合 论 做 了 基础 性 贡献 的 冯 “。 庶 伊 曼 也 致力 于 
采取 同样 的 方法 打破 现 有 从 局 。 在 一 篇 著名 的 文章 《数学 家 》( 见 
Be 罗伯特 的 《思维 的 创造 》»，1947 年 ) 中 ,他 认为 尽管 及 个 基础 
学 派 都 没 能 证 明 经 上 典 数学 的 正确 性 ， 伺 大 多 数 数学 家 还 是 照样 使 
用 它 ， 

当 所 有 的 经 典 数 学 都 产生 了 既 优 雅 又 实用 的 结 
RE, RENATE ARRETE, EEA 
已 立足 于 一 个 像 电子 的 存在 那样 合理 的 基础 上 了 。 
因此 ， 如 果 你 想 要 接受 秘 学 的 话 ， 你 最 好 还 是 接受 
数学 的 经 典 体 系 。 
然而 ， 数 学 的 地 位 并 不 比 物理 学 强 多 少 。 

即使 是 罗素 , 他 虽然 在 1901 年 宣称 数学 真理 、 人 逻辑 和 物理 的 
AREER REH, 但 却 在 1914 年 的 一 篇 短文 中 杀 认 “我 们 关于 
自然 的 几何 知识 是 人 为 的 而 非 先 验 的 .” 这 并 不 是 仅 从 人 逻辑 中 得 到 
的 结论 ， 在 其 《原理 》 第 二 版 中 ， 他 进一步 承认 : 逻辑 和 数学 就 
像 麦 克 斯 书 电 磁 理 论 方程 一 样 可 信 ,“ 因 为 人 们 已 着 到 了 茶 些 有 逻辑 
结果 的 真实 性 .” 

也 许 更 令 人 惊奇 的 是 哥 德 尔 在 1950 年 说 的 一 段 话 ， 

被 提出 而 未 证 实 的 “基础 ”所 起 的 作用 要 当 于 
在 物理 理论 中 解 基 性 假设 的 功能 ……* 。 在 数论 和 其 
他 任何 一 个 建设 得 很 完善 的 数学 理论 中 ， 所 谓 人 逻辑 
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或 集合 论 公理 化 基础 都 是 解释 性 的 ,而 韭 基 础 性 的 。 
就 好 像 在 物理 中 公理 的 实际 作用 是 解释 该 系统 中 定 
理 所 描述 的 现象 ， 而 不 是 为 这 些 定理 提供 一 个 真正 
的 基础 。 
这 些 领 袖 人 物 都 意识 到 ， 试 图 建立 一 个 可 普遍 接受 的 、 逻 辑 
上 合理 的 数学 体系 的 努力 已 经 失败 了 。 数 学 是 一 种 人 类 活动 E 
受制 于 人 类 的 各 种 弱点 和 过 失 。 除 了 推理 上 的 因素 以 人 外， 任何 形 
式 上 的 拷 辑 的 解释 只 是 一 种 伪 数 学 , 一 种 幻想 , 甚至 是 一 种 神话 。 
其 他 许多 著名 的 基础 工作 者 们 把 检验 数学 合理 性 的 方法 作为 
一 种 实用 的 方法 ， 数 学 的 应 用 就 算 不 能 绝对 地 ， 也 可 稳固 地 确保 
数学 本 身 。 即 使 是 在 需要 偶尔 修正 的 地 方 也 一 样 如 此 。 正 如 华北 
华 斯 所 说 :“ 我 们 的 思想 永远 只 能 建立 在 自然 的 坚实 基础 之 上 .” 
面 对 实 用 的 检验 标准 ， 即 强调 数学 在 科学 中 的 运用 ， 基 础 论 
者 似乎 已 欲 放弃 自己 的 原理 和 信念 。 考 虑 到 数学 的 不 全 逻辑 的 发 
展 (第 王 章 至 第 八 章 ), 几 个 世纪 以 来 的 数学 家 们 怎么 会 信仰 数学 
W? 他 们 认为 自己 已 经 证 明了 一 些 结论 ， 却 没有 认识 到 他 们 的 证 
明 是 错误 的 。 但 是 他 们 确实 知道 并 无 还 辑 支持 着 负数 无 理 数 、 复 
数 、 代 数 或 微 积分 ,他们 依 靳 的 是 应 用 。 
求助 于 科学 应 用 ， 或 者 说 经 验证 握 是 值得 注意 的 。 欧 几时 得 
派 理想 地 假设 ， 从 本 身 是 真理 的 公理 开始 ， 经 过 有 效 的 推理 即 可 
推导 出 进一步 的 真理 。 而 以 物理 应 用 为 依据 则 颠倒 了 数学 的 整个 
概念 ， 如 果 采 用 演绎 的 方法 ， 那 么 尽管 这 些 公理 未 必 是 能 得 出 结 
论 的 公理 ,但 至 少 公理 自身 是 合理 的 ， 但 在 有 用 的 或 能 应 用 的 数 
学 意义 上 来 说 ， 真 理 是 不 可 以 倒 行 的 。 
实际 上 ， 儿 个 基础 学 派 的 领袖 都 已 将 其 信念 搓 置 了 至 少 很 长 
一 段 时 间 。 比 如 克 罗 内 克 ， 作 为 直觉 主 义学 派 的 葛 基 人 之 一 ， 在 
代数 学 上 所 和 做 的 一 些 有 益 的 工作 并 未 遵循 他 自己 的 准则 ， 因 为 正 
MEDD HR. 克 罗 内 克 忘 记 了 自己 的 斩 学 。 布 劳 维 也 是 一 样 , 在 
1907 年 的 论文 中 , 他 提倡 其 直 党 主义 哲学 , 面 在 随后 的 十 年 里 , 却 
忽视 了 直觉 主义 者 的 原则 而 致力 于 拓扑 学 的 研究 和 证 明 。 
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所 有 观点 最 终 得 到 这 样 一 个 结论 ， 决定 数学 的 合理 性 的 不 是 
能 在 茶 一 天 被 证 明 是 正确 的 某 一 种 基础 ， 数学 在 物理 世界 中 的 应 
用 决定 其 “正确 性 ”, 数学 和 牛顿 力学 一 样 是 一 门 经 验 科 学 。 当 它 
有 效 时 ,就 是 正确 的 , 若 其 无 效 ， 则 须 加 以 修正 。 尽 管 两 千年 来 ， 
数学 一 直 被 看 作 蚌 一 站 先 验 知识 ,但 实际 五 并 非 如 此 ， 数 学 不 是 
忽 对 的 、 不 可 变更 的 。 

如 果 我 们 把 数学 看 作 是 一 门 科学 ， 那 么 充分 认识 科学 是 如 何 
运作 的 就 显得 尤为 重要 。 科 学 通过 观察 和 实验 ， 然 后 建立 一 个 定 
理 ， 这 个 定理 可 能 是 关于 运动 、 光 、 声 . 热 、 电 、 化 合 等 方面 的 ， 
这 些 定理 都 是 人 为 的 ,人 们 通过 进一步 的 观察 和 实验 检验 其 预言 。 
如 果 其 预言 至 少 能 在 实验 误差 允许 范围 内 得 以 证 实 的 话 ， 该 定理 
就 将 保留 ， 旬 以 后 也 许 会 伞 握 弃 ， 并 且 定 理 始 终 是 定理 ， 而 不 像 
那些 深 含 于 物质 世界 中 的 真理 那样 。 我 们 习惯 于 对 待 科 学 定理 的 
这 种 态度 ， 困 为 我 们 有 许 客 因 为 新 定理 面 据 弃 旧 的 科学 定理 的 例 
子 。 而 人 们 不 接受 用 这 种 态度 对 待 数学 的 唯一 原因 就 是 ， EM 
勒 指出 的 那样 ,基本 的 算术 得 欧 氏 几何 已 有 效 运 用 了 许多 个 世纪 ， 
以 致 人 们 错 把 它 当 作 了 真理 。 但 我 们 现在 必须 看 到 数学 的 任何 一 
个 分 支 都 只 提供 一 个 可 用 的 理论 。 只 要 它 可 用 一 天 ， 我 们 就 须 使 
用 它 一 天 ， 但 将 来 也 许 会 需要 一 个 更 好 的 理论 。 数 学 是 人 和 自然 
Ht, ERR SSAC eR. CAE RI 
桥梁 .但 当 我 们 认识 到 无 论 是 在 现实 中 , 还 是 在 人 类 的 思想 中 , 这 
座 桥 的 商 端 者 未 牢固 地 固定 时 ， 这 是 多 么 地 令 大 悲 衣 啊 ! 

理性 对 依据 其 自身 方案 建立 起 来 的 命题 具有 判断 力 ， 尽 管理 
性 优先 于 其 所 推出 的 命题 ， 但 它 必 须 带 助 于 实验 从 自然 中 抽取 精 
华 ， 这 正 是 产 生理 论 以 及 通过 自然 的 行为 决定 理论 地 位 的 时 蛋 ，。 

下 述 特征 可 以 区 分 太 部 分 的 数学 和 物理 理论 。 在 科学 中 ， 理 
论 曾经 有 过 根本 性 的 变化 ， 面 在 数学 中 ， 太 部 分 逻辑 、 数 论 以 及 
经 典 分 析 已 运转 了 许多 世纪 ， 它 们 一 直击 且 仍 然 送 用。 从 这 个 意 
多 上 说 ,数学 不 同 于 其 他 科学 ,无 论 这 部 分 数学 是 否 绝对 可 靠 , E 
们 运转 得 很 不 错 ， 我 们 可 以 把 它们 称 为 准 经 验 的 。 
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我 们 尤其 可 以 从 征 积 分 的 历 忠 中 找到 这 方面 的 有 利 证 据 。 尽 
管 对 微 积分 的 逻辑 仍 有 许多 芒 而 未 决 的 争论 ， 但 它 仍然 不 失 为 一 
种 成 功 的 方法 。 具有 讽刺 意味 的 是 , 韭 标准 分 析 ( 见 第 十 二 章 ) 证 
实 了 汪 布 尼 茨 的 无 穷 小 量 理论 ， 但 却 并 未 证 实 所 有 的 微 积 分 的 
技巧 。 

我 们 甚至 可 以 将 可 应 用 性 这 一 标准 运用 于 选择 会 理 。 正 如 策 
梅 罗 自已 在 其 1908 年 的 论文 中 指出 的 那样 ，“ 皮 亚 诺 是 如 何 得 到 
他 的 基本 原理 的 呢 ? -……- 其 实 他 一 点 也 不 能 证 明 这 些 原理 。 显然 ， 
他 只是 通过 分 析 在 历史 上 已 成 定论 的 一 些 蕉 理 的 方式 ， 通 过 指出 
这 些 原理 在 直观 上 是 很 明 显 的 ， 有 具 为 科学 所 需要 ， 就 得 到 这 些 原 
理 而 已 ”在 为 他 自己 使 用 选择 公理 做 解释 时 , 策 梅 罗列 举 了 这 一 
公理 所 取得 的 成 绩 。 在 其 1908 年 的 论文 中 , 策 梅 办 引 证 了 这 一 公 
理 一 直 〈 甚 至 直到 那 时 》 在 趣 穷 数理 论 上 、 在 戴 德 金 的 有 限 数 理 
论 上 以 及 在 分 析 的 技巧 问题 上 ， 发 挥 了 多 么 巨大 的 作用 。 

不 仅仅 是 过 这 样 一 种 需要 所 驱使 ， 即 一 定 惠 从 用 种 关于 基础 
的 理论 中 进行 选择 ， 各 种 学 派 的 领袖 人 物 都 力荐 将 数学 在 科学 上 
的 运用 作为 可 靠 性 的 指导 和 检验 准则 。 介 们 都 认识 到 数学 在 处 理 
自然 现象 上 的 力量 与 日 候 增 ， 即 使 基础 问题 被 弄 清楚 了 ， 也 不 会 
放弃 这 种 用 途 。 尽 管 许 包 由 于 各 种 原因 变 得 俗气 虚 夺 却 无 其 功劳 
的 数学 家 已 氛 弃 科学 达 百 年 之 入， 但 最 伟 太 的 近代 领袖 人 物 ， 如 
EWE., FRR D. 诺 伊 曼 和 魏 尔 仍 在 坚持 不 懈 地 导 求 物理 
应 用 ， 

不 幸 移 是 ， 今 天 的 许多 数学 家 并 未 致力 于 应 用 ( 见 第 十 三 
E), HGH, 人们 仍 不 断 地 在 纯 数 学 中 创造 薪 的 锋 论 ,我 们 可 
以 从 《数学 评论 》 中 获悉 当前 数学 研究 工作 (纯粹 与 应 用 方 而 的 
进展 情形 。 这 本 杂志 扼 槛 地 评述 新 的 .或许 是 重要 的 数学 成 果 , 每 
期 登载 约 2,500 多 条 ， 即 每 年 约 30,000 4%. 

正确 的 数学 所 面临 的 困境 是 ， 究 竟 哪 一 种 学 派 的 思想 是 最 合 
理 药 ， 甚 硅 就 是 在 同一 种 学 派 内 部 还 有 许 客 错综复杂 的 方向 供 数 
学 选择 。 这 种 困 填 本 将 给 纯粹 数学 家 们 一 个 喘息 的 抽 会 ， 使 他 们 
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在 创造 新 数学 前 先 致力 于 基础 性 问题 的 研究 ， 因 为 这 些 新 数学 可 
能 在 逻辑 上 站 不 住 脚 。 但 他 们 却 轻 率 地 在 未 被 应 用 的 数学 领域 中 
产生 了 新 或 果 。 

对 此 有 好 几 种 答案 。 许 多 数学 家 并 未 重视 基础 工作 , H 1900 
年 以 来 ， 他 们 工作 的 态度 是 典型 的 人 燃 处 理 许多 他 们 所 面临 问题 
BWAR. TLR TABS A BP TE ee AS RR EA, A 
和 作者 在 勘查 其 基础 以 确保 大 厦 安 全 时 ,房客 们 则 在 其 上 安居 乐 业 。 
当 基 础 工作 者 们 越 掘 越 深 ,已 完全 消失 于 视野 中 时 ， 房 客 们 仍 未 
意识 到 大 和 大 的 基础 有 什么 危险 ， 也 不 知道 大 麻 即 将 个 替 。 央 此 他 
们 继续 沿 效 传统 的 数学 ,他们 不 知道 盛行 的 正统 数学 正面 临 挑战 ， 
依旧 乐此不疲 。 

另外 一 些 同 时 代 的 数学 家 则 意识 到 了 基础 中 的 不 确定 因素 ， 
但 他 们 宁愿 采取 避 而 远 之 的 态度 对 待 那些 他 们 所 称 的 哲学 问题 
5 与 纯粹 的 数学 问题 相对 ) 。 他 们 很 难 相信 基础 中 ， 至 少 是 在 他 们 
自己 的 数学 活动 中 会 有 什么 严重 的 利害 关系 ， 他 们 宁愿 恪守 过 时 
的 教条 。 对 这 些 人 来 说 , 潜台词 就 是 ; 今后 的 75 年 ， 让 我 们 就 好 
居 什 么 事 也 设 发 生 过 那样 前 进 吧 。 他 们 在 某 种 普遍 的 意义 上 大 谈 
证 明 ， 即 使 根本 没有 这 种 东西 。 他 们 撰写 和 发 表 文 章 就 好 像 不 确 
定性 根本 不 存在 一 样 ， 对 于 他 们 来 说 ， 文 章 发 表 得 越 多 越 好 。 如 
果 说 他 们 还 尊重 合理 的 基础 的 话 ， 那 也 只 能 是 在 星期 天 他 们 祈祷 
我 主 宽 扔 的 时 候 或 者 是 为 了 看 看 他 们 的 对 手 正在 做 什 么 而 停止 写 
新 论文 的 时 候 。 个 人 的 成 就 是 绝对 重要 的 一 一 不 管 是 对 还 是 错 。 

难道 就 没有 权威 可 以 用 基础 问题 仍 需 解决 的 理由 来 限制 事态 
发 展 吗 ? 杂志 的 编辑 可 以 拒 收 这 样 的 论文 。 但 一 般 地 ， 编 辑 与 审 
稿 人 帮 为 数学 家 来 说 , 总 是 立场 一 致 的 。 因 此, 有 点 严格 味道 一 一 
1900 年 的 严格 一 一 的 论文 都 被 接受 且 发 表 。 如 果 国 王 不 穿 衣 服 ， 
法 官 们 也 不 穿 衣服 ,那么 禄 栖 就 不 足 为 怪 了 ， 也 不 会 引起 什么 着 
愧 。 正 如 拉 普 拉 斯 曾经 指出 的 那样 ， 人 类 的 理性 在 追求 进步 中 近 
到 的 困难 要 比 探求 自身 时 少 得 多 。 

总 之 ， 基 础 的 问题 被 许多 深入 腹地 的 科学 家 们 束之高阁 。 数 
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理 商 辑 学 家 倒是 致力 于 基础 和 问题， 但 他 们 却 常常 被 认为 是 在 数学 
以 外 的 人 。 

我 们 不 能 谴责 所 有 那些 忽视 基础 问题 的 数学 家 们 。 有 一 些 人 
十 分 关心 应 用 数学 ,他们 还 提倡 为 其 权宜 之 计 导 求 历史 上 的 依据 ， 
正如 我 们 所 看 到 的 那样 LAR. BAR, 尽管 缺乏 数 系 及 其 运 
算 和 微 积分 的 还 辑 基础 ， 并 且 为 此 数学 家 已 激烈 论 成 了 一 个 多 世 
纪 ， 但 他 们 仍 继续 使 用 原 有 成 果 并 创造 了 确实 是 卓有成效 的 新 的 
结论 . 但 证 明 却 是 粗粮 的 ,甚至 根本 不 存在 证 明 . 当 发 现 矛 盾 时 ， 
数学 家 们 就 重新 检查 其 推理 过 程 并 修正 之 ,经常 发 生 这 样 的 情况 : 
推理 虽 已 改进 , 但 即使 是 以 19 世纪 末 的 标准 来 看 , 也 仍然 是 不 严 
格 的 。 如 果 数 学 家 们 要 等 到 推理 达到 这 一 标准 的 话 ， 他 们 中 会 一 
事 无 成 。 正 像 皮卡 所 指出 的 ， 如 果 和 牛顿 和 散布 尼 蒋 和 扼 道 连续 函数 
不 一 定 可 微 的 话 , 他 们 就 不 会 创立 微 积 分 学 了 .。 在 过 去 的 日 子 里 ， 
BRA RT BAM. 

CERI UIE COPS wR) aR. t 
疑 对 思维 至 关 重 要 , 而 动物 式 信仰 则 对 行为 至 关 重 要 。 许 多 数学 
研究 具有 极 大 的 重要 性 ， 欲 使 这 种 重要 性 长 存 ， 和 研究 工作 必须 继 
HHI. JARE MERRET RENES. 

有 一 些 数学 家 曾 对 基础 性 争论 表示 关注 。 钝 莱 尔 、 贝 尔 及 勒 
贝 格 明确 表述 了 他 们 对 集合 论 公 理化 方法 有 效 性 的 怀疑 。 但 他 们 
仍 使 用 之 。 只 是 对 由 其 产生 的 结论 的 可 靠 性 采取 保留 态度 。1905 
E, SFE RULE Af ORF ORE ACRE ES P.O 
A CITA RF ERB RSH. BEE. BRR AEA 
所 选择 的 这 条 道路 绝 非 是 轻松 愉快 的 .让 我 们 听 听 现代 最 深刻 .最 
博学 的 数学 家 之 一 貌 尔 移 话 吧 ; & 

BAT MR RL ak HE at RS BY Hh e E E E A 
透 从 。 像 现今 世界 中 的 每 一 个 人 .每 一 件 事 一 样 ,我 
们 也 有 自己 的 “危机 ”， 该 意 机 已 经 存在 了 过 50 年 
[现在 是 1946 年 )。 外 天 上 看 来 ， 它 似 平 并 未 妨 得 我 
们 的 日 常 工作 ,但 至 少 我 承认 它 已 让 我 的 数学 生涯 
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中 起 了 相当 实际 的 影响 ， 息 将 我 的 兴趣 引 向 那些 我 
认为 相对 “安全 ”的 领域 ， 并 不 断 地 消耗 我 从 事 研 
RL HARB ARMA SURE 
SMH OE, PER TA LE 
的 意 尽 的 数学 家 也 许 会 和 我 有 同 圩 的 经 验 感 受 。 

用 疼 用 来 检验 数学 的 合理 性 随即 产生 一 个 这 样 的 问题 ， 数 学 
HARTERA? 就 1800 年 以 前 药 数 学 创造 和 应 用 古音 ,我 们 已 
经 有 机 会 《 见 第 三 章 ) 通过 多 个 例子 ， 说 明了 数学 在 揪 述 和 预言 
BRANES Ait, HÆ, 在 19 世纪 数学 家 们 引入 了 一 些 概念 
AB, 无论 他 们 的 动机 是 多 么 值得 称道 ,但 是 这 些 松 念 和 理论 
都 不 是 直接 从 自然 中 提炼 出 来 的 , 甚 鞋 看 上 去 有 悖 于 自然 。 例如， 
ERRABAL, HA CK. HARASS, a 
AS BY FE SF RUE RR aE A ee. FE BY 
础 上 ， 我们 没有 理由 认为 这 些 概念 和 理论 可 以 得 以 应 用 、 闭 么 我 
们 先 让 自己 相信 这 种 现 外 数学 是 有 效 的 ， 并 且 袜 际 上 是 相 当 不 错 
的 吧 。 

已 过 去 的 百年 中 ， 最 伟大 的 科学 蚀 造 是 电 陪 学 理论 、 相 对 论 
和 量子 理论 ， 它 们 都 广泛 地 运用 了 现代 数学 。 我 们 在 这 里 仅 讨论 
RRC. AA BAR aA RA. 在 19 theca Aer, ~~ 
BRAD Ey BEE Be BLAS AOS EB A TR, RA 
少数 志 个 关于 这 两 种 现象 特性 的 数学 定律 问 氛 , 19 世纪 60 年 代 ， 
麦克 斯 韦 将 这 些 定律 汇集 起 来 并 研究 其 一 致 性 。 他 发 现 ， 为 了 满 
是 数学 上 的 一 致 性 ， 必 需 增 加 一 个 关于 位 移 电 谊 的 方程 。 对 于 这 
一 项 他 所 能 找到 药物 理 意 义 是 : 从 一 个 电 渡 (粗略 地 说 是 一 根 载 
有 电流 的 导线 〉 出 发 ， 所 磁场 或 电磁 波 将 向 空间 传播 。 这 种 电磁 
波 可 以 有 各 种 不 邮 的 频率 ,其 中 包括 我 们 现在 可 以 通过 收音 机 . 电 
福 机 接收 的 频率 区 及 和 射线、 可见 光 、 红 外 线 和 和 紫外线. 这样 , E 
克 斯 书 就 通过 纯粹 的 数学 上 的 考虑 预言 了 当时 还 属 未 知 的 大 莉 现 
象 的 存在 ， 并 且 正 兢 地 推 斯 出 光 是 一 种 电磁 现象 。 

电磁 波 一 一 由 此 可 以 追忆 赚 万 有 引力 〈 见 第 三 章 〉 一 一 中 万 
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为 值得 注意 的 是 我 们 对 什么 是 电磁 波 并 无 丝毫 的 物理 认识 ， 只 有 
数学 断言 它 的 存在 ， 而 耳 只 有 数学 才 使 工程 师 们 创造 了 收音 机 和 
电视 机 的 奇迹 。 
同样 的 观察 也 被 运用 于 各 种 原子 与 核 现象 。 数 学 家 和 理论 物 
理学 家 谈 到 场 一 一 引力 场 ， 电 磁场 ， 电 子 场 等 等 一 一 就 好 像 它 们 
都 是 实际 的 波 ， 可 以 在 空间 传播 ， 并 有 点 像 水 波 不 断 拍 击 船舶 和 
堤岸 那样 发 挥 着 作用 。 但 这 些 场 都 是 虚构 的 ， 我 们 对 其 物理 本 质 
一 无 所 知 ,它们 与 那些 可 直接 或 间接 感 党 到 或 是 看 得 见 的 事物 , 倒 
如 光 、 声 、 物 体 的 运动 ， 以 及 现在 很 热 悉 的 收音 机 和 电视 只 是 隐 
约 地 有 些 关 系 。 丰 克 莱 曾 把 导数 掺 述 为 消失 的 量 的 种 瑰 ， 现 代 物 
理 理 论 则 是 物质 的 自 魂 。 但 是 ， 通 过 用 数学 上 的 公式 表示 这 些 在 
现实 中 没有 明显 对 应 物 的 虚构 的 场 ， 以 及 通过 推导 这 些 定律 的 结 
果 ， 我 们 可 以 得 到 结论 ， 而 当 我 们 用 物理 术语 恰当 地 解释 这 些 结 
论 时 ， 它 们 文 可 以 用 感性 知觉 来 校 验 。 
爱 因 斯 坦 于 1931 年 强调 了 现代 科学 的 虚构 特点 : 
按照 牛 额 的 体系 , 物理 实在 基 直 空间 、 时 间 、 质 
RROD 〈 质 点 的 相互 作用 ) 等 概念 来 表征 的 
麦克 斯 韦 之 后 ， 他 们 则 认为 ， 物 理 实 在 是 由 连 
续 的 场 来 代表 的 ， 它 服从 偏 微分 方程 ， 不 能 对 它 做 
机 械 论 的 解释 。 实 在 概 您 的 这 一 变革 ， 是 物理 学 自 
牛顿 以 来 的 一 次 最 深刻 和 最 富有 成 效 的 变革 …… 
AM A ATR OL. RMA SR Ree 
有 完全 的 虚构 性 , 决 非 18、19 世纪 盛行 的 那个 观点 。 
而 该 一 见解 却 逐 渐 从 以 下 事实 中 找到 根据 在 思维 
Y, -URAREN P-A ELAH R 
TIREE MAE A y A b CHAZ RRA. 
REARS. AUA EH A tn E EA 
立 的 概念 成 分 也 就 越 少 。 
现代 科学 通过 对 自然 现象 的 合理 解释 消灭 了 奇想 、 婚 魔 、 天 
使 ， 鬼 怪 、 神 秘 之 力 以 及 泛 灵 论 ， 人 们 为 此 而 称道 它 。 我 们 还 要 
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HE: 现代 科学 正 逐 渐 竺 走 了 直觉 和 肉体 上 的 满足 ， 这 两 者 
都 是 通过 感觉 来 实现 的 ， 它 也 在 逐步 消除 物质 ， 它 采用 的 是 像 场 
和 和 电子 这 样 的 虚构 的 ， 理 想 的 概念 ， 对 于 这 些 概念 ， 我 们 和 仅仅 了 
解 其 数学 定律 。 经 过 一 长 串 的 数学 推导 后 ， 科 学 与 感性 知觉 之 间 
只 存在 着 那么 一 点 但 却 至 关 重 要 的 联系 ,科学 是 合理 化 的 虚构 ,而 
正 是 数学 使 之 合理 化 。 

Etk (Heinrich Hertz) 这 位 融 大 的 物理 学 家 ， 第 一 个 用 实验 
证 实 了 麦克 斯 书 关 于 电 汶 波 能 在 空间 传播 的 预言 。 他 为 数学 的 方 
量 所 震惊 而 不 能 抑制 自己 的 热情 ,“ 我 们 无 一 倒 外 地 感受 到 数学 公 
式 自 身 能 够 独立 存在 并 且 极 富 才 管 ,感受 到 它们 的 智慧 超过 我 们 ， 
甚至 超过 那些 发 现 它 的 人 ， 从 中 我 们 得 到 的 东西 比 我 们 开始 放 进 
去 的 多 得 多 。” 

SHA - 琼斯 覆 士 也 强调 数学 在 自然 研究 中 的 作用 。 在 《 神 
秘 的 宇 宕 》 中 ,他 认为 :“ 根 本 的 事实 就 是 ， 科学 为 自然 所 措 综 欧 
所 有 图 象 以 及 那些 与 实际 情况 一 致 的 图 象 ， 都 是 数学 欧 图 象 
eere 。 物理 概念 和 机 械 论 被 认为 构造 了 数学 解释 , 但 似是而非 的 
E, 物理 辅 助 看 来 只 是 空想 ， 而 数学 方程 却 仍 是 解释 自然 现象 的 
MEE — FY SE PRE 
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过 那些 感觉 可 以 捕 近 的 模型 和 图 象 ， 人 的 思维 是 不 能 理解 自然 运 
转 的 方式 的 。 我 们 绝 不 可 能 洲 得 事件 是 什么 ， 但 我 们 必须 用 数学 
的 语言 来 描述 事件 的 模式 .物理 上 的 收获 总 是 一 大 堆 数 学 公式 , 物 
质 实 体 的 真正 本 质 永远 不 为 人 知 ， 

内 此 ， 现 在 看 来 数学 在 现代 科学 中 的 作用 远 直 只 是 一 种 主要 
工具 。 用 记号 各 公式 将 那些 通过 实验 在 物理 上 观察 和 建立 起 来 的 
东西 一 般 化 、 系 统 化 ， 然 后 再 从 公式 中 推导 出 另外 一 些 信息 ， 而 
这 些 信息 无 论 是 和 观察 或 实验 ， 还 是 和 其 他 易于 理解 的 信息 都 不 
太 接 近 ， 这 就 是 人 们 所 经 常 描述 的 数学 的 作用 。 但 是 ， 对 数学 作 
用 的 这 种 解释 还 远 远 不 够 ,数学 是 科学 理论 的 实质 。19、20 世纪 
在 纯粹 的 数学 结构 基础 上 数学 的 应 用 与 雇 前 数学 家 们 采用 由 物理 
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现象 直接 提 芭 的 概念 所 做 的 应 用 相 比 ， 更 为 有 力 和 不 可 思议 。 尽 
管 现代 科 学 的 成 就 一 收音机、 电视 、 飞 机 、 电 话 、 电 报 、 高 保 
真 唱机 及 录音 设备 , XH. MA. 原子 能 (及 原子 弹 )， 在 这 
里 我 们 提 及 一 些 大 家 熟悉 的 东西 一 一 不 能 仅仅 归 切 于 数学 ， 但 是 
数学 的 作用 上 比 起 其 他 任何 实验 科学 的 贡献 来 说 ， 更 为 基本 ， 更 为 
重要 。 
在 17 世纪 ,培根 曾 对 诸如 表白 尼 和 开 普 勒 的 天 文理 论 持 怀疑 
态度 ， 他 担心 他 们 受到 哲学 或 宗教 上 信仰 的 影响 一 一 合 如 上 帝 对 
简单 的 偏爱 或 者 是 上 帝 对 数学 化 安排 的 自然 的 设计 一 一 而 不 是 出 
于 观察 或 实验 的 需要 。 培 根 的 态度 当然 是 合理 的 ， 但 现代 数学 理 
论 已 经 开始 单独 占领 了 物理 科学 领域 ， 因 为 它们 的 作用 是 如 此 有 
效 。 当 然 ， 接 受 任何 一 个 学 科 的 数学 理论 都 需要 与 观察 相 一 致 。 
国 此 任何 关子 数学 是 否 有 效 的 疑问 都 可 以 得 到 肯定 的 回答 ， 
但 是 数学 为 什么 有 效 却 不 那么 容易 回答 。 在 古 希 腊 时 期 及 随后 的 
许多 个 世纪 中 ， 数 学 家 们 相信 有 清楚 的 指示 告诉 他 们 到 哪里 去 寻 
找 黄金 一 一 数学 是 物理 世界 的 真理 ， 膛 辑 原理 也 是 真理 一 一 于 是 
他 们 拌 拆 精神 ， 急 切 而 勤奋 她 控 据 着 。 健 们 的 成 绩 是 辉 烃 的 ， 但 
我 们 现在 知道 他 位 当 作 是 黄金 的 东西 并 不 是 黄金 ， 而 只 是 些 贵重 
的 金属 ,这 种 贵重 的 金属 仍 继续 在 根 其 精确 地 描述 着 自然 的 运转 。 
为 什么 它 在 确保 定量 分 析 上 做 得 如 此 之 好 ? 为 什么 人 们 会 希望 一 
个 独立 的 ,抽象 的 、 先 验 的 “精确 ”思想 体系 对 自然 界 施加 影响 昵 ? 
一 种 可 能 的 答案 是 数学 概念 和 公理 是 苦于 经 验 提出 的 ， 即 使 
是 逻辑 定律 也 被 取 认 是 大 于 经 验 提 出 的 ,但 这 样 的 解释 过 于 简单 ， 
用 它 来 解释 为 什么 50 Rein 50 只 牛 等 于 100 HERRE EA 
了 。 在 数 和 几何 领域 ， 经 验 也 许 的 确 提示 了 正确 的 公理 ， 所 用 到 
的 逻辑 也 只 能 从 经 验 中 学 到 。 但 是 人 类 已 在 代数 、 微 积分 、 微 分 
方程 及 其 他 领域 创造 了 并 未 由 经 验 提示 的 数学 概念 和 技巧 。 
除了 这 些 非 经 验 数 学 的 例子 以外 ,我们 应 考虑 到 数学 上 的 直 
线 由 一 个 无 穷 多 个 点 的 集合 组 成 。 微 积分 则 用 了 一 个 由 瞬时 组 成 
的 时 间 的 概念 ， 这 些 肯 时 就 好 像 实数 系 里 的 数 那样 “汇聚 在 一 
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起 ?。 导 数 的 概念 〈 见 第 六 章 》 可 以 由 这 样 一 个 物理 概念 提出 : 茶 
段 无 穷 小 时 间 内 的 速 床 。 但 是 ， 当 导数 表示 速度 时 ， 它 只 表示 某 
一 瞬间 的 速度 。 无 穿 集 的 种 类 当然 无 法 由 经 验 提 出 ， 但 它 却 可 运 
用 于 数学 推理 ， 它 对 一 个 令 人 注意 的 数学 理论 的 作用 就 好 像 物体 
对 感性 知识 一 样 必要 ,数学 还 提供 了 一 些 像 电磁 场 这 样 的 概念 ,对 
这 些 概念 的 物理 本 质 我 们 一 无 所 知 。 

此 外 ， 尽 管 逻辑 定律 和 一 些 物 理 原理 是 由 经 验 得 到 的 ， 在 对 
物理 上 有 重要 意义 的 结论 进行 广泛 的 数学 证 明 过 程 中 ， 这 些 定律 
会 反复 用 到 ,并且 ， 证 明 也 只 能 建 于 这 种 逻辑 之 上 。 纯粹 的 数学 
推理 导致 诸如 海王 星 存 在 之 类 的 预言 。 自 然 尊 守 侈 秀 原 理 吗 ? 换 
和 句 话 说 ， 有 这 么 一 种 处 辑 体 系 《 寻 上 且 不 论 它 是 如 何 得 到 的 } 能 够 
告诉 我 们 自然 是 如 何 运 转 的 吗 ? 那些 涉及 到 成 百 上 千 个 关于 抽象 
概念 的 定理 和 推论 的 主要 理论 与 现实 紧密 结合 ， 如 同 公 理 与 现实 
的 结合 那样 。 这 一 事实 说 明了 数学 具有 一 种 表示 和 预言 实际 现象 
的 令 人 难以 置信 的 精度 。 这 一 长 串 的 纯 推 理 为 什么 会 产生 如 此 非 
JLRS FASE? 这 是 数学 上 最 奇特 的 怪事 。 

因此 ， 人 们 面临 着 双重 奥秘 。 虽 然 物理 现象 可 通过 物理 语言 
理解 ， 但 对 那些 被 证 明 与 公理 本 身 同 样 运用 的 推理 ， 为 何 数学 一 
样 有 效 呢 ?而 在 那些 我 们 对 物理 现象 仅 有 猜想 ， 并 几乎 完全 依靠 
数学 来 描述 这 些 现象 的 领域 ， 数 学 也 一 样 月 效 呢 ? 这些 间 题 是 不 
容 忽 视 的 。 我 们 的 科学 技术 在 很 大 程度 上 依 千 数学 ， 数 学 虽然 曾 
在 真理 的 无 敌 旋 帜 下 作战 ， 但 是 在 这 门 科 学 中 是 否 有 某 种 魔术 般 
的 内 部 力量 使 之 获取 胜利 呢 ? 

这 一 问题 曾 被 反复 提出 ， 著 名 的 有 阿尔 伯 特 ， 爱 因 斯 坦 的 
《相对 论 侧 记 》 (1921 年 ): 

在 这 里 产生 了 一 个 尘 各 个 时 期 的 科学 家 均 感 困 
惑 的 这 题 ,数学 年 为 独立 于 经 验 的 人 类 思维 的 产物 ， 
为 何 与 物理 现实 中 的 客体 如 此 嘱 合 ?没有 经 验 依据 ， 
而 只 靠 纯粹 的 思维 ， 人 类 就 能 毅 发 现实 际 草 物 的 性 
质 吗 ? ……- 
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只 要 数学 的 命题 是 涉及 实在 的 ， 它 就 不 是 可 午 
的 ; 只 要 它 是 可 靠 的 ， 它 就 不 涉及 实在 。 
他 继续 解释 道 ， 数 学 的 公理 化 使 得 这 种 差别 清晰 化 。 虽 然 爱 因 斯 
坦 知道 数学 公理 与 池 辑 原理 来 源 于 经 验 ,他 仍 提出 这 样 一 个 问题 ， 
为 什么 那些 长 而 复杂 的 纯 扒 理 能 产生 如 此 章 著 的 应 用 结论 呢 ? 毕 
竟 ， 这 些 蕉 理 是 独立 于 缀 验 的 ， 而 且 涉 及 的 概念 是 由 人 类 头脑 所 
创造 的 。 
一 种 现代 解释 起 源 于 康德 。 康 德 确信 《 见 第 四 章 〉 我 们 不 懂 
得 也 不 可 能 愉 得 自然 ， 更 确切 地 说 ， 我 们 拥有 的 是 感性 知觉 。 我 
们 的 头脑 依据 天 生 的 关于 空间 与 时 间 的 先 定 结 袍 ( 康 德 称 之 为 直 
觉 ) 来 支配 感知 ,因此 我 们 依照 欧 氏 几何 的 定律 组 织 空 间 感 知 , 因 
为 我 们 的 头脑 需要 如 此 。 而 正 是 因为 如 此 ， 所 以 空间 感知 继续 遵 
循 欧 氏 几 何 定律 。 当 然 ， 康 德 在 坚持 欧 氏 几何 的 问题 上 是 不 正确 
的 ， 但 他 记 为 人 类 转 维 决定 自然 行为 的 观点 确 有 部 分 道理 。 思 维 
决定 了 我 们 的 时 空竹 念 ， 我 们 在 自然 中 所 看 到 的 东西 无 非 是 我 们 
的 思维 事先 确定 好 的 东西 。 
另外 一 种 与 康德 的 观点 类 似 ， 但 进一步 扩展 了 的 观点 是 由 爱 
丁 顿 所 提出 的 , 他 是 当代 最 伟大 的 物理 学 家 之 一 ,按照 他 的 说 法 ， 
人 类 思维 决定 了 自然 必须 如 何 去 运 作 ， 
我 们 发 现 ， 科学 发 展 得 最 快 的 地 方 ， 思 维 就 从 
自然 中 重新 获得 那些 原来 放 进 去 的 东西 。 我 们 在 未 
知 的 彼岸 发 现 了 十 怪 的 足迹 .为 了 解释 它 的 起 源 ,我 
们 设计 了 一 个 又 一 个 深奥 的 理论 ， 最 终 我 们 成 功 地 
找到 了 足迹 的 来 源 。 哦 ! 原来 是 我 们 自己 韵 足迹 。 
近年 来 ,康德 有 关 数 学 为 何 有 效 的 解释 已 由 怀特 海 详尽 阐述 ， 
甚至 布 劳 维 1923 年 在 一 篇 论文 中 也 对 此 表示 拥护 ,关键 的 思想 就 
Æ: 数学 并 非 一 门 独立 于 外 部 世界 现 每 并 运用 于 其 上 的 学 科 。 相 
反 地 ， 它 是 我 们 用 自己 的 方式 梅 想 这 些 现象 的 基础 。 自然 世界 并 
不 是 客观 地 呈现 在 我 们 而 前 ， 它 只 是 建立 在 人 的 感觉 基础 之 上 的 
人 类 的 解释 或 构造 , 而 数学 则 是 组 织 人 类 感觉 的 主要 工具 。 于 是 ， 
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自然 而 然 地 ， 人 们 用 数学 来 描述 人 类 己 知 的 外 部 世界 。 这 样 ， 为 
何 多 数 估 都 接受 同样 的 数学 结构 则 可 以 用 这 样 一 种 假设 ， 即 大 类 
的 思维 可 能 实际 运转 起 来 差 不 太 多 来 解释 。 或 者 解释 为 以 下 一 种 
事实 ， 人 们 出 生 于 某 种 文化 和 语言 环境 中 ， 这 种 环境 制约 着 他 们 
接受 某 种 特定 的 数学 系统 。 欧 儿 插 得 几何 尽管 并 非 是 关于 空间 的 
最 后 定论 , 但 它 仍 占 据 了 统治 地 位 , 这 一 事实 证 明了 后 -- 种 观点 。 
对 于 日 必 说 也 是 一 样 ， 因 为 一 开始 ， 它 与 托 勒 密 理 论 观察 的 矛盾 
并 未 促使 其 改进 。 此 外 , 如 果 那 时 托 勒 密 理 论 能 够 保持 并 提炼 , 与 
更 近 一 些 的 观察 相 殉 合 的 话 ， 无 颖 它 同样 也 能 非常 有 效 ， 而 只 是 
增加 些 数 学 上 的 复杂 性 罢了 。 

上 述 思想 的 实质 可 以 这 样 表述 ， 我 们 试图 从 复杂 的 现象 中 提 
Beth SCS eT AS Rt, APE RR RRR Ha. ORS LA 
量 是 形成 对 自然 令 人 惊异 的 数学 描述 的 原因 。 另 外 ， 数 学 “ 透 
镜 ” 人 允许 我 们 看 到 什么 ， 我 们 就 只 能 看 到 什么 。 这 一 思想 还 在 如 
哲学 家 威廉 ， 知 姆 斯 的 《实用 主义 }》 中 有 所 表述 ;“ 数 学 和 物理 科 
学 所 取得 的 所 有 逻 煌 成 就 …… 来 源 于 我 们 不 届 不 挠 地 希望 将 世界 
境 铸 成 我 们 头脑 中 的 更 加 合理 的 图 象 ， 而 不 是 那 种 由 我 们 的 经 验 
杂乱 无 章 地 扔 在 那里 的 场景 。 

一 位 近代 作家 用 更 加 诗 一 般 的 语言 这 样 猫 述 … 现 实 是 最 富 魅 
AHA. WAREKE, 但 她 决 不 是 你 停泊 的 港湾 因为 她 
只 是 一 个 影子 ， 她 在 你 的 梦 里 ， 只 是 当 你 自己 的 思想 照射 在 自然 
之 上 时 ， 她 才 隐 约 闪 现 。” 

虽然 康德 解释 说 我 们 在 自然 中 看 到 的 东 殉 都 由 我 们 的 思想 事 
ARE, 但 它 仍 未 能 完全 解释 数学 为 何 有 效 的 问题 。 在 康德 的 时 
代 之 后 ， 像 电磁 理论 这 样 的 发 展 很 难说 是 大 的 大 脑 的 奉献 还 是 感 
觉 经 过 大 和 蒋 的 产物 。 收 音 机 和 电视 本 本 来 是 不 存在 的 ， 因 为 人 脑 
根据 某 种 内 部 结 档 组 织 感觉 ， 而 这 种 结构 则 使 我 们 把 收音 机 和 于 
视 机 作为 自然 必须 如 何 运作 这 样 的 思维 概念 的 结果 来 体验 。 

也 有 数学 家 认为 数学 是 自主 的 《第 十 四 章 ),， 也 就 是 说 , 无 论 
其 公理 是 纯 推 理 的 产物 还 是 由 经 验 得 到 的 产物 ， 在 其 后 ， 数 学 的 
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整个 体系 都 是 独立 于 经 验 的 。 那 么 以 这 种 观点 来 看 ， 数 学 又 是 如 
何 能 应 用 于 自然 界 ， 特 别 是 物理 现象 的 呢 ? 这 里 有 几 种 答案 ， 一 
种 是 ， 数 学 公理 使 用 了 未 定义 的 术 庄 ， 这 些 术 语 可 以 有 不 同 的 解 
释 雇 满足 物理 情形 。 举 个 例子 来 说 ， 桶 圆 非 欧 几 何在 通常 的 意义 
上 适用 于 直线 ， 而 在 直线 就 是 大 图 的 球 而 ， 它 也 适用 。 
BIH PRA. hima Fees aR Ie 
推理 科学 ， 只 推导 其 公理 里 面 所 包含 的 东西 。 于 是 人 们 就 采用 驶 
似 正确 的 公理 ， 也 许 再 加 上 感觉 的 暗示 ， 建 立 起 欧 氏 几何 和 非 欧 
几何 , 这些 几 何 的 公理 和 理论 既 不 是 经 验 真理 , 也 不 是 完 验 真理 ， 
它们 栈 非 正确 又 非 错 误 ， 正 如 用 极 坐 标 而 不 用 直角 坐标 一 样 ， 彭 
加 勒 称 这 些 几 何 为 度量 物体 的 老 一 套 ， 或 概念 的 虚假 定义 。 我 们 
选用 最 方便 的 那 一 种 几何 ， 然 而 ， 仙 又 坚持 说 我 们 应 该 用 直线 的 
通常 解释 一 一 即 拉 紧 的 线 或 直 尺 的 边缘 一 一 来 运用 欧 氏 几何 ， 因 
为 这 种 解释 是 最 简单 的 。 那 么 为 什么 我 们 还 应 继续 运用 那些 推论 
OE? 沉 加 勒 的 如 管 是 我 们 通过 修正 物理 定律 使 数学 变 得 合适 ， 
AT RS IMMA, iE 
我 们 看 一 下 测绘 其 是 如 何 确 定 距 
离 的 。 他 们 先 选 定 一 条 方便 的 基 
线 AB (图 15.1)， 其 长 度 可 以 通 
过 直 尺 实测 得 到 。 为 确定 AC H 
EBR, MARAE A AR 
BIEC S, 然后 再 转动 望远镜 
直到 看 到 点 B， 从 经 纬 仪 的 标 度 。 4 B 
上 他 可 以 读 出 转动 了 多 少 角 度 图 15.1 
(这 样 就 测 得 了 角 有 A 的 大 小 )。 用 同样 的 办 法 测 得 角 B, HE. E 
定 从 已 到 4 和 从 8B 到 A4 的 光线 都 走 直线 〈 拉 紧 的 细 绳 )， 由 于 区 
括 几 何 的 公理 适用 于 拉 紧 的 细 绳 ， 于 是 ， 他 采用 欧 氏 几何 或 三 角 
学 计算 AC 和 BC, 但 是 ,测绘 的 结果 也 许 是 错 的 ， 为 什么 呢 ? 从 
Ca 4 的 光线 有 可 能 是 按 图 15, 1 所 示 的 虚线 前 进 的 ， 在 4 点 的 
测绘 员 为 接收 光线 就 必须 将 其 望远镜 对 准 光 线 的 切线 方向 ,这 样 ， 
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望远镜 实际 指向 的 方向 就 是 CHART. 尽管 此 时 测绘 员 在 望 远 
镀 中 看 到 的 是 点 C。 因 此 ， 他 实际 测 得 的 角度 是 C48 而 不 是 
CAB。 那 么 接着 用 欧 氏 几何 就 可 能 导致 AC 和 BC 的 错误 结果 。 
HREM THEE? 某 些 时 候 其 路 径 确 为 直线 :但 有 时 光 
线 会 由 于 大 气 的 折射 效应 变 弯 。 假 设 测绘 员 得 到 的 AC 和 BC 的 
结果 是 不 正确 的 ， 即 使 他 没有 理由 相信 光线 的 路 径 是 曲线 ， 他 也 
必须 按 曲 线 处 理 .这 样 , 化 才能 修正 在 4 点 和 互 点 角度 的 测量 值 ， 
并 运用 欧 民 几何 得 到 AC 和 BC 的 正确 值 。 
彭 加 勤 的 论点 一 一 数学 可 以 为 符合 物理 现实 而 制造 ， 还 有 另 
外 一 个 例子 。 让 我 们 看 看 他 是 如 何 解释 地 球 是 和 否 自 转 这 个 问题 的 
吧 。 凶 认为 我 们 诬 该 把 地 球 自转 作为 一 个 物理 事实 来 对 待 ， 因 为 
其 可 以 使 我 们 设计 一 种 较为 简单 的 天 文学 的 数学 理论 ,事实 上 , 数 
学 理论 的 简单 性 也 是 哥 白 尼 和 开 普 勒 所 能 提 出 的 用 以 支持 其 日 心 
说 ， 反 对 老 的 托 勤 密 理 论 的 肉 一 论据 。 
茧 加 勒 的 哲学 有 其 可 取 之 处 。 我 们 确实 试图 采用 最 简单 的 数 
学 ， 为 使 我 们 的 推理 符合 物理 事实 而 确 有 必要 时 ， 我 们 便 会 变更 
物理 定律 。 但 是 ， 今 天 数学 家 和 科学 家 所 采用 的 准 由 是 整个 数学 
理论 和 物理 理论 的 简单 化 ， 如 果 我 们 必须 用 到 非 欧 几何 一 一 正如 
爱 因 斯 坦 在 其 相对 讼 理论 中 所 艇 的 那样 一 一 来 产生 最 简单 的 组 合 
理论 ， 我 们 也 就 用 之 。 
尽管 幕 加 勤 解释 如 和 何 使 数学 行 之 有 效 的 观点 更 为 明确 .但 他 
也 确实 在 一 定 程度 上 对 康德 的 解释 表示 赞同 。 因 为 他 认为 自然 与 
数学 的 和 谐 是 由 人 类 思维 所 创造 的 。 在 《科学 的 价值 》 中 , 他 说 ; 
人 类 理性 所 揭示 的 在 自然 中 的 和 谐 是 否 不 依赖 
于 人 类 理性 而 看 在 ? EXER, HARM. HEB 
立 于 精神 ， 却 又 构想 它 、 理 解 它 、 探 未 它 的 现实 是 
不 存在 的 。 如 此 客观 的 世界 ， 即 使 看 在 的 话 ， 我 们 
也 永远 无 法 深入 其 中 。 我 们 称 之 为 “客观 现实 ”的 
东西 ,严格 地 说 ,就 是 那 种 为 一 些 思 想 者 所 共有 ,并 
可 能 会 为 所 有 的 人 所 共有 的 东西 ,这 种 共有 的 部 分 ， 
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我 们 将 看 到 ， 只 可 能 是 数学 定 径 表示 的 和 谐 。 
数学 为 何 有 效 ， 还 有 一 种 未 免 有 些 模糊 ， 也 许 过 于 简单 的 解 
释 。 按 照 这 种 观点 ， 存 在 着 一 个 客观 的 物理 世界 ， 人 人 们 不 断 的 努 
力 使 数学 与 之 相符 。 在 应 用 过 程 中 ,发 现 数 学 有 焉 曲 真 相 或 明显 
错误 时 ， 我 们 便 夏 正 效 学 。 希 尔 伯 特 在 第 二 届 国 际 数学 家 大 会 
(1900 年 》 上 的 演讲 中 冰 述 了 这 一 观点 
即使 当 纯 思维 的 创造 力 进 行 工作 时 ， 外 部 世界 
又 开始 起 作用 ,通过 实际 现象 向 我 们 提出 新 的 问题 ， 
开辟 新 的 数学 分 支 , 而 当 我 们 试图 征服 这 些 新 的 , 属 
于 纯 思 维 王国 的 知识 领域 时 ， 常 常会 发 现 过 去 去 曾 
解决 的 问题 的 答案 ， 这 司 时 就 报 有 或 效 地 推进 着 老 
的 理论 。 据 我 看 来 ， 数 学 家 在 他 们 这 门 科学 各 分 支 
中 所 经 常 感觉 到 的 那 种 令 人 惊讶 的 相 羽 性 和 协调 
性 ， 其 根源 就 在 于 轧 维 与 经 验 之 间 这 种 反复 出 现 的 
相互 作用 。 
关于 数学 为 何 有 效 的 解释 越 简单 ， 重 申 那些 自 十 希腊 时 期 一 
直到 1850 年 让 右 数学 家 们 所 相信 的 东西 就 越 不 可 信 , 一 些 人 仍然 
相信 自然 是 按 数 学 设计 的 ， 他 们 也 许 认 为 许多 物理 现 每 的 早期 数 
学 理论 是 不 完美 的 。 但 他 们 却 强 调 不 断 的 完善 它 则 不 但 可 包含 更 
多 的 现象 ,而 且 还 可 提供 与 观察 更 精确 的 一 致 性 。 因 此 ， 牛 顿 力 
学 取代 了 亚 里 十 多 德 力学 ， 相 对 论 风 完善 了 牛顿 力学 。 这 一 历史 
是 否 瞳 示 了 确 有 某 种 设计 存在 ,而 人 类 正在 越 来 越 靠 近 真 理 呢 ? 埃 
尔 密 特 对 数学 与 科学 的 和 谐 性 做 了 如 下 解释 ， 
如 果 我 未 被 蒙 藏 的 话 ， 确 实 存 在 着 一 个 由 数学 
真理 汇集 成 的 世界 ， 就 正如 存在 着 一 个 物理 现 去 的 
世界 一 桩 ,我 们 只 有 通过 我 们 的 智 莫 去 接近 它 。 这 
AHHH ANE, ZRUTFRNBER, EMS 
MAZUR SRAHRA ARMA FRR, Te — FH 
更 为 有 力 的 思考 方式 下 ， 它 们 是 一 体 的 ， 是 同一 种 
事物 。 这 两 者 的 综 仓 已 被 部 分 揭示 ， 这 就 是 在 抽象 
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数学 与 所 有 和 缴 理 分 支 之 问 存在 着 不 可 思议 的 一 至 
性 。 

在 给 可 尼斯 伯 格 《〈Leo Kéningsberger) 的 一 封 信 中 ， 埃 尔 密 
特 又 说 :这些 分 析 观 点 是 脱离 于 我 们 存在 的 ,它们 构成 一 个 整体 ， 
只 有 一 部 分 对 我 们 志 露 ， 毫 无 疑问 ， 它 与 我 们 通过 感觉 所 了 解 的 
其 他 事物 全 体 有 着 神秘 的 联系 。” 

EWR e ROLE HRN SH) PERE MR, M 
“从 上 帝 所 创造 的 产物 的 内 在 证 据 看 来 ,这 位 伟大 的 宇 定 建 筑 师 现 
在 似乎 是 一 位 纯 数学 家 。” 在 开始 , 他 认为 人 类 的 数学 “还 未 与 基 
ALS”. PBT REBAR, HAE RR : 

自然 似乎 精通 纯 数 学 的 那 一 套 规 则 .这 是 因为 ， 
在 他 们 的 研究 工 生 中 ， 数 学 家 通过 他 们 自身 的 内 在 
意识 而 没有 在 任何 可 以 的 范围 内 戎 靠 他 们 对 外 部 翰 
AWB RMR ERM HEA, BAR 
们 有 意识 的 数学 头脑 是 以 同样 的 法 则 运转 的 ， 这 一 
点 无 可 争辩 。 

爱 丁 顿 在 其 腊 年 也 开始 坚信 自然 是 用 数学 设计 的 ， 在 《基本 
理论 》(1946 年 ) 中 明确 地 断言 说 , 我 们 的 头脑 可 以 从 先 验 知识 中 
建立 一 门 关于 自然 的 纯 科 学 ， 这 门 科 学 是 唯一 确定 的 ， 任 何其 他 
的 都 会 有 人 逻 辑 土 的 蔬 逢 。 因 而 从 我 们 的 头脑 中 可 以 获知 光速 是 有 
限 的 ， 甚 至 自然 中 的 常数 一 一 例如 质 于 质量 与 电子 质量 之 比 一 一 
也 可 以 先 验 地 确定 。 这 种 知识 独立 于 宇 密 的 实际 观察 并 且 比 经 验 
知识 更 为 确定 。 

伯 克 埠 去 是 美国 历史 上 第 一 个 伟大 葛 数 学 家 ,他 在 1941 年 之 
不 迟疑 地 重复 并 支持 爱 丁 顿 的 论点 ， 

mee 在 物理 定律 的 整个 体系 中 , 没有 什么 不 能 
从 认识 论 的 考虑 出 发 明确 地 推出 的 了 ， 人 们 通过 自 
身 的 思维 体系 将 其 感官 经 验 进 行 解释 。 如 果 菏 一 理 
性 生物 并 不 邹 悉 我 们 的 字 宙 但 却 熟悉 这 种 思维 体 
系 ， 那 么 它 也 能 况 得 到 我 们 通过 经 验 所 得 到 的 所 有 
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物理 知识 ，…… 例如 ， 它 可 以 推 知 镭 的 存在 及 其 性 
质 ， 而 不 是 地 球 的 大 小 。 
爱 因 斯 坦 早 期 也 曾 表述 过 一 种 台 理 但 不 十 分 充分 的 解释 以 说 
明 为 什么 数学 与 现实 符合 : 
物理 学 的 发 展 麦 明 ， 在 某 一 时 期 ， 在 所 有 可 起 
象 到 的 构造 中 ,只 有 一 个 显得 比 别 的 都 要 高 明 得 多 。 
几 是 真正 地 研究 过 这 问题 的 人 ， 都 不 会 否认 唯一 地 
正定 理论 体系 的 ， 实 际 上 是 现象 世界 ， 尽 管 在 现象 
同 它们 的 理论 原理 之 间 并 没有 亲 辑 的 桥梁 ; 这 就 是 
莱 布 尼 英 非常 中 肯 地 表述 的 “ 先 定 的 和 谐 ”。 
在 《我 眼中 的 世界 》(1934 年 ) 中 , 爱 因 斯 坦 表达 了 他 成 熟 的 
观点 : 
这 今 为 止 , 我 们 的 经 验 已 经 使 我 们 有 理由 视 信 ， 
自然 界 是 可 以 想象 得 到 的 最 简单 的 数学 观念 的 实际 
体现 。 我 坚信 ， 我 们 能 够 盾 纯 粹 数学 的 构 霹 来 发 现 
定律 是 理解 自然 现象 的 钥匙 。 经 验 可 以 提供 合 泛 的 
数学 概念 ,但 是 数学 概念 无 论 如 何者 不 能 从 经 验 中 
推 蛙 出来。 当然， 经验 始 终 是 检验 数学 结构 的 实用 
性 的 唯一 标准 ， 但 是 这 种 创造 的 原理 都 存在 于 数学 
之 中 。 因 此 ， 在 肯定 的 意义 上 ， 我 当然 地 认为 ， 像 
古人 所 梦想 的 纯粹 甩 维 能 够 把 握 实 在 。 
在 另 一 篇 文章 中 ， 爱 固 斯 坦 重 新 闻 述 了 化 的 观点 ， 这 段 关 于 
上 帝 的 话 十 分 著名 : “元 论 如 何 , RAEE LTRS.” w 
算 上 帝 这 样 做 了 , 也 正如 爱 默 生 曾 说 过 的 ,“ 上 帝 的 仍 子 总 是 灌 过 
铬 的 * .” 爱 因 斯 坦 在 这 里 并 未 断言 我 们 今天 的 数学 定律 都 大正 确 
的 ， 但 是 其 中 有 些 是 正确 的 ， 并 且 我 们 有 和 望 越 来 越 接近 它们 ， 正 
如 爱 因 斯 坦 所 说 ;:“ 上 帝 难 于 提 找 ; 但 并 无 恶意 ,” 








+ HORT BRAS. 一 一 详 往 
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像 爱 因 斯 坦 一 样 ， 作 为 各 大 的 历史 学 家 和 科学 哲学 家 之 一 的 
皮 歼 尔 ， 杜 恒 在 《物理 理论 的 目的 及 结构 》 中 也 从 怀疑 转向 肯定 。 
他 先是 将 物理 理论 描述 为 “一 种 以 在 边 辑 上 将 一 堆 实验 定律 概括 
和 分 类 , 得 不 要 求解 释 这 些 定律 为 目的 的 抽 旬 体系.” 理论 是 近似 
的 、 暂 时 的 和 “被 剥 去 所 有 客观 注释 的 ”。 科学 只 熟悉 那些 可 觉察 
的 外 观 ， 我们 应 该 放弃 这 种 幻觉 在 理论 化 过 程 中 ， 我 们 是 在 
“ 撕 去 这 些 可 觉察 外 观 的 面纱 ”。 而 当 一 个 天 才 科 学 家 给 混乱 不 堪 
的 景象 注入 数学 的 秩序 和 清晰 时 ， 他 就 以 不 能 揭示 宇宙 揭 真 正本 
质 的 抽象 符号 来 取代 相对 易于 理解 的 概念 。 但 在 最 后 杜 恒 却 这 样 
说 ,“ 我 们 不 能 想象 这 种 秩序 和 组 织 (由 数学 定理 所 产生 ) 不 是 现 
实 的 影像 。” 这 个 世界 是 由 一 位 融 大 的 建筑 师 用 数学 设计 的 ,上帝 
水 远 在 进行 几何 化 ， 而 人 类 的 数学 则 摘 述 了 这 一 设计 。 
魏 尔 肯定 数学 反映 了 自然 的 秩序 。 在 一 次 谈话 中 ， 他 说 道 ， 
生 然 界 固 有 一 种 隆 舍 的 和 谐 ， 它 反映 在 我 们 头 
脑 中 的 影像 则 是 简单 的 数学 定律 。 这 便 是 为 三 么 自 
然 界 现象 可 以 通过 观察 和 数学 分 析 相 结合 而 预知 的 
原因 。 在 物理 学 史上 ， 这 种 内 在 和 谐 的 概念 ， 或 考 
说 这 种 梦想 ， 出 孚 我 们 意料 起 一 次 又 一 次 被 证 实 。 
然而 , 展望 也 许 是 思想 之 父 ， 因为 在 《数学 与 自然 科学 的 哲学 》 一 
书 中 ， 他 补充 道 : 
如 果 没 有 一 种 对 真理 和 现实 先 验 的 信仰 支持 ， 
如 竖 在 事实 和 结构 与 思想 的 意象 之 同 没有 持续 不 断 
AEP, BA, FRAZER. 
尽管 琼斯 、 魏 尔 、 爱 丁 顿 以 及 爱 因 斯 坦 的 观点 不 容 轻 视 ， 但 
他 们 关于 数学 与 自然 的 关系 的 观点 并 未 占 统 治 地 位 。 的 确 ， 对 自 
然 的 数学 描述 所 取得 的 成 功 是 如 此 令 人 人 震惊， 以 至 于 他 们 提供 的 
解释 看 上 去 都 是 合理 的 。 就 如 在 许多 个 世纪 的 数学 家 们 眼中 ， 欧 
氏 几 何 是 不 容 置疑 的 真理 。 但 是 ， 在 今天 ， 这 种 对 数学 化 设计 的 
信仰 看 上 去 却 是 牵强 附会 的 。 
还 有 一 种 数学 与 物理 世界 关系 的 解释 ， 其 考虑 了 其 些 联系 但 
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与 通常 人 人们 所 知 的 大 相 径 庭 。 在 过 去 的 一 百年 中 ， 出 现 了 自然 的 
统计 学 观点 , 稍 共 讽刺 意味 的 是 , 这 种 观点 由 拉 普 拉 斯 所 发 起 , 而 
他 本 估 却 坚信 自然 的 行为 是 根据 数学 定律 严格 确定 的 ， 而 自然 
行为 的 原因 并 不 总 为 人 知 , 观察 结果 只 是 近似 正确 而 已 ,因此 ,人 
们 应 运用 概率 理论 确定 最 有 可 能 的 原因 和 最 可 能 是 正确 的 数据 。 
在 这 个 问题 上 , 他 的 《概率 的 分 析 理 论 》( 第 三 版 ，1820 年 是 经 
典 之 作 。 概 率 论 和 统计 学 的 历史 在 这 里 没 必要 评述 ， 但 是 在 不 到 
一 个 世纪 的 时 间 内 ， 它 引出 了 这 样 一 个 观点 ， 自然 的 行为 根本 不 
是 确定 的 , 而 是 相当 杂乱 无 章 的 。 但 其 中 有 某 个 最 有 可 能 的 行为 ， 
平均 行为 ， 这 就 是 我 们 所 观察 到 并 认为 是 由 数学 定律 所 关 定 的 行 
为 。 正 如 寿命 各 不 相间 的 人 ， 有 的 在 婴儿 时 恒 天 拆 了 ， 有 的 则 活 
到 一 百 岁 。 对 所 有 的 人 来 说 ， 不 只 有 一 种 估计 寿命 ， 而 是 在 各 个 
给 证 年 龄 都 有 一 个 估计 寿命 ， 根 据 这 些 数 据 ， 保 险 公 司 才 能 成 功 
地 做 成 生意 ,近年 来 自然 统计 学 观点 之 所 以 得 到 了 巨大 的 支持 是 
因为 量子 力学 的 发 展 , 按照 这 种 观点 , FEREARE. Bea. 
受 限 于 一 定 区 域 的 微粒 。 它 们 在 空间 的 任何 一 部 分 都 仅 以 某 一 种 
概率 存在 ， 但 在 某 一 处 梳 率 最 大 。 

无 论 如 何 ， 根据 统计 学 观点 ， 自 然 的 数学 定律 项 多 描述 自然 
是 如 何以 最 有 可 能 的 方式 运作 的 ， 人 得 它 不 排除 地 球 突然 迷失 于 空 
间 的 可 能 性 。 自 然 也 可 能 决定 不 按 最 有 可 能 的 方式 运转 。 当 今 一 
些 科 学 哲学 守 认 为 数学 无 法 解释 的 问题 仍旧 无 法 解释 。 这 一 结论 
由 皮尔 斯 首先 提出 ;“ 有 些 秘密 极 有 可 能 仍 不 为 人 知 .” 

稍 近 一 些 时 收 1945 F), REE CA ETT A) Pi. A 
类 发 现 自然 定律 的 奇迹 也 许 连 他 们 自己 也 不 能 理解 。 另 一 位 物理 
ZR, PARRA (Freeman Dyson) 更 同道 :“ 我 们 可 能 仍 
未 达到 了 解 物理 世界 与 数学 世界 间 关 系 的 程度 ." 这 人 名 话 还 以 爱 因 
斯 坦 的 评述 作为 补充 ,“ 关 于 这 个 世界 ,最 不 可 理解 的 是 ， 这 个 世 
界 是 可 以 理解 的 。” 

1960 Æ, 46928) (Eugene P. Wigner), B — fif 1963 ig l 
尔 物理 学 奖 获得 者 ， 在 一 篇 文章 里 ， 探 讨 了 有 关 数 学 在 自然 科学 
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中 不 可 思议 的 有 效 性 问题 ， 他 的 文章 正 以 此 为 题 ， 但 除了 重申 论 
点 外 未 作 更 多 的 解释 ;: 
用 以 阐述 物理 定律 的 数学 语言 的 恰如其分 是 一 
个 奇迹 ， 它 是 我 们 不 明白 也 不 应 拥有 的 令 人 惊 哎 的 
礼物 。 我 们 应 为 此 感到 高 兴 ， 不 管 怎么 样 ， 我 们 希 
望 它 在 将 来 的 研究 中 恋 续 有 效 , 并 且 能 继续 扩展 , 变 
得 令 我 们 更 满意 ,就 算 同 时 可 能 会 使 我 们 迷惑 不 解 ， 
也 以 此 拓宽 了 知识 面 。 
景 后 的 几 句 辩护 式 的 “解释 ”实在 太 少 ， 这 儿 各 解释 承认 了 
它 对 数学 为 何 有 效 并 未 作出 回答 ， 但 是 富有 感染 力 的 语言 都 弥补 
了 这 一 点 。 
任何 关于 数学 为 何 有 效 的 解释 不 论 其 是 否 令 人 满意 ， 认 识 到 
自然 和 自然 的 数学 束 示 并 不 相同 才 是 重要 的 ， 它 们 的 差别 不 仅仅 
在 于 教学 是 理想 化 的 产物 。 数 学 三 角形 决 非 一 个 物理 三 角形 ， 数 
学 走 得 更 远 。 在 公元 前 5 世纪 , FAEN Sie (Zeno of Elea) 提 
ETETE. 不 管 其 目的 如 何 , 甚至 是 第 一 个 关于 运动 的 个 论 
就 昭示 了 数学 的 概念 化 和 经 验 之 间 存 在 差异 。 芝 诺 的 第 一 个 履 论 
是 这 样 的 ， 一 个 跑步 者 永远 不 可 能 到 达 跑 道 的 终点 。 因 为 开始 他 
必须 跑 过 全 程 的 1/2. 然后 跑 过 剩 下 路 程 的 172,， 然 后 再 是 翻 下 路 
程 的 172， 如 此 下 去 ,那么 他 必须 跑 过 











的 路 程 。 于 是 ， 芝 诺 认 为 ， 跑 无 限 长 的 路 程 必须 要 无 限 长 的 时 间 。 

一 种 关于 芝 诺 悖 论 的 物理 解释 ， 也 是 最 明显 的 解释 是 ;跑步 
者 可 用 有 限 步 跑 完 全 程 。 但 是 ， 即 使 我 们 接受 芝 诺 的 数学 分 析 的 
W, 所 需 的 时 间 也 应 是 1/2 分 钟 加 上 1/4 分 钟 , 加 上 1/8 分 钟 ,等 
等 这样， 所 有 这 些 无 限 个 时 间 问 隔 加 在 一 起 等 干 1 分 钟 ， 这 一 
分 析 完 全 脱离 了 物理 过 程 ， 但 其 结果 仍 是 一 致 的 。 

也 许 ， 人 们 只 有 通过 引信 极 限 甚至 是 人 造 的 概念 才能 建立 起 
自然 的 秩序 。 也 许 人 类 的 数学 仅仅 是 一 个 可 行 的 方案 ， 也许 自然 
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本 身 更 为 复杂 或 者 并 没有 什么 图 有 设计 。 但 是 ， 数 学 仍 不 失 为 一 
种 探索 ， 是 表示 和 掌握 自然 的 一 般 方 法 。 在 那些 数学 行 之 有 将 的 
领域 ， 它 是 我 们 的 全 部 资本 ， 如果 它 不 是 现实 本 身 ， 它 就 是 我 们 
所 能 达到 的 与 现实 最 接近 的 东西 。 

尽管 数学 是 一 项 纯粹 的 人 类 创造 ， 但 它 为 我 们 开辟 了 通 往 白 
然 某 些 领域 的 道路 ， 使 我 们 走 得 比 全 部 预想 更 远 。 实 际 上 ， 和 现 
实 此 离 如 此 遥远 的 抽象 概念 能 获得 巨大 的 成 就 ， 这 本 身 就 不 可 转 
议 。 数 学 解释 也 许 确 系 人 为 ， 它 也 许 是 一 个 童话 ， 但 却 是 一 个 合 
平 道义 的 童话 。 即 使 我 们 不 易 解释 人 类 的 理性 ， 但 它 却 有 力量 。 

数学 的 成 功 是 有 代价 的 ， 代 价 就 是 把 世界 用 长 度 、 质 量 、 重 
其 、 时 间 等 简单 概念 来 看 待 。 这 样 的 解释 是 不 足以 表示 丰富 多 彩 
的 体验 的 ， 就 如 同一 个 人 的 身高 并 非 些 人 一 样 。 数 学 最 多 只 描述 
了 自然 的 某 些 过 程 ， 但 其 记号 并 未 容纳 所 有 的 一 切 。 

此 外 ， 数 学 处 理 的 是 物理 世界 中 最 简单 的 概念 与 现象 ， 它 的 
研究 对 象 不 是 人 而 是 无 生命 的 物质 ， 它 们 的 行为 是 重复 性 的 因而 
数学 可 以 描述 。 但 在 经 济 学 、 政治 理论 、 心理 学 以 及 生物 学 领域 ， 
数学 就 元 能 为 力 了 。 即 使 在 物理 王国 ， 数 学 也 只 研究 简单 化 的 事 
物 ， 这 些 简单 化 的 事物 与 现实 的 接触 就 如 同 曲线 的 切线 仅 切 曲线 
于 一 点 一 样 。 闻 球 环绕 太阳 的 轨迹 是 一 个 实 回 蚂 ? 不 。 只 有 当 把 
地 球 和 太阳 都 看 作 是 质点 而 宇宙 中 其 他 天 体 的 影响 都 忽略 不 计时 
才能 成 立 。 地 球 上 的 四 季 是 年 复 一 年 循环 的 吗 ? 也 很 难说 ， 我 们 
只 能 说 从 其 大 体 上 考虑 ， 就 像 人 们 能 够 感受 到 的 那样 ， 四 季 是 这 
FUR EF AN 

我 们 能 够 因为 不 能 理解 数学 不 可 思议 的 有 效 性 而 放弃 使 用 它 
吗 ? 赫 维 赛 曾 说 :我 能 因为 不 知道 消化 的 过 程 而 放弃 进食 吗 ? 经 
验 驳 斥 了 怀疑 者 。 合 理 的 解释 则 为 自信 所 不 届 。 在 给 予 宗教 ， 社 
会 科学 和 哲学 全 部 应 有 的 尊重 ， 而 我 们 又 清楚 地 认识 到 数学 并 不 
处 理 我 们 生活 中 的 这 些 方 而 的 情况 下 ， 数 学 在 给 予 我 们 知识 方面 
仍然 取得 了 不 可 限量 的 成 功 。 这 门 知 识 并 不 只 是 建立 在 其 正 歼 性 
的 断言 上 ， 在 每 台 收 音 机 到 原子 能 发 电厂 的 工作 中 ， 在 日 食 或 月 
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食 的 预言 中 ， 在 发 生 于 实验 室 的 成 千 上 万 的 事件 中 ， 在 日 常生 活 
中 ,每 天 我 们 都 可 以 检验 它 的 上 上 确 。 

数学 处 理 的 虽 是 较 简 单 的 物理 世界 的 问题 ， 但 在 其 领域 中 它 
获得 了 最 成 功 的 发 展 。 人 类 队 数 学 中 获得 的 力量 促使 他 们 希望 自 
己 能 占有 一 席 之 地 。 数 学 治理 了 自然 ,减轻 了 人 类 的 负担 ， 从 数 
学 的 成 功 中 人 们 就 起 了 勇气 。 

关于 数学 为 何 有 效 的 问题 并 不 仅 限于 学 术 范 围 以 内 。 数 学 在 
工程 上 的 运用 过 程 中 ,人 们 在 多 大 程度 上 依赖 数学 预言 和 设计 呢 ? 
设计 一 座 桥梁 时 ， 还 需要 用 无 穷 集 的 理论 或 者 选择 公理 吗 ? 桥梁 
RS? 庆幸 的 是 ， 一些 工 程 项 目 所 用 定理 有 过 去 的 经 验 作 
为 坚强 后 持 ， 人 们 可 以 放心 使 用 。 人 们 有 意 过 度 设 计 许 多 工程 项 
目 ， 于 是 ,桥梁 用 钢 这 样 的 材料 建造 ， 但 由 于 我 们 有 关 材 料 强度 
的 知识 并 不 准确 ， 因 而 工程 师 便 采用 较 理 论 要 求 强度 为 大 的 粗 索 
和 桥梁 。 但是， 在 建造 以 前 从 未 有 过 的 一 类 工程 时 ， 我 们 就 必须 
注意 所 用 数学 的 可 靠 性 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 就 应 采取 小 心 谨慎 
的 态度 ， 在 建造 本 身 开 始 以 前 采用 小 规模 的 模型 或 其 他 检验 措 
HT. 

这 一 章 的 中 心 是 找到 一 些 解决 数学 和 数学 家 所 而 临 的 困境 的 
方法 。 数 学 并 没有 被 普 训 采纳 的 体系 ， 各 个 不 同学 派 所 提 人 的 许 
多 条 道路 也 不 可 能 一 一 探究 ， 因 为 这 样 做 将 会 掩盖 数学 的 真正 目 
的 ， 即 促进 科学 的 进步 。 因 此 ， 我 们 提倡 用 目的 作为 标准 。 我 们 
也 已 经 探讨 过 由 这 一 过 程 引发 的 间 题 和 结果 了 ，。 

然 简 ， 当 我 们 强调 数学 对 科学 的 应 用 时 ， 并 不 排除 数学 王国 
里 其 他 有 价值 的 ， 甚 至 是 明知 的 探求 途径 。 我 们 确 已 指出 《〈 见 第 
十 三 章 ), 即 使 在 探求 应 用 数学 的 过 程 中 也 需要 各 种 各 样 的 协助 活 
动 ， 如 抽象 化 ， 一 般 化 ， 严 格 化 及 方法 的 改进 。 除 此 之 外 ， 我 们 
还 可 证 明 那 些 与 数学 不 直接 相关 前 基 础 研究 在 科学 探索 中 是 有 用 
的 。 直 觉 主义 者 原 打 算 用 它们 的 结构 主义 方案 ， 取 代 毫 无 意义 的 
存在 定理 ， 却 产生 了 计算 量 的 方法 ， 而 纯粹 的 存在 定理 只 是 告诉 
我 们 这 些 量 的 存在 。 为 了 竹 单 之 故 ， 我 们 举 个 老 例 子 ， 欧 几 里 得 
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证 明了 任意 一 个 圆 的 面积 与 其 半径 的 平方 之 比 对 于 所 有 的 加 都 相 
同 。 这 个 比 当然 是 x， 十 是 欧 几 里 得 证 明了 一 个 纯粹 的 存在 定理 。 
但 是 知道 x 的 信 对 我 们 计算 任意 给 定 贺 的 面积 ， 显 而 复 见 大 很 重 
要 的 。 还 好 ， 阿 基 米 得 的 近似 计算 和 后 来 的 一 些 级 数 展 开 使 我 们 
能 够 在 直觉 主义 者 向 纯粹 的 存在 定理 发 起 挑战 以 前 很 入 就 计算 出 
Tri. 同样 ,其 他 一 些 已 证 明 其 存在 的 量 也 应 计算 出 来 。 因而， 
结构 主义 方案 应 予以 贯彻 。 

进行 基础 研究 还 有 一 种 潜在 的 价值 ， 这 就 是 可 以 得 出 可 能 的 
矛盾 。 祖 容 性 并 未 证 实 ， 因 此 ， 找 到 耶 层 或 者 找到 明显 荒 廖 的 定 
理 至 少 可 以 淘 汐 一 些 现 在 耗费 数学 家 时 间 和 精力 的 待 选 择 品 . 

我 们 对 数学 地 位 的 解释 当然 不 尽 人 意 ， 我 们 剥夺 了 它 的 真实 
E: 它 不 再 是 一 个 独立 的 . 可 靠 的 , 有 着 坚实 基础 的 知识 体系 。 许 
多 数学 家 背弃 了 对 科学 的 热 碱 ， 这 在 历史 上 的 任何 时 期 都 是 令 人 
皂 聊 的 事 ， 特 别 是 在 应 用 可 能 为 数学 指明 了 正确 的 前 进 方 向 时 亢 
为 可 叹 。 而 已 应 用 的 数学 的 惊人 力量 仍 有 待 于 解释 。 

挑 开 这 些 缺 点 和 局 限 性 不 谈 , 数 学 对 人 类 的 贡献 还 有 许多 .。 它 
是 人 类 最 杰出 的 智 存 结晶 ， 也 是 人 类 精神 最 富 独 创 性 的 产物 。 音 
乐 能 激 起 或 平静 人 的 心灵 ，、 绘 画 能 愉悦 人 的 视觉 ， 诗 歌 能 激发 人 
的 感情 , 哲学 能 使 思想 得 到 满足 , 工程 技术 能 改善 人 的 物质 生活 ， 
而 数学 则 能 够 做 到 所 有 这 一 切 . 另外 , 在 推理 力所能及 的 方向 , 数 
学 家 们 已 尽 了 最 大 的 努力 使 人 类 的 头脑 能 维护 其 结论 的 合理 性 。 
“数学 一 样 的 精确 ”作为 一 条 谱 语 并 非 偶然 , 数学 仍然 是 可 用 的 最 
好 知识 的 典范 。 

数学 的 成 就 是 人 类 思想 的 成 就 ， 作 为 人 类 可 以 达到 何 种 成 就 
的 证 据 ， 它 给 予 人 类 勇气 和 信心 ， 去 解决 那些 一 度 看 上 去 不 可 测 
知 的 宇宙 秘密 ，、 去 制服 那些 人 类 易于 感染 的 致命 疾病 ， 去 质疑 去 
改善 那些 人 们 生活 中 的 政治 体系 。 在 这 些 努 力 中 ， 数 学 也 许 起 到 
了 作用 ,也许 并 无 作用 ,但 是 我 们 对 成 功 不 可 抑制 的 渴望 来 源 于 
数学 。 

数学 的 价值 至 少 不 比 任何 人 人 类 创造 小 .如 果 所 有 这 些 价值 不 
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易于 或 不 能 广泛 地 为 人 们 所 领悟 和 砍 党 的话 ， 所 幸 它们 均 被 利用 
了 。 如 果 说 攀登 数学 殿堂 较 柳 登 音乐 典 堂 更 为 艰巨 ， 那 么 所 得 到 
的 报酬 也 将 更 为 丰厚 ， 因 为 它 包 括 人 类 创造 可 提供 的 几乎 所 有 的 
智力 的 、 艺 术 的 和 情感 的 价值 。 攀 登 一 座高 山 也 许 要 比 攀登 一 座 
低 狠 的 山头 更 为 费力 ,但 是 高 处 的 视野 可 延伸 到 更 近 的 地 平 线 处 ， 
而 我 们 能 所 出 的 唯一 的 问题 则 是 哪 一 个 价值 更 为 重要 。 然 而 ， 这 
个 向 题 各 人 的 回答 不 忌 相 同 ， 因 为 个 人 的 判断 、 意 见 和 咒 味 已 深 
于 其 中 了 。 

就 知识 的 确定 性 而 言 ， 数 学 是 一 种 理想 ， 我 们 为 这 一 理想 而 
奋斗 ， 尽 管 我 们 也 许 永 远 不 会 达到 。 划 定性 也 许 只 不 过 是 我 们 在 
不 断 捕 提 的 一 个 幻影 ， 它 是 如 此 无 止境 地 难于 提 摸 。 然 而 ， 理 想 
具有 力量 和 价值 ， 公 正 、 民 主 砷 上 帝都 是 理想 。 的 确 ， 也 有 在 上 
帝 的 由 于 下 被 谋杀 的 人 ， 审 判 不 公 的 案件 也 臭名 远扬 ， 但 是 ， 这 
些 理想 是 干 百 年 来 交 化 的 重要 产物 。 数 学 也 是 一 样 ， 尽 管 它 也 仪 
是 一 种 理想 。 也 许 细 想 这 一 理想 将 会 使 我 们 更 加 清楚 地 认识 到 在 
任 一 领域 ， 我 们 该 选择 什么 方向 才能 获取 真理 。 

人 类 面临 的 困境 实在 可 怜 。 FTE ES FERR, FE 
自然 的 劫 后 余 迹 前 孤立 无 援 ,我 们 恢 仗 自然 提供 食物 和 必需 品 ， 
我 们 为 何 生 于 这 个 世界 ， 又 应 为 什么 而 奋斗 的 问题 上 都 被 一 致 化 
了 。 人 类 于 单 地 生存 在 一 个 冷酷 的 、 陌 生 的 宇宙 中 ， 他 凝神 着 这 
个 神秘 的 . 瞬息 万 变 的 、 无 穷 的 宇宙 ， AeH CDI oh eR TR 
困扰 甚至 惊 驴 不 已 。 正 如 帕斯卡 所 说 ， 

帘 竟 为 什么 人 存在 于 自然 界 中 ?无 与 无 窗 有 关 ， 
全 体 与 无 有 关 ， 对 无 和 全 体 及 无 穿 之 间 的 点 我 们 一 
无 所 知 。 事 物 的 结束 和 开始 都 被 全 无 破绽 地 隐藏 在 
一 个 难以 洞察 的 秘密 之 中 。 园 样 ， 人 类 也 无 法 知晓 
tAE- ARA., Rae ReAT AAA. 
= HM (Michel Eyquem de Montaigne) MBA LATA ME Se 
述 了 同样 的 观点 ， AB 4 ae). SFR. RR. Brea 
AE. ER PE m a 
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赁 着 一 点 有 限 的 感性 知识 和 大 斯 ， 人 类 开始 探究 其 自身 的 奥 
秘 。 通 过 使 用 感官 瞬间 揭示 的 东西 和 可 从 实验 中 推 知 的 事物 ， 人 
奖 选 用 了 公理 并 盖 用 他 的 推理 能 力 。 他 在 寻求 穆 洋 , 他 的 目的 , 就 
基建 立 与 瞬 变 的 感觉 相对 立 的 知识 体系 ， 建 立 可 以 帮助 他 获取 有 
关 其 生存 环境 奥秘 的 解释 模型 。 而 他 的 主要 成 就 ， 也 是 人 类 自身 
理性 的 产物 ， 就 是 数学 。 它 并 不 是 完美 的 佳作 ， 即 使 不 断 地 完善 
也 未 必 能 去 除 所 有 的 工 竟 。 然 而 ， 数 学 是 我 们 与 感性 知觉 手 界 之 
间 最 有 效 的 纽带 。 尽 管 我 们 不 得 不 则 液 地 承认 数学 的 基础 并 不 牢 
画 ， 但 是 数学 仍 是 人 类 思想 中 最 贵重 的 宝石 ， 我 们 必须 将 其 爱 为 
保管 并 节俭 使 用 。 它 钼 于 理性 的 前 列 ， 训 无 疑问 将 继续 如 此 ， 就 
算是 进一步 的 研究 复查 又 发 现 新 的 缺陷 。 怀特 海 曾 写 道 : “让 我 们 
把 数学 的 追求 看 作 是 人 类 精神 上 神 授 意 的 疯狂 吧 ,” 疯 狂 , 也 许可 
以 这 么 说 ,但 是 ， 毫 无 疑问， 它 蚌 神 授 的 。 
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Klein. Felix, 克 莱 因 ，1849 一 1925， 德 国 数 学 家 。 
Kligel, Georg S.: 克 吕 格 尔 ，1739- 1812. 


Königsberger, Leo: 寻 尼 斯 由 和 客 ，1837 一 1921， 德 国 数学 和 家。 


Kronecker, Leopold: YAS. 1823- 1891. EB 


数学 家 。 





Lacroix, Sylvestre Francois; fi iS AL, 1765—1843, FE oR. 


Lagrange, Joseph-Lonis: $t A, 1736- 1813, 法 
和 天 文学 家 。 

Lakatos, Imre; 拉 卡 托 斯 ，1922- 1974, RAT Hl 
LERS 

Lambert, Johann Heinrich: 兰 怕 特 ，1728 一 1777， 德 
家 。 ' 

Laplace, Pierre-Simon: fr #ehEHT. 1749—1827. JE 
家 和 物理 学 家 。 


FRR. 力学 家 
> WEI. BS 


国 数 学 家 . 物理 学 





国 天 文学 家 数学 


Lebesgue, Henri: WFL., 1875—1941, 法 国 数 学 家 。 
Legendre. Adrien-Marie: hikt. 1752—1833, HEREZ. 


Leibniz, Gottfried Wilhelm: AE Yk, 1646- 1716 


学 家 ， 
Leucippus: Mih. MARA (Democritus), 


， 德 国 数学 家 ， 哲 





Leverrier， Urbain J, J.; 蔓 威 耶 ，1811 一 1877， 法 国 天 文学 家 。 
L’Huiller, Simon: By, 1750—1840, MERZA. 


Lindemann, Ferdinand, #8. 1852—1939, 德国 


Littlewood, John Edensor: 2 f#{fid#. 1885 一 1977 ,英国 数学 家 ， 长 期 


与 哈代 合作 研究 。 
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Lobatchevsky, Nikolai Ivanovich: Y BHASA. 1793 1856, REX 
学 家 。 

Locke. John: 洛克 ，1632- 1704， 莫 二 哲学 家 ， 

Lowenheim, Leopold, W XE. #9 1878—1940, 


Maséres, Francis: 马 塞 兴 ,1731 一 1824，、 英 国 数 学 家 。 

Matyasevich ，Yuri， 乌 蒂 塞 维 奇 ， 前 苏联 数学 家 。 

Maupertuis, Pierre-Louis Moreau de; 莫 帕 图 依 斯 ，1698 .1759， 法 国 
数学 家 。 

Maxwell, james clerk: # iH t=. 1831—1879, 英国 物理 学 家 , 经 典 电 
BECHARA, 

Menelaus: AH. HAs 98 年 ， 古 希腊 学 者。 

Mersenne, Marin: 梅森 ，1588 一 1648， EHR. DEFER., WF 
家 。 

Mill, John Stuart: WA, 1806—1873, RHASR. ASR. EW 
学 家 。 

Mittag-Leffler, Gösta: H #§-3€ KB]. 1846—1927, Rashes mR. 

Monge, Gaspard: # A, 1746—1818, 法 国 数学 家 , 画 法 几何 学 和 射影 
几何 学 创造 人 之 ~a 

Montaigne， 壳 田 ，1533 一 1592， 法 国 思 想 家 和 散文 作家 。 

Moore, Eliakim H.: #828, 1862—1932, SSX, 

Mostoweki, Andrzej; 真 斯 托 夫 斯 基 ，1909 一 + BHRAHFR. 





Napier, John, 醉 普尔 ，1550 一 1617， 英国 数学 家 ， 对 数 发 明 者 。 

Napeleon ， 拿 破 仑 ，1769 一 1821， 法 国政 治 家 和 和 军事 家 。 

Nelson, Leonard: 内 尔 森 ，1882 一 1927， 德 国 暂 学 家 。 

Neugebauer, Otto: 诺 恢 格 鲍 尔 ，1899 一 ， 数 学 史家 。 

Neumann, John von ， 河 ， 诺 居 电 ，1903--1957 ， 现 代数 学 家 ， 厌 籍 刨 
TH, 后 移 启 美国 。 为 第 一 柯 原 子弹 的 研制 及 第 一 台电 子 数字 计算 村 的 研制 
作出 了 重要 和 贡献。 

Newton, Isaac: “FM, 1642—1727, 英国 物理 学 家 、 数 学 家 和 天 文学 家 。 

Nietzsche, Friedrich: 尼采 ，1844 一 1900， 德 国 哲学 家 。 

Nieuwentijdt, Bernhard; 组 汶 担 ，1654 一 1718， 和 荷兰 物理 学 家 和 几何 学 
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Olbers, Heinrich W. M.: 奥 伯 斯 ，]758 - 1840， 德 国 天 文学 家 。 
Ovid: MEW, 43-4617, GESRA. 


Pacioli, Luca; AREE, #1445 1517, BAR MER. 

Paseal, Blaise: 帕斯卡 ， 1623 一 1862, 法 国 数学 家 、 物理 学 家 、 FER. 

Pasch, Moritz: 由 斯，1843- 1930, MER. 

Peacock ，George， 皮 科 克 ，1791 一 1858， 英 国 数学 家 。 

Peano, Giuseppe: Wit, 1858-1932. BARMERA. PBR. 

Peirce, charles Sanders; KERR, ，1839 一 1914， 和 美国 哲学 家 。 

Pemberton, Henry: WGM., 1694-1771. BP Sat, WER. 

Philolaus: 菲 洛 罗 斯 。 约 公元 前 5 世纪 ， 古 希腊 党 音 。 

Piazzi，Giuseppi， 皮 亚 奇 ，1746---1826， 意 大 利 天 文学 家 。 

hicard ，Emile， 皮 卡 ，1856 一 1941， 落 国 数学 家 。 

Pieri, Mario, ÆRE, 1860—1913, EKHE FR. 

Planck, Max: 普 朗 克 ，1858 一 1947， 德 国 物 理学 家 ， 

Plato: 柏拉图 ， 前 427-- 前 347， 古 希腊 哲学 家 ， 苏 格拉 底 的 学 生 ， 亚 
tee eur. 

Playfair, John, W3 AR, 1748—1819. SEGMENT 
BR 

Plutarch: POE. £9 46 一 约 120， 古 希腊 传记 作家 。 

Poincaré, Henri; 82408), 1854—1912, 法 国 数学 家 、 物 理学 家 和 和 天文 
学 家 。 

Poncelet ，Jean-Vicfor: E Æ. 1788—1867, MMAR, LEM. 

Pope, Alexander: WHI, 1688—1744. WHHIFA. 

Popper, Kari; 波 普 尔 ，1902 一 ， 生 于 奥地利 ， 后 移居 英国 。 当 民 
著名 科学 着 学 家 。 

Pringsheim, Alfred: Ak AI. 1850—1941, WEHR FE. 

Ptolemy» Claudius: 托 勤 密 , 约 90—168, 古 希 腊 天 文学 察 、 数学 家 . 地 
理学 家 利 地 图 学 家 

Erolemy ，Soter: 托 勒 密 ~" 世 , 前 367 一 前 283， 古 埃及 托 勒 密 王 朝 划 建 
者 ， 前 305 一 前 285 年 在 位 。 
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Pythagoreans: aA RTH. AAR 580- - 约 前 506， 占 希腊 数学 家 ,哲学 
R. 


Remain, Georg Bernhard: #&., 1826- 1866， 德 国 数学 家 
Roberval. Gilles Persone de: 4H ALAR. 1602- 1675， 法 国 数学 家 , 物 
HŽ. 
Robinson, Abraham; 多 宾 进 ，1848- 1974， 美 国 数学 家 。 
Roemer, Olaus: SFR, 1644—1710, FRR ER. 
Rolle, Michel: P/R, 1652—1719, HAREK. 
Russeli, Bertrand; Æ, 1872—1970, HAIEZ, Wee, Fig 
1950 年 诺 贝 尔 文学 奖 获得 者 


x 


Saccheri, Gerolamo, if], 1667—1733, BRAM ER, 

Santayana, George. SUEUR 98, 1863—1952, RSs, 

Schopenhauer, Arthur: 4446, 1788—1860, WEER, 

Schroder, Erost: F. 18411902, pM ry, PHS. 

Schrédinger, Erwin: REEFS. 1887--1961, 奥地利 物理 学 家 ，, HTH 
BIAS, 1933 Fis ROE ERGE. 

Schwartz, Laurent: PEIR. 1843—1921, Bi wea, 

Seneca, Lucius: BM E, {ACH 一 公元 55， 古 罗马 哲学 家 .戏剧 家 

Shelley, Percy Busshe; 2732. 1792 -18322， 黄 国 诗人 ， 

Smith, Henry John Stephen， 史 密斯 ，1826 一 1883， 黄 国 数学 家 ， 

Snell，Willehrord， 斯 内 尔 ，1580…1626， 荷 兰 数学 家 、 物 理学 家 。 

Stevin, Simon, Wr#Z¥, 1548—1620, AROMAS. CRW, 

Stieltjes, Thomas Jan: WRA. 1856—1894. fi WR. 

Stifel, Michael: WER PR, £9 1486—1567, HERE. 

Stolz. Otto: WË., 1843—1905, Mahara se, 

Sylvester, James Joseph; 硕 尔 维 斯 特 ，1814 一 1897， 英 国 数学 家 。 

Synge» John L.: #§, 1871--1909, A RARER., 








Tait, Pater Guthrie; 1831—1901. BR. HHZ., 
Tarski, Alfred: EWH, “tuk PS R. 
Taurinus, Frang Adolf; #; 2440, 1794-1874, MHH FR. 
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Thales; Sy, HAT 640 AAT 546. HARES. 
Theodosius; BASAEM. 28 20， 古 希腊 学 者 。 
Thomson, William; 汤姆 进 ，1824- -1907， 英 国 物 理学 家 ，1892 年 被 封 


AL “FRR”. 


Unamuno, Miguel de: GAHR, 1864—1936, HAFIR. HER. 


语言 学 家 。 


之 


Veronese, Giuseppe: $, 1854—1917., 意大利 数学 家 . 
Vieta, Francois, 4334. 1340 1603， 法 国 数学 家 。 
Voltaire; RIRA, 1694—1778, HEB AMR. WK., HFR. 














Wallis, John; ALBERT, 1616—1703, HHR K. 
Weber, Wilhelm: ffl, 1804—1891. Ems, 
Weil, André; BK, 1906- ; 法 国 数学 家 , 布尔 已 医学 派 主要 成 员 





Weierstrass, Karl: 瑶 尔 斯 特 拉 斯 ，1815 -1897, WARTE. 
Weyl，Hermann:， 魏 尔 ，1885 一 1955 。 德 国 数学 家 ， 后 移居 美国 。 
Wessel, Caspar; 书 塞 尔 ，1745 一 1818， 挪威 业余 数学 家 。 
Whitehead, Alfred North: 怀特 海 , 1861 一 1947,， 英 国 朱 学 家 、 数 学 家 。 
Wigner, Eugene P.: 维 格 勒 ，1902 一 ， 美 蒜 多 牙 利 物 理 学 家 。 
Wittgenstein. Ludwig: 维特 根 斯 坦 , 1889 一 1951, 原籍 奥地利 , 后 移居 


RB. MANGER. 


Ro 


Wren, Christopher: 雷 恩 ，1632 一 1723， 英 国 建筑 师 、 数 学 家 、 天 文学 
Woodhouse, Robert: MARA. 1773-1827, HAMAR. 

Wolf, christian: KIRK, 1678-- 1754, BHAFR. 
Werdsworth，William:， 华 兹 华 斯 ，1770--1850， 英 国 诗人 。 


Young，TIThomas， 托 马 斯 。 扬 ，1773 一 1829， 英国 物理 学 家 和 医师。 


Zermelo, Ernst: 策 梅 罗 ，1871 一 1953。 德 国 数 学 家 。 
Zeno: 芝 诺 ， 约 前 490 一 约 前 436， 古 希腊 哲学 家 。 
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